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Chapitre 1

Les quatre opérations de Grothendieck dans
un cadre motivique

Introduction. En cohomologie étale, on sait associer & tout morphisme de schémas f: X ——=Y (séparé et de

type fini) quatre foncteurs :
Rf*a Rf*a Rf!a Rf‘

reliant les deux catégories dérivées des faisceaux étales de A-modules D(X, A) et D(Y, A) (A étant un anneau commutatif
fini). Ces quatre foncteurs forment ce qu’on appellera les 4 opérations de Grothendieck. Durant son Motivic Homotopy
Theory Program, Vladimir Voevodsky a construit I’analogue des 4 opérations dans le cadre des catégories homotopiques
stables des schémas. Malheureusement aucun texte décrivant cette construction n’est actuellement disponible, mis &
part les notes de Pierre Deligne [De01] ou on trouve seulement quelques sorites généraux sur les adjonctions dans les
2-catégories ainsi que la définition d’un foncteur croisé et ’énoncé précis du théoréme de Voevodsky. On propose dans
ce premier chapitre une démonstration de ce théoréme. Nous ignorons si la démarche que nous suivons est la méme que
celle suivie par Voevodsky. Notons quand méme que nous construisons d’abord les foncteurs f' puis nous déduisons
les foncteurs fi par adjonction alors que Voevodsky fait U'inverse (d’aprés une communication personnelle avec V.
Voevodsky le 23 Avril 2003 & Paris). Mais il s’agit bien entendu d’une différence inessentielle ! Faisons maintenant un
petit survol :

1- On commence le chapitre par une série de trois "préliminaires 2-catégoriques". Le but de ces préliminaires est :
— D’une part, donner un langage souple pour énoncer les résultats intermédiaires aboutissant aux théorémes prin-
cipaux. Ce langage repose sur les notions de : 2-catégories, 2-foncteurs, adjonctions dans une 2-catégorie, ad-
jonctions globales entre deux 2-foncteurs, structures d’échange sur un couple de 2-foncteurs et foncteurs croisés,
— D’autre part, démontrer tout ce qui est formellement démontrable afin d’alléger la démonstration proprement
dite de notre théoréme.
La premiére section et donc la premiére partie des préliminaires 2-catégoriques regroupe quelques sorites généraux
sur les 2-catégories. La notion la plus importante est bien str celle de ’adjonction dans une 2-catégorie. Tous les
résultats de cette section se trouvent dans [De01].

2- Dans la deuxiéme section, on introduit la notion d’échange entre deux 2-foncteurs. Il s’agit 14 d’une notion qui
sera utilisée constamment tout au long du texte. Supposons donnés deux 2-foncteurs (covariants pour simplifier) F et
G d’une catégorie C dans une 2-catégorie ®, coincidant sur les objets de C. Fixons une classe & de carrés de C stable
par compositions horizontales et verticales (exemple la classe des carrés commutatifs). Nous appellerons une structure
d’échange sur le couple (F,G) la donnée pour tout carré de & :

d’un 2-morphisme : F(f) o G(g') ——= G(g) o F(f') (par exemple). Ces 2-morphismes doivent vérifier deux conditions
de compatibilités avec les compositions des carrés. En modifiant les variances des 2-foncteurs ainsi que le sens des
2-morphismes associés aux carrés de &, on obtient 8 types de structures d’échange. L’exemple le plus connu de
structure d’échange est peut-étre celui donné par les morphismes de changement de base en cohomologie étale. On
donne également deux méthodes de constructions de structures d’échange :
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— Etant donné un échange sur (F,G) et, pour toute fléche g dans C, un adjoint &4 G(g) on peut une fois sur deux
(selon le type des adjonctions et le type de I’échange) construire un échange sur (F,°G) (ou ®G est un 2-foncteur
tel que pour tout g, *G(g) est un adjoint a G(g)).

— Etant donnés deux 2-foncteurs F et G et deux "échanges partiels" sur (F,G), on donne des conditions suffisantes
pour que ces échanges partiels proviennent d’un échange sur (F, G). C’est le théoréme de recollement des structures
d’échange.

On définit ensuite ce qu’on entendra par foncteurs croisés. Notre définition est un peu plus générale que celle de

Voevodsky. En gros, un foncteur croisé de C vers D est la donnée de :

— Quatre 2-foncteurs : H*, H,, Hy, H',

~ Quatre structures d’échange, un sur chaque couple : (H*,H'), (H.,H:), (H*,H)), (H.,H'). Les deux derniers
échanges sont des isoéchanges.

Ces données vérifient un certain nombre de conditions assurant une forte stabilité de ’ensemble des quatre échanges
par les constructions habituelles.

3- On termine les généralités avec un critére de prolongement de 2-foncteurs : On suppose donnés une catégorie
C, une 2-catégorie ® et deux 2-foncteurs Hy et Hs définis sur deux sous-catégories C; et C2 de C. On donne des
conditions suffisantes pour que les deux 2-foncteurs Hy et Hy proviennent d’un 2-foncteur H défini sur C toute entiére.
La condition la plus importante est sans doute 'existence d’une structure d’échange sur (Hz, Hy) pour la classe des
carrés commutatifs.

Ce théoréme sera appliqué dans la sixiéme section pour construire le 2-foncteur H' : La catégorie des S-schémas
quasi-projectifs (Sch/S) jouera le réle de C. On prendra C; = (Sch/S)™™ (la catégorie des S-schémas quasi-projectifs
avec seulement les immersions fermées comme morphismes), et C; = (Sch/S)Ms (la catégorie des S-schémas quasi-
projectifs avec seulement les S-morphismes lisses comme morphismes). Dans la quatriéme section on verra la définition
de H; qu’on notera ™™H'. A la fin de la cinquiéme section on verra la construction de Hy qu’on notera MsSH'. Enfin
une bonne partie de la section six sera consacrée & la vérification des conditions d’application du théoréme 1.3.1
plus précisément & la construction d’une structure d’échange sur le couple (“H' I™mH") pour la classe des carrés
commutatifs.

4- Dans la section quatre, on commence par fixer les ingrédients élémentaires & partir desquels le 2-foncteur H' sera
construit et on donne également les six axiomes que doit vérifier un 2-foncteur homotopique stable. Les ingrédients
élémentaires sont peu nombreux, il s’agit de :

— Trois 2-foncteurs : H*, H, et M$H, de but la 2-catégorie des catégories triangulées. Les deux premiers étant

définis sur (Sch/S), alors que le dernier est défini seulement sur (Sch/S)Lss.

— Pour tout S-morphisme f, d’une structure d’adjonction entre f* = H*(f) et f. = H.(f), et lorsque f est lisse

d’une structure d’adjonction entre fz = Hx(f) et f*.
Les axiomes qui doivent étre vérifiés sont assez naturels et sont vrais dans le cas étale ainsi que dans le cas des théories
homotopiques stables des schémas. Notons que parmi ces axiomes on trouve :

— L’axiome de la localité qui affirme que pour un couple d’immersions complémentaires (i, j) (avec i fermée et j

ouverte) le couple de 1-morphisme (i*,jx) est conservatif.

— L’axiome de stabilité qui affirme que le 1-morphisme pyxs. est une équivalence lorsque p est la projection de la

droite affine sur un S-schéma X et s la section nulle.

- L’axiome d’homotopie qui affirme que le 2-morphisme (d’unité de ’adjonction) id —— p«p* est un 2-isomorphisme

lorsque p est la projection de la droite affine.

On trouvera sous forme de scholie I’énoncé précis du théoréme qu’on veut démontrer. Tout de suite aprés on établit
plusieurs résultats faciles conséquences directes des axiomes. On mettra en évidence quelques structures d’échange
et on construit les foncteurs 4' pour i une immersion fermée. Ces derniers s’organisent en un 2-foncteur '™™H'. On
montrera également que le 1-morphisme i' est adjoint & droite de i,. Dans cette section, on n’utilisera jamais les
axiomes de stabilités ni d’homotopie. Par contre, I’axiome de localité sera utilisé (notamment pour définir les i').

5- Dans la section cing, on étudie les conséquences de ’axiome de stabilité. On construit ce qu’on appellera
P’équivalence de Thom Th(E) associée & un fibré E. Dans le cas de la catégorie homotopique stable SH(X), ’équivalence
de Thom Th(E) est simplement le foncteur "smash-produit" par l’espace de Thom associé & E. On établit ensuite
quelques propriétés de cohérence pour les équivalences de Thom, notamment ’associativité. On définit ensuite pour
tout S-morphisme lisse f, un 1-morphisme f' en posant :

F=Th(Q) o f*

avec ()¢ le module (localement libre) des différentielles relatives (a f). On vérifie ensuite (en utilisant les propriétés de
cohérence des équivalences de Thom) que les 1-morphismes f' s’organisent naturellement en un 2-foncteur :

LissH! . (SCh/S)LiSS

TR
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On termine la section par la construction de quelques structures d’échange.

6- La section six est sans aucun doute la section la plus pénible et la plus technique. On commence par la
construction du 2-isomorphisme de pureté associé & ce qu’on appelle classiquement un couple lisse. Etant donné un
diagramme commutatif de S-schémas :

y =X

N}

(avec s une immersion fermée et f et g des morphismes lisses), on construit un 2-isomorphisme :
s'f* ——=Th ' (A)g*

avec A le Oy-module (localement libre) normal 4 'immersion s. L’outil géométrique qui permet cette construction est
I’espace de déformation au cone normal associé & 'immersion s. ’axiome d’homotopie intervient dans la construction
du 2-isomorphisme de pureté d’une fagon cruciale mais un peu cachée.

On passe ensuite & ’étude du 2-isomorphisme de pureté. On démontre assez facilement tous les résultats de
compatibilité que ’on peut espérer pour ce 2-isomorphisme sauf sa compatibilité avec la composition des immersions
fermées. Cette derniére propriété demandera beaucoup plus de travail et sera traitée dans une sous-section & part.

Une fois toutes les compatibilités établies, on passe & la définition de ’isoéchange sur (V1%H*,T™™H"). La définition
du 2-morphisme structural de cet échange repose essentiellement sur le 2-isomorphisme de pureté. Pour vérifier que
I’on a bien défini une structure d’échange on utilisera toutes les compatibilités établies pour les 2-isomorphismes de
pureté.

A la fin de la section six, on appliquera le théoréme 1.3.1 qui nous donne le 2-foncteur H', puis la proposition 1.2.7
qui nous permettra de construire un échange sur (H*,H'). Ce dernier (par un argument général) produit un foncteur
croisé sur (Sch/S) :

(H*J H*J H!a H')

C’est le foncteur croisé recherché!

7- La septiéme section est sans doute la plus intéressante. On n’utilisera de ce qui précéde que l'existence du foncteur
croisé. Cette partie peut étre lue indépendamment du reste. On utilisera & plusieurs reprises I’axiome d’homotopie.
On commence par définir pour tout S-morphisme quasi-projectif f un 2-morphisme :

ayp: fi—— fu

On établit ensuite quelques propriétés de cohérence pour ces 2-morphismes. On montrera en particulier que ces 2-
morphismes définissent un morphisme de 2-foncteurs (dans le sens évident du terme).

On démontre ensuite que lorsque le S-morphisme f est projectif, le 2-morphisme ay est un 2-isomorphisme. Ce
résultat donne en particulier le théoréme de changement de base pour un morphisme projectif. Nous ignorons si ce
théoréme peut étre démontré directement dans le cas des catégories homotopiques stables des schémas.

Prérequis. Ce chapitre est & quelques exceptions prés "self-contained". Pour ce qui est des trois premiéres sections,
on supposera que le lecteur est familier avec les notions élémentaires de catégories. On conseille vivement les lecteurs
qui connaissent peu les 2-catégories et les 2-foncteurs de lire les notes de Delignes [De01]. Pour ce qui est des quatre
derniéres sections, on supposera que le lecteur est familier avec le langage des schémas comme dans [EGA 1] ou dans
[Har77], et qu’il connait la construction de l’espace de déformation au cone normal associé & une immersion fermée
(voir le chapitre 5 de [Ful84]). Aucune propriété non élémentaire des schémas ne sera utilisée.

Enfin, bien que non nécessaire, une familiarité avec le formalisme des six opérations de Grothendieck dans le cas
de la cohomologie /-adique sera d’un grand secours pour la compréhension de ce texte. Notons également que le cas /-
adique fournit une motivation pour ce travail : la spécialisation des résultats prouvés ici au cas des catégories dérivées
D(X,A) des catégories abéliennes des faisceaux de A-modules (avec A un anneau fini) sur X, pourra fournir des
simplifications notables dans I’établissement des théorémes fondamentaux de [SGA 4].

1.1 Préliminaires 2-catégoriques I : Adjonctions et équivalences dans une
2-catégorie

Dans ce travail, on ne considére que des 2-catégories au sens strict. Par contre on utilisera la notion de 2-foncteurs
au sens faible. Pour plus de détails, le lecteur est prié de se référer a [De01].
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1.1.1 Adjonctions dans une 2-catégorie
Soit ® une 2-catégorie. On peut définir dans ® une notion d’adjonction pour les 1-morphismes généralisant la
notion d’adjonction habituelle pour les foncteurs dans la 2-catégorie des petites catégories €at (voir [Mac71]).
DEFINITION 1.1.1 — Soit f: X ——=Y un 1-morphisme de ®. Un adjoint & droite de g est la donnée de :
1. Un 1-morphisme g: ¥ —— X ,
2. Deuzx 2-morphismes :
1—sgof et fog—2s1

tels que la composée de chacun des deux diagrammes planaires :

S L

Les deuz 2-morphismes n et & sont appelés respectivement [’unité et la counité de ’adjonction. Parfois, on ne men-
tionnera pas les 2-morphismes 1 et § : nous dirons simplement “g est un adjoint & droite de f” ou “f est un adjoint
a gauche de g”.

A}
.ﬁ.

soit l'identité.

Remarque 1.1.2 — La condition imposée sur 7 et § dans la définition ci-dessus n’est autre que la commutation
des triangles (habituels) :
f=fogof 9 —=gofoyg
\ l" \ l‘;
f g
Remarque 1.1.3 — La dualité des 2-catégories échange la notion d’adjonction & droite et d’adjonction & gauche.

Plus précisément les assertions ci-dessous sont équivalentes :
— f est un adjoint & gauche de g dans D,
— f est un adjoint & droite de g dans D' ~°P,
— f est un adjoint & droite de g dans D2 °PP,
— f est un adjoint & gauche de g dans D127°P,
— g est un adjoint & droite de f dans ®, etc.

Le lemme qui suit est un exercice facile laissé aux lecteurs :

LEMME 1.1.4 — Soit une suite de 1-morphismes :

xtloy 2.y

Dans une 2-catégorie ©. On suppose donné un adjoint & droite (g,n,0) (resp. (9',n',8")) de f (resp. f'). Alors le
1-morphisme go g' est un adjoint a droite de f' o f. De plus, l’'unité et la counité sont données respectivement par les
composées des diagrammes planaires :

Z
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PROPOSITION 1.1.5 — Soient D une 2-catégorie et X et Y deux objets de ®. Soient f et f' deux 1-morphismes
et a un 2-morphisme de © :
_F
X o Y
\.f'j

On suppose donné des adjoints o droite (g,m,0) et (¢’',n',0") de f et f' respectivement. Il existe alors un unique
2-morphisme :

rendant commutatif le diagramme de 2-morphismes :
(1.1) gof
/}// \\Q\
1 gof
N A

! !

[e]

@
[y

De plus le 2-morphisme 3 est donné par la composée :
g —=gofog —2=goflog —"=yg

et rend le diagramme de 2-morphismes :

(1.2) fog
% \
fog 1
flog

également commutatif.

DEMONSTRATION La proposition en question est un cas particulier de la proposition 1.1.9. On a préféré Uinclure ici
pour pouvoir prouver 'unicité de ’adjoint dés le début. Le lecteur pourra donc ignorer la preuve de ce lemme.

On commence par prouver I'unicité. Soit § comme dans ’énoncé. Le diagramme commutatif de 2-morphisme donne
par composition & gauche par ¢’ le diagramme commutatif :

!

9

gofo
/;b// \\\\\\
gl
\Eﬁ\\

«
goflog
i

gofog

Ce carré s’insére dans le diagramme commutatif :
g
! ! 6,
goflog'——=9

gofoyg
/ \
gl
X / /
gIOfIOgITgI
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Mais la composée des fléches situées sur la partie inférieure du bord de ce diagramme vaut 8. On voit donc que S est
égal & la composée :

g —">gofog —>gofog >y
Ceci prouve 'unicité de 8 et fournit un candidat. Il reste alors & prouver que ce candidat est le bon. Pour cela il faut
calculer la composée :

1—>g'of d gof

Par définition cette composée est égale a la composée suivante :

’

1" =g of —"sgofogof —2=gofogof —sgof
Mais on dispose d’un carré commutatif évident :

1—n>gof

n't ln’
gofl—>gofogof

Notre composée est donc égale & la composée suivante :

7

1— gof i gofog'°f'—a>g°fI°9'°f'L>g°f'

Mais on a encore un carré commutatif évident :

QOf%gofoglofl

gof' ———=gofogof

Notre composée est donc égale & la composée suivante :

1—>gof—>gof—>goflogof —=gof

Finalement on remarque que la composée des deux derniéres fléches de la suite précédente est 'identité par la définition
des adjonctions. On obtient en fin de compte la composée :

1—=>gof—">gof
On a ainsi prouver que notre candidat rend le diagramme (1.1) commutatif. Pour la derniére assertion on utilise un
argument de dualité. En effet, la formule donnant 8 est inchangée par la 2-dualité des 2-catégories. C.Q.F.D

Le morphisme 3 sera noté *a. On a le lemme :

LEMME 1.1.6 — Soient f,f' et f" dans Morp(X,Y) (la catégorie des 1-morphismes de X versY ) et g, g' et g"
des adjoints a droite respectifs. Soient aussi a: f——= f' eta': f' —— f'' des 2-morphismes. On a la formule :

“(a' 0) = ("a) o (“a)

DEMONSTRATION On note 8 = ®a et ' = %a’. 1l suffit de montrer la commutativité du carré suivant :

e

gofll

e

g o fll

/\



1.1. PRELIMINAIRES 2-CATEGORIQUES I : ADJONCTIONS DANS UNE 2-CATEGORIE 7
ol " est I'unité de I’adjonction entre f" et g". Pour cela on factorise ce carré de la maniére suivante :
gof
! gof
n ' ' "
l—————g'of gof
! n
i g'of
A
gII o fll
Tous les sous-carrés de ce diagrammes sont commutatifs. Ceci prouve le lemme. C.Q.F.D
Voici deux corollaires de ce qui précéde :

COROLLAIRE 1.1.7 — (Unicité de l'adjoint) Soit f : X ——Y wun 1-morphisme dans une 2-catégorie . Soient

(9,m,0) et (¢',nm',8") deuz adjoints & droite de f. Il existe alors un unique 2-isomorphisme u: 9 — g' échangeant

n et n'. Ce méme 2-isomorphisme est 'unique 2-isomorphisme échangeant & et §'.

DEMONSTRATION On applique la proposition 1.1.5 4 a = Id : f == f . On utilise le lemme 1.1.6 pour prouver que
u est un isomorphisme. C.Q.F.D
COROLLAIRE 1.1.8 — Soit f: X ——=Y un l-morphisme dans une 2-catégorie ®. On suppose que f admet

des adjoints a droites. Alors un adjoint & droite (g,m,d) de f est complétement déterminé par g et 7.

1.1.2 Adjonctions et les faces carrées

On a la proposition suivante qui généralise la proposition 1.1.5 :

PrOPOSITION 1.1.9 — Supposons donné un 2-morphisme dans une 2-catégorie ® :
[ ] gz [ ]
f2 7 fi
[ ] [ ]
9
et des adjoints & droite (f{,m1,01) et (f5,m2,02) & f1 et fo respectivement. Il existe alors un unique 2-morphisme :
[ ] 92 [ ]
BN
[ ] [ ]
91

rendant commutatif l'un des deux diagrammes suivants :
(1.3) fifige g1f2fs
92 figrfe f192f3 9

g2 faf2 hifin
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De plus ce 2-morphisme [ est donné par la composée du diagramme planaire :

I3 g2

Z, a \
fa 4 fi
Y
m
fi

N

et rend les deuzr diagrammes (1.3) commutatifs.

DEMONSTRATION On commence par prouver 'unicité de §. Il suffit par 2-dualité de le faire dans le cas o le premier
carré de 2-morphismes est commutatif. Pour cela on procéde comme dans 1.1.5 et on forme le diagramme commutatif

de 2-morphismes :

fifi9215

5
g2f3 flarfofs — flon

g2f3f2fs —5— 9215
Etant donné que la composée ds o 75 est 'identité on voit que § est forcément égale & la composée :
[ / r_ / ;02 /
gofs —= fif1i92fo —— figrfafs —— fig
Il reste donc & prouver que ce candidat (qu’on appellera 8y) convient. Explicitons la composée :
i Bo I
92— g2 fs5fo —— fig fo

en langage de diagramme planaire. On obtient :
L]

f 2 72
V4
. f ° 92 °
/6 o
1 fo 4 fi
L
[ ] gl [ ] f]l- [ ]

En utilisant alors la relation d2 o @y = idy, on obtient ce qu’on cherche. C.Q.F.D

DEFINITION 1.1.10 — Faute d’une meilleure terminologie, nous dirons que (3 est obtenu de a par adjonction

suivant (f1, f1) et (f2, f3)-

PROPOSITION 1.1.11 — (Compatibilité avec les compositions verticales) Supposons donné dans une 2-catégorie
D un diagramme planaire :
[ ] 93 [ ]
ha 14 hy
[ ] gz [ ]
Ll 2z A

g1
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et des adjoints a droite (f],m,d1), (f4,m2,62), (hi,n1,81) et (hh,nh,08%) de fi, fo ,h1 et ho respectivement. On note
B et ' les 2-morphismes obtenues & partir de o et o' & laide des adjonctions précédentes. On munit f] o h} et f3 0 hj
des structures d’adjoints a droite de f1 o hy et fo o ha. Alors le 2-morphisme B’ o B est le 2-morphisme obtenu par
adjonction de oo o'.

DEMONSTRATION Le 2-morphisme obtenu de a o o' par adjonction est par définition la composée du diagramme
planaire :

! !
[ ] f2 [ ] h2 L ] g3 [ ]
72
n2
ha ﬂa, hi
ﬂné 92
(14) . .
75,
fa 7, bil
75,
[ ] [ ] e [ ]
91 fi hi
En découpant suivant la ligne brisée :
fa g2 hy
P —— > —— @ — > ———————— @ —M8M8M8MM> 0
on voit que la composée du diagramme planaire (1.4) n’est autre que S’ o . C.Q.F.D
PROPOSITION 1.1.12 — (Compatibilité avec les compositions horizontales) Supposons donné dans une 2-catégorie
D un diagramme planaire :
h2 g2
[ ] [ ] [ ]

f3 V4 fo # h

hl g9

et des adjoints a droite (fi,m,01), (f5,m2,02) et (f4,m3,03) & f1, f2 et fs. On note By et B2 les 2-morphismes obtenus
de an et ao par adjonction. Alors B1 o B2 est le 2-morphisme obtenu de o o a1 par les adjonctions (f1, f1) et fs, f3).

DEMONSTRATION Le 2-morphisme obtenu de as o a; par adjonction est par définition la composée du diagramme
planaire :

. f?I’ ° ha . 92 °
s
(1.5) z, 4,
2,
° I ° 7 ° f{ °

Les 1-morphismes verticaux étant de gauche a droite : f3, f2 et fi. En insérant dans (1.5) au niveau de f, le diagramme
planaire exprimant que f; est adjoint & gauche de fs (et dont la composée vaut idy,) on voit que notre 2-morphisme
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est égal a la composée du diagramme planaire :

!
[ ] fS [ ] h2 [ ]
v
73
Zaa
!
(1 _6) ° ° f2 ° g2 °
ha
Za, ’
1
o
[ ] [ ] [ ]
g1 fi
En découpant suivant la ligne du milieu on voit que la composée du diagramme planaire (1.6) n’est autre que 31 o Ss.
La proposition est prouvée. C.Q.F.D

Remarque 1.1.13 — Par dualité il est possible d’obtenir plusieurs variantes des proposition 1.1.9, 1.1.11 et 1.1.12.
On a le corollaire intéressant de la proposition 1.1.12 :
COROLLAIRE 1.1.14 — Supposons donné dans une 2-catégorie ® un cube solide commutatif :

94

*e——— >0

g2
o —— 0

fa
|r
(1.7) % e f
PN
[ ] [ ]
41
formée des siz faces carrées :
g2 hy 94 94 93 ho
o—>0 [ ] [ ] *o—>0 o—>0 *e—>0 [ ] [ )

f2 ¢ |h Ja ¢ \fe hsf ¢  |he fa ¢z \fs hs) ¢ | f3 ¢ |f

g1 hs g2 g3 il hq

On suppose donné des adjoints a droites (f],m;,0;) a f; pour i € {1,2,3,4}. Le cube solide :
94

*e——— >0

3

g3

[ ] —0
!

o——0

g1

(1.8)

obtenu en appliquant la proposition 1.1.9 est commutatif.

Notons également les deux lemmes simples ci-dessous dont la preuve est laissée en exercice :

LEMME 1.1.15 — Supposons donné dans une 2-catégorie ® un 2-morphisme :
[ ] 92 [ ]
Ll 2z A

g1
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et des adjoints a droites (f{anla(sl): (fé;n2:52); (gllania(sll) et (9'2,775755) de fll f2 ;91 €t ga. On muni gé ofll et f2l ogll
des structures d’adjoint & droites de f10go et g1 0 fo comme dans 1.1.9. On peut alors construire deux 2-morphismes :

- 92 ° ° 92 .
! Bl ! ! 62 !
f 7 1 5 7 1
[ ] L] L] L]
9 9
de la maniére suivante :
— En prenant p1 = °a,
— En formant le 2-morphisme :
L] 92 e
N 1
[ ] L]
g
et en appliqguant & nowveau la proposition 1.1.9 & ce 2-morphisme avec les adjonction (g1,91) et (g2,95) pour
obtenir : .
[ ] '92 L]
! ﬂ2 !
L 7 1
L] [ ]
9

Les deux 2-morphismes 31 et B2 sont alors égaux.

LEMME 1.1.16 — Supposons donné dans une 2-catégorie ® un 2-morphisme :
92
[ ] [ ]
(1.9) pl 2z |h
[ ] [}
91

et des adjoints a droites (f],m,01) et (f5,m2,02) de f1 et fo. Notons 3 le 2-morphisme obtenu de o par les adjonctions
(f1, f1) et (f3, f2). Notons de méme o' le 2-morphisme obtenu de B par les méme adjonctions. Alors a = o'.

1.1.3 Applications aux 2-foncteurs

Cette sous-section est consacrée aux applications de ce qui précéde aux 2-foncteurs. L’essentiel est résumé dans la
proposition suivante :

PROPOSITION 1.1.17 — Soient C une catégorie et D une 2-catégorie. Soit F : ¢ ——= % un 2-foncteur covariant.
On suppose que pour toute fleche f: X ——=Y de C, le 1-morphisme :

F(f): F(X) ——F()

admet un adjoint o droite. Il existe alors :
1. Un 2-foncteur contravariant G: (¢ ——=12% ,
2. un couple de 2-morphismes (ns,d¢) pour chaque fleche f de C,

tels que :
— Pour tout objet X de C, F(X) = G(X),



12 CHAPITRE 1. LES QUATRE OPERATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE

— Pour toute fléeche :
f: X——Y

le triplet (G(f),ny,05) définit un adjoint & droite a F(f),
— Pour toute suite de fleches composables de C :

f g

X—Y—Z

La composition des deux diagrammes planaires ci-dessous donne le méme 2-morphisme :

F(X) F(X)

. F(
\f
/ 6(o)
Y
T

F(X)

F(Y)

ot cr et cg sont les 2-isomorphismes de connezion pour F et G respectivement. Cette condition s’exprime égale-
ment par la commutation de diagramme solide :

F(X)

De plus ces données sont uniques & un isomorphisme unique prés. On a également les conditions analogues pour
les 2-morphismes de counités (Je).

F(X)

DEMONSTRATION On commence par construire le triplet (G, 7s,0s). On demandera bien str que G(X) = F(X) pour
tout objet X de C. Pour chaque fleche f: X ——=Y de C, on fixe un adjoint & droite :

G(f): F(Y) ——F(X)

On notera 7y et §; I'unité et la counité de I’adjonction. On va définir une structure de 2-foncteur sur G. C’est & dire
qu’on va construire les 2-isomorphismes de connexion cg.

Soit une suite de fléches dans C :

xtoy_t.g,

Le 1-morphisme G(g o f) est adjoint & droite de F(g o f). D’autre part part, le lemme 1.1.4 nous dit que G(f) o G(g)
est adjoint & droite de F(g) o F(f). On applique alors la proposition 1.1.5 au 2-isomorphisme de connexion :

ce(f9) s Flgo f) ———F(9) o F(/)
on obtient alors un 2-morphisme :

“ce(f,9) : G(f) o Gg) ————=Glg o f)
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Ce 2-morphisme est un 2-isomorphisme par 1.1.6. On pose cg(f,9) = (*cr(f,g))~'. Muni de ces 2-isomorphismes,
G devient un 2-foncteur contravariant. En effet la relation de cocycle pour les ¢g découle de 1.1.6 et de la relation
de cocycle pour cp. Finalement la commutation du diagramme solide n’est autre que la commutation du carré de
2-morphismes :

oF(gof

) o F(f) o F(g)
\ co(frg)™ 1
qui est donné toujours par la proposition 1.1.5. On laisse I'unicité comme exercice pour les lecteurs. C.Q.F.D
DEFINITION 1.1.18 — Sous les hypothéses de la proposition précédente, on dira que le 2-foncteur G muni des
2-morphismes 1, et do est un adjoint 4 droite global du 2-foncteur F.
1.1.4 Une régle de calcul
Cette sous-section est basée sur le résultat simple suivant :
LEMME 1.1.19 — Soit f: X ——=Y un 1l-morphisme dans une 2-catégorie ©. On suppose donné (g,n,d) un
adjoint & droite de f. Soit Z un objet de ©.
1. Les deux foncteurs :
fo: Morp(Z,X) —— Mors(Z,Y) go: Mors(Z,Y) —— Mors(Z,X)
forment un couple de foncteurs adjoints : go est adjoint a droite de fo.
2. Les deux foncteurs :
og: Morg(X,Z) —— Mors (Y, Z) of: Morg(Y,Z) —— Morn(X, Z)

forment un couple de foncteurs adjoints : of est adjoint & droite de og.
La description classique d’une adjonction nous dit alors qu’il existe une bijection :
homMorg (Z2,X) (f °v, 'LL) - homMorg (2,Y) (1)7 go u)

fonctorielle en u € Ob(Morgp(Z, X)) et v € Ob(More(Z,Y)) qui envoie un 2-morphisme a: fov ——=>u :

Y
v
f
N
7 ———X

sur la composée du diagramme planaire :

7

Z—>X

La bijection inverse envoie un 2-morphisme f: u ——=gov :

wZ
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X f Y
g
>

Y

sur la composée du diagramme planaire :

Z

v
Ceci nous permet d’énoncer la régle suivante :

Reégle : Soient ® une 2-catégorie et supposons données deux suites de 1-morphismes :

XL.&. oi>Y
XL.L. .LY

Supposons que les f» et le g» admettent des adjoints & droites ¢ f» et %g- respectivement. Se donner un 2-morphisme :
froroff———=gio-roq
équivaut & se donner un 2-morphisme :
fi°"'°f1°dg1°"'°dgj—1 ——————4fi0-0lfpogo-0g,
pour n’importe quel 7 et j.

Comme illustration de ce principe on peut remarquer que le 2-morphisme 8 de la proposition 1.1.5 provient de
cette construction. En effet, se donner 8 : ¢ ——= g équivaut & se donner un 2-morphisme fog' ——=1 et donc

aussi & se donner un 2-morphisme f—— f'.

1.1.5 Equivalences dans une 2-catégorie

DEFINITION 1.1.20 — Soient ® une 2-catégorie et f : X ——=Y wun l-morphisme de ®. On dit que f est une
équivalence s’il existe un adjoint o droite (g,m,68) de f avec n et § des 2-isomorphismes. Dans ce cas, (9,67 1,n7!) est
un adjoint & gauche de f et on dira que g est un quasi-inverse a f.

Les deux résultats simples suivant seront donnés sans démonstration :

LEMME 1.1.21 — Soit un diagramme planaire :
[ ] el [ ]
rloz s
[ ] [ ]
e

dans une 2-catégorie ®. On suppose que e et €' sont des équivalences et on five e~! et e'~! des quasi-inverses a e et
e' respectivement. On suppose également donné des adjoints a droite g et g' pour f et f' respectivement. On considére
les deuz constructions suivantes :

1. Dea: foe' ——=eo f' on déduit par la régle de la sous-section 1.1.4 le 2-morphisme : €' og' ——=goe.

2. On prend : *a : g'oe ' ——=¢'"log puis on déduit par la régle de la sous-section 1.1.4 le 2-morphisme :

eog ——=goe.
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Ces deuzx constructions donnent le méme 2-morphisme.

Supposons maintenant que le 2-morphisme :

est un 2-isomorphisme. On suppose comme ci-dessus que e et e’ sont des équivalences et qu’il existe une suite d’ad-
jonction :

f=f07 f17 ter fk

(i-e. fixr1 est un adjoint & droite de f;). Il existe alors une suite d’adjonction :
=1 fi, - fi

On a de plus la proposition suivante :

PROPOSITION 1.1.22 — On peut construire & partir de o des 2-isomorphismes :
[ ] e, [ ]
627

(le sens des 1-morphismes verticauz est descendant ou montant suivant que k est pair ouw impair) par une suite de
“mouvements élémentaires” variant parmi :

— On peut changer le sens du 2-morphisme en le remplagant par son inverse,

— On peut remplacer un 2-morphisme ? par ®? puis appliquer la régle de la sous-section 1.1.4 a e et e'.
La suite de mouvements élémentaires n’est pas unique mais le 2-morphisme ay, est indépendant du choix de la suite
choisie.

1.1.6 Autoéquivalences d’un 2-foncteur

DEFINITION 1.1.23 — Soient C une catégorie, ® une 2-catégorie et F un 2-foncteur :
F: C——®

Une autoéquivalence de F est la donnée :
— Pour tout objet X de C d’une équivalence :

Ex : F(X)

F(X)
— Pour toute fleche : f: X ——=Y de C d’un 2-isomorphisme :
F(Y) —ZY- F(v)

F(f) 7 F(f)

F(X) —— F(X)

Ces données doivent vérifier la condition suivante : pour toute suite de fleches dans C :

f g

X—Y—Z
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Le diagramme solide :

Ez
F(Z) F(Z)
F(g) F(g)
Ey
Flgo f) F(Y) F(Y)
F(f) F(f)
F(X F(X
(X) B (X)
est commutatif.
DEFINITION 1.1.24 — Soit un 2-foncteur F : ¢ ——= % . On suppose données deux autoéquivalences :
((Ex)xeob(c) (@f) feriechesicy) et ((Ex)xeob(c)s (A}) re Fleches(c))

Un morphisme d’autoéquivalences de (Ex) vers (E') est la donnée pour tout objet X de C d’un 2-morphisme :
Ex —— EY%

tel que (si F est covariant par exemple) pour tout f : X ——=Y le diagramme de 2-morphismes suivant :

af

EyoF(f) —— (f)OEX

L,

By oF(f) F(f) o By
est commutatif.
On a la proposition évidente :
PROPOSITION 1.1.25 — Soit un 2-foncteur F : ¢ ——= 9 . On suppose données deux autoéquivalences :

((Ex)xeon(c)s (@f) feFieches(c)) et ((Ex)xeob(c): (@) ferieches(c))
On définit :
— Pour tout objet X de C un 1-isomorphisme E% comme étant la composée E' o Ex,
— Pour toute fleche f : X ——=Y de C un 2-morphisme a'}l comme étant la composée du diagramme planaire :

Fv) -2 ry) B ky)

F(f) 7 4 F(f)

F(X) F(X) F(X)

Ex E%
Ceci définit alors une autoéquivalence de F' appelée la composée de (Ex) et (EY).

DEMONSTRATION En effet le diagramme solide :

F(2) bz F(2) i FX)
F(g) F(g)
E E!
F(go f) F(Y) L F(Y) 2 - F(Y)
F(f) F(f)
F(X) F(X) F(Z)

Ex E'
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est commutatif car il est formé de deux sous-diagrammes solides commutatifs (ceux qui expriment que (Ex) et (E%)
sont des autoéquivalences). C.Q.F.D

PROPOSITION 1.1.26 — 1- Soient un 2-foncteur covariant :

F:¢C

D

et (Ex,oy) une autoéquivalence de F. On suppose que F admet un adjoint global & droite G. Il existe alors une unique
autoéquivalence (Ex,fy) de G tel que pour toute fleche f de C le diagramme solide :

est commutatif. Les faces triangulaires de ce diagramme sont le 2-morphisme d’unité de l’adjonction. Les deuz petites
faces carrées sont les 2-isomorphismes «. La grande face carrée est lidentité du 1-morphisme E. De plus on a un
diagramme solide commutatif analogue o celui ci-dessus pour la counité de ’adjonction.

2- La construction précédente est fonctorielle et covariante (pour les morphismes d’autoéquivalence).

8- La construction précédente est compatible avec la composition des autoéquivalences (d’une fagon covariante).

DEMONSTRATION 1- La formule qui donne l'inverse du 2-isomorphisme 3y & partir de a est la suivante :

.S . E .
VA
"R 7 F(f) p
3
[ ] E [ ] G(f) [ ]

Il faut vérifier que ¢a définit bien une autoéquivalence i.e que le diagramme solide de la définition est commutatif.
Pour prouver ceci on utilise 1.1.17 et on procéde exactement comme dans la preuve de la proposition 1.1.11.

2- La fonctorialité est claire.

3- Pour la composition il suffit de voir que le diagramme solide :

est commutatif. C.Q.F.D
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1.2 Préliminaires 2-catégoriques II : Echanges entre 2-foncteurs. Fonc-
teurs croisés

1.2.1 Structures d’échange

Dans toute cette section, on suppose fixées deux catégories C; et Cy tel que Ob(C;) = Ob(Cz). On appelle carré
mixte un diagramme :

tels que :

- X,X')Y et Y' soient des objets de C; donc aussi de Ca,

— g et g' des fleches de Cy,

— f et f' des fleches de C,.
On a les notions évidentes de composition horizontale et verticale des carrés mixtes. On fixe une classe & de carrés
mixtes qui soit stable par composition horizontale et verticale. Etant donnée une 2-catégorie ®, on fait la définition
suivante :

DEFINITION 1.2.1 — Supposons donné un 2-foncteur Fy : C; ——= 9 et un 2-foncteur Fo : Co ——= 1% tel que

F1(X) = F2(X) = F(X) pour tout X dans Ob(C1) = Ob(C2). Une structure d’échange par rapport ¢ & sur le couple
(F1,F2) est la donnée pour tout carré mixzte (C) dans & :

d’un 2-morphisme e(C) de ® (appelé 2-morphisme d’échange associé au carré mizte (C)) :

Fi(g")

F(Y") F(X')

F(Y) F(X)

-
Fi(9)
Le sens des 2-morphismes e(.) est constant (i.e. indépendant du carré mizte). La famille de ces 2-morphismes doit

vérifier les deux conditions de compatibilité suivantes :
— (Compatibilité avec la composition horizontale des carrés miztes) Pour tout carrés miztes Cy et Co horizontale-
ment composables :

Le diagramme solide :
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est commutatif.

19

— (Compatibilité avec la composition verticale des carrés mixtes) Pour tout carrés miztes C' et C wverticalement

composables :

le diagramme solide :

Fa(eo f)

o ")
Fa(f)
Fa(f')) Fa(e'of')
N (RE)
F2(€I) F2 (6)

est commutatif.

On notera parfois l’échange sur (F1,F2) par la famille de ses 2-morphismes d’échange

: (e(0))cees-

Remarque 1.2.2 — Dans la définition ci-dessus on a fait exprés de ne pas préciser les directions des foncteurs F;.
En effet nous tolérons toutes les combinaisons cohérentes pour les sens des 1-morphismes et des 2-morphismes. Il est

facile de voir qu’il y a huit combinaisons possibles :
1. F; et Fy de méme variance (le cas codirectionnel) :

(a) Fy et F2 sont tous les deux covariants :

i. Le sens du 2-morphisme d’échange est /.

ii. Le sens du 2-morphisme d’échange est .

(b) Fi et Fy sont tous les deux contravariants :

i. Le sens du 2-morphisme d’échange est /.

ii. Le sens du 2-morphisme d’échange est .

2. Fy et Fy ont des variances différentes (le cas contradirectionnel) :

(a) Fy est covariant et Fo est contravariant :

i. Le sens du 2-morphisme d’échange est \,.

ii. Le sens du 2-morphisme d’échange est '\ .
(b) F; est contravariant et Fs est covariant :

i. Le sens du 2-morphisme d’échange est \,.

ii. Le sens du 2-morphisme d’échange est '\ .

Ainsi dans la suite on dira par exemple : Un échange codirectionnel contravariant du type /.

Remarque 1.2.3
2-foncteurs :

— La dualité permet d’échanger d’une facon transitive les différents types d’échanges entre
en remplagant si nécessaire C; par C;¥ et C2 par C3* on peut rendre notre foncteur codirectionnel et

covariant. En remplacant si nécessaire ® par D27°P on peut supposer que F est de type /.
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Remarque 1.2.4 — Soit F: ¢ ——= % un 2-foncteur covariant. On obtient une structure d’échange de type
sur le couple (F,F) par rapport a la classe des carrés commutatifs en prenant pour tout carré commutatif :

Y’L)X'

]

Y= X

le 2-isomorphisme : ce(f',g) o cr(g', f)~! ot les cr(.,.) désignent les 2-isomorphismes de connexion du 2-foncteur F.

Le fait que ces 2-morphismes définissent bien un échange est conséquence de l'axiome de cocycle. On qualifiera cet
échange codirectionnel de trivial. En utilisant la proposition 1.2.5 on pourra construire & partir de cet échange trivial
des échanges moins trivials.

On va décrire maintenant une construction fondamentale qui permet de construire des structures d’échange & partir
d’autres structures d’échange.

PROPOSITION 1.2.5 — Soit F1 et Fy deux 2-foncteurs covariants comme dans la définition. On suppose donné

un échange (e(C))ces du type /' sur (F1,F2). On suppose que F1 admet un adjoint global & gauche. On en choisit
un :

G1: C1—>©

(avec les 2-morphismes 0y et &5 pour une fleche f dans C1). Le couple (G',F3) peut étre muni d’un échange contradi-
rectionnel du type '\ . Le 2-morphisme d’échange :

G'(g)F2(f) ———Fa2(f)GY(g")

associé a un carré mixte dans & :

est défini par la composée du diagramme planaire :

') _, Fa(f)

F2(f) " TG

le 2-morphisme e étant le 2-morphisme d’échange de la structure d’échange sur (F1,F2) associé au méme carré mizte.
On peut caractériser les 2-morphismes d’échange de la nouvelle structure ainsi obtenue par la condition suivante :

Le 2-morphisme d’échange : G'(g) o Fo(f) — Fa(f') o Gl(g) est l'unique 2-morphisme u rendant commutatif
l'un des deux carrés suivants :

/\

G'(g9)F2(f ()

\/
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Fa( / \ (16 (¢)
\ /

DEMONSTRATION On utilisera les propositions 1.1.11 et 1.1.12 de la section précédente. Pour montrer que les 2-
morphismes définis dans ’énoncé munissent (G!, Fy) d’une structure d’échange il faut vérifier la compatibilité avec les
compositions des carrés mixtes dans &.

Compatibilité avec la composition verticale des carrés mixtes. Soit le diagramme :

- >

!

J
l

.%.%.

%

formé de deux carrés mixtes superposés verticalement. Il faut prouver que les composées des deux diagrammes planaires
coincident :

.G, e— O
B X |Fa(f) Fa(e'o f')

o G'(9") o Fa(e")oFa(f") <= AN < Fa(e’)oFa(f")
BE)| N R Faleed)

oy T T T )

coincident. Les carrés précédents sont obtenues & 'aide des adjonctions (G*(g"),F1(g")) et (G(g),F1(g)) des carrés :

Fl(g”) . .:.M.:.
R 2 |RO) Faeo ")
' Fi(g") M Fa(e')oFa(f") — /e <:_1 Fa(e)oF2(f")
RE| 2 |F© Falee])
TR ’ ) )

Mais la composée de ces deux diagrammes planaires est la méme. D’ou le résultat.

Compatibilité avec la composition horizontale des carrés mixtes. Soit le diagramme :

q' 1%

o ——> 0 —> 0
f,,l f,l lf
g h
o ——> 0 —> 0
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formé de deux carrés mixtes. Il faut prouver que la composée des deux diagrammes planaires :

Gy | G )

[ ] [ ] [ ] Gl hl 5 g
RO N N RO Fa(f") N Fa(f)
[ ] [ ] [ ] Gl h ° g

NG 74

donne le méme 2-morphisme. On fait exactement pareil que dans le cas précédent en utilisant en plus le fait que les
2-isomorphismes de connexions cg: sont obtenues de cg, par adjonction. C.Q.F.D

Remarque 1.2.6 — En utilisant la remarque 1.2.2 on peut déduire plein de variantes de la proposition précédente.
Par exemple si on suppose que I’échange sur (Fy,F53) est codirectionnel covariant de type ,* et que F; admet un adjoint
global & droite G!, alors on peut munir (G!, F5) d’un échange contradirectionnel de type .. Ceci s’obtient en utilisant
la 2-dualité.

On termine cette sous-section par quelques régles qui permettent de déterminer rapidement le type de la structure
d’échange qu’on obtient par la construction précédente.

— Reégle 1 : Supposons donnée une structure d’échange sur (Fi,F2). Il existe un seul type d’adjoint global (i.e. a
droite ou & gauche) a Fy (resp. F2) qui permet la construction d’un échange sur (G',Fz) (resp. (F1,G?)) comme dans
1.2.5 (G! est I’adjoint de F; et G2 celui de F2). La nature de I’adjonction entre F; et G! (resp. Fa et G?) est déterminée
par la variance de F; (resp. F2) et le type d’échange sur (Fi,F2). On dira "bon adjoint global" pour un adjoint qui
permet la construction 1.2.5.

— Reégle 2 : (Valable pour le cas codirectionnel) Supposons donné un échange sur (Fq,F3) avec Fy et Fo de méme
variance :

— Soit G! un bon adjoint global & F;. Pour obtenir le sens des 2-morphismes d’échange sur (G!,Fs) & partir de
celui des 2-morphismes d’échange sur (Fy,F3) il suffit de tourner d’un angle droit suivant le sens aiguilles d’une
montre.

— Soit G? un bon adjoint global & F,. Pour obtenir le sens des 2-morphismes d’échange sur (Fy, G;) & partir de celui
des 2-morphismes d’échange sur (Fy,F2) il suffit de tourner d’un angle droit suivant le sens contraire & celui des
aiguilles d’'une montre.

— Reégle 3 : (Valable pour le cas contradirectionnel) Supposons donné un échange sur (Fq,F3) avec Fy et Fy de
variances opposées :

— Soit G! un bon adjoint global & F;. Pour obtenir le sens des 2-morphismes d’échange sur (G!,F5) & partir de celui
des 2-morphismes d’échange sur (Fy,F2) il suffit de tourner d’un angle droit suivant le sens contraire & celui des
aiguilles d’une montre.

— Soit G? un bon adjoint global & F». Pour obtenir le sens des 2-morphismes d’échange sur (Fy,G;) & partir de
celui des 2-morphismes d’échange sur (Fq,F2) il suffit de tourner d’un angle droit suivant le sens des aiguilles
d’une montre.

1.2.2 Recollement des structures d’échange

Dans cette sous-section on va établir deux résultats qui permettront de recoller des structures d’échange. Pour
établir ces résultats il faudra se restreindre & I’un des quatre cas suivants :

1. G =Co =C,
2. C =C et Cy = CP,
3.0, =C% et Cy = C,
4. C, = Cy =CP,
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avec C une catégorie stable par produits fibrés et & la classe des carrés commutatifs et cartésiens dans C. On suppose
donnée deux sous-catégories C' et C2 de C contenant tous les isomorphismes et stables par changement de base. On
suppose également que C; et Co engendrent la catégorie C. On notera CJ la catégorie C/ vue comme une sous-catégorie
de C; (avec i, j =1, 2). On suppose donné une 2-catégorie D et un 2-foncteur covariant :

Fit Cz

D

pour chaque j € {1,2}. On notera /F; la restriction du 2-foncteur F; & Cf .

PROPOSITION 1.2.7 — En plus de hypothéses précédentes on suppose satisfaite la condition' que toute fleche f
de C se factorise :
f = pos
avec p dans C2 et s dans C1. On suppose donné un échange codirectionnel de type ./ sur chacun des couples :
- (1F17 F2):
- (2F17 F2):
tels que pour tout cube :
hl
[ ] [ ]
a a
.|
k' [ ] [ ]
|
gl
° ° f
k a
a
[ ] [}
9
ayant
— Les deux faces paralléles au plan de la feuille : des carrés commutatifs de C; avec g et h dans Ci et f et k dans
ct,
— les quatre faces perpendiculaires au plan de la feuille : des carrés mixtes qui sont cartésiens dans C et avec a
dans Cs,
le cube dans ® :
Fi(h")
[ ]
F2(a) Fa(a)
Fi(h
F1 (k") ° 1) °
LFl(f’)
Fi(g')
. Fi(f)
Fu(k) Fa(a)
F2(a)
[ ]
F1(9)

formé en prenant pour 2-morphismes :
— Sur les faces paralléles au plan de la feuille : les 2-isomorphismes d’échange relatifs a ’échange trivial sur le
couple (F1,F1),
— Sur les faces perpendiculaires au plan de la feuille et horizontales : les 2-morphismes d’échange relatifs a I’échange
sur (1Fy,Fs),
— Sur les faces perpendiculaires au plan de la feuille et verticales : les 2-morphismes d’échange relatifs a l’échange
sur (2F1,F3),
est commutatif. Il existe alors un unique échange sur (F1,F3) prolongeant les deux échanges donnés.

LCette condition est plus forte que la simple génération de C par les C;.
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DEMONSTRATION Soit (C) un carré mixte dans & (i.e. cartésien un fois regardé dans C) :

Fixons une factorisation de g :

QAn An—1 al

o ——0 —> 0 e — 60

avec a; dans C{ ou dans C7. On peut toujours en trouver puisque C' et C* engendrent C. On fixe une suite jj, € {1,2}
tel que ay, soit dans C{*. Notons bien que cette suite n’est pas forcément unique. Les conditions sur C; et & impliquent
qu’une telle factorisation induit une factorisation fonctorielle du carré (C) :

et que aj, est dans C3*. On définit pour une factorisation fixée de g et un choix des j; un 2-morphisme e = e(f) :

Fi(g")

Fa(f') 4 Fa(f)

€

En prenant la composée du diagramme planaire :

F1(g)

On prouvera d’abord que le 2-morphisme e(f) est indépendant du choix de la factorisation de g ainsi que du choix des
jx- On commence pour cela par décrire deux manipulations élémentaires qu’on peut appliquer sur la factorisation de
g sans changer la valeur du 2-morphisme e(f).
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Manipulation 1 : Supposons que pour un 4 on a : j; = j;—1. Alors on peut remplacer dans la factorisation de g les
deux fléches a; et a; 1 par leur composée : a; 1 o a; qu'on regardera alors comme une fléche de Ci* = C7'~*.

Pour prouver ceci on remarque d’abord que par la relation de cocycle les 2-isomorphismes de connexions qui se
trouvent dans la définitions de e(f) se factorisent par les 2-isomorphismes de connexions :

Fi(aj_,a;) — Fi(aj_,)F(a;) et Fi(ai—1)Fa;) — Fi(a;—1a;)
On voit donc qu’il suffit de prouver que les composées des deux diagrammes planaires :

Fi(aj_,a;)

CFy

o Fila) _, Fila)y, S e L
Fa(fi) Z;, Ly |Fafi-2) Fa(fi) Z Fa(fi2)
¢ Fl (az) * Fl (aifl ¢ * Fq (ai_la,-) *
‘U/(CF1)_1
Fi(a;—1as)

sont égales. Mais ceci est clair par la compatibilité des 2-morphismes définissant 1’échange sur (% Fy, Fy) avec la
composition horizontale des carrés.

Manipulation 2 : Supposons qu’on est dans le cas C; = C (on peut toujours se ramener a ce cas par 1-dualité.
Désormais on supposera dans la suite C; = C) et que j; = 2 et j;_; = 1. On sait par hypothése que la fléeche a; o a;_1
admet une factorisation par une fléche de C{ suivie par une fleche de C2. On obtient donc un carré commutatif :

avec b; et a;_; dans C} et a; et b;_; dans C?. L’opération qui consiste & remplacer a; et a;_1 par b; et b;_; et de
permuter les valeurs de j; et j;—; ne change pas la valeur de e(f).

Pour montrer cela on commence par prendre les pull-back suivant f; o pour former un cube :

b’
. °
fi fi—1
bi
al °
-
17
@1
° bi—1
a; fi—2

@;—1

On en déduit alors un cube commutatif dans D :



26 CHAPITRE 1. LES QUATRE OPERATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE

F1 (b)) .
Fa(f2) &)
Fu(al) F1(b:) .
‘/Fl(bg—l)
(1.10) . Frle ) Fi(bi-1)
Fl (az) F2(f’i72)
Fo(fi 1)

Fq (aif 1)

Comme dans le paragraphe précédent, la relation de cocycle appliquée aux 2-isomorphismes de connexions qui se
trouvent dans la définition de e(f) montre que ces derniers se factorisent par les 2-isomorphismes de connexions :

F1(b; 1)F1(b;) —Fi(aj_,)F(aj) et Fi(ai—1)F(a;) —— Fy(bi—1)F1(b;)

On voit donc qu'il suffit de prouver que les composées des deux diagrammes planaires suivants :

FQ(fZ) {J’i_1 /.71 FQ(fi—Z)
CTRG) TRy "

sont les mémes. (A noter bien qu’on a permuté les places de j; et j;_; dans les deux rectangles et que fi_; ne désigne
pas la méme fléche dans les deux diagrammes planaire). Le fait que les composées sont les mémes découle directement
de la commutativité du cube 1.10.

Preuve de ’indépendance En utilisant le nombre de fois nécessaire les deux manipulations précédentes on se
raméne au cas ou n = 2. Plus précisément il suffira de prouver le cas particulier suivant :
Etant donné deuz factorisations g = p1 0 s1 = p2 o so de f les composées des deux diagrammes planaires :

F1(g") F1(g)

o Fils1) . Fi(@h) N, o Filsy) o, Fi(@h) N,
F2(fl) yei ”6% FQ(f) FQ(fI) ye} ye% F2(f)
* F1(81) ¢ F1(p1) ° * F1(32) * Fl(p2) *
Fi(g) F1(9)

sont les mémes.
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Pour prouver cela on se rameéne facilement (en utilisant la stabilité de C» par changement de base ainsi que 'existence
de factorisation & deux facteurs le premier étant dans C; et le suivant dans Cz) au cas ou il existe une fleche u dans Cy
rendant le diagramme commutatif dans C :

En utilisant le cube obtenu & partir de :

82
e —6o

lu
81

e — 6o

par pull-back suivant f ainsi que le cube commutatif dans © (comme dans I’énoncé) il est facile de terminer la preuve
de I'indépendance. On laisse les détails en exercice.

Fin de la preuve Il nous reste & vérifier la compatibilité avec les compositions des carrés. Pour la composition
horizontale c’est trés facile en utilisant le résultat d’indépendance qu’on vient de prouver. Pour la composition verticale
c’est également facile. Le lecteur pourra consulter la preuve de la proposition suivante pour plus de détails. C.Q.F.D

Dans le méme esprit on a la proposition suivante qui ne sera (malheureusement) pas utilisée dans la suite. On a
quand méme choisi de I'inclure ici.

PROPOSITION 1.2.8 — On suppose données quatre structures d’échange codirectionnels de type / :
— Un échange sur le couple (F1,'F3). On notera e} les 2-morphismes d’échange pour cette structure,
— Un échange sur le couple (F1,2F3). On notera €3 les 2-morphismes d’échange pour cette structure,
~ Un échange sur le couple (1F1,F2). On notera e} les 2-morphismes d’échange pour cette structure,
~ Un échange sur le couple (*F1,F2). On notera €2 les 2-morphismes d’échange pour cette structure.
Tel que pour i et j dans {1,2} les deux échanges sur (‘*F1,7F3) obtenus par restriction de l’échange sur :
- (FbjFZ):
- (z F17 F2):
coincident. Sous ces hypothéses il existe un unique échange sur le couple (F1,Fs) qui redonne les quatre structures
d’échanges ci-dessus par restriction aux catégories C' et C2.

DEMONSTRATION Supposons donné un carré mixte (C) :

]
qui soit dans &. Fixons une factorisation de g :
9
o —— 0 ——>0o . e ——> o

avec a; dans C{ ou dans C7. On peut toujours en trouver puisque C' et C* engendrent C. On fixe une suite jj, € {1,2}
tel que ay, soit dans C{*. Notons bien que cette suite n’est pas forcément unique. Les conditions sur C; et & impliquent
qu’une telle factorisation induit une factorisation fonctorielle du carré (C) :
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et que @), est dans C*. On définit pour une factorisation fixée de g et un choix des ji un 2-morphisme e = e(f) :
q k 1

Fi(g')

Fa(f') 4 Fa(f)

En prenant la composée du diagramme planaire :

Fi(g)

On va prouver que le 2-morphisme e(f) est indépendant du choix de la factorisation de g ainsi que du choix des jg.

Etape 1 : Compatibilité de e avec la composition verticale des carrés. Supposons donné un diagramme :

oe<——0<—20

La factorisation de g induit par pull-back une factorisation de g’. On peut alors définir trois 2-morphismes :

Fi(g') . Fi(g") . Fi(g")

Fa(£") Z Fa(f) Fa(h') 4 Fa(h) Fo(£'h') Z, Fa(fh)

€ e

Fi(9) Fi(g") Fi(9)

Le premier et le troisiéme étant le 2-morphisme associé i la factorisation de g et le choix des jj de tout & I’heure.
Le second 2-morphisme est celui associé a la factorisation de g’ déduite par pull-back et au méme choix des j,. Nous
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affirmons que le solide suivant :

29

"
R 1 B
Fy(f'h')
Fa(h')
Fa(h)
«— -e Fa(fh
(@) I
F2(f') F2(f)
] ]
F1(9)
est commutatif. Pour voir cela on remarque que la factorisation de g induit des factorisations des carrés cartésiens
précédents :
gII
an a1 ay
e — >0 — >0 [
el
ay, ny al
e — >0 — >0 e—=>o
f’=fnl lfn—l l f1l lf0=f
An An—1 a1l
o —> 0 —> 0 .. e — 0
g
et
gll

—e

[ ]
f’oh'fnohnl/ l lfn_gohn_g flohll/ lfooho:foh
an an—1 . a1

*—0 — 60 —_— 0

g

On voit alors facilement en simplifiant les 2-isomorphismes de connexion du 2-foncteur F; qu’il suffit de prouver que

les composées des deux diagrammes planaires ci-dessous sont les mémes :

Fi(ay) Fi(an_1)

& ol
FI) Fu(a) ¥ Fala ) )

Fi (an) Fi (an—1)

F2(fh)
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et

LR L Ry . R
Fa(fnhn) Z,, ;. | Fa(fa—2hn-2) Z,, F2(foho)
Fran) - Filany) TR

Mais ceci découle trivialement de la compatibilité des 2-morphismes d’échanges el et e? avec la composition verticale
des carrés de &. On voit donc que pour prouver que les 2-morphismes e(f o h) sont indépendants du choix de la
factorisation de g et des jj il suffira de prouver ceci pour e(f) et pour e(h). En utilisant alors le fait que tout
morphisme de C, est une composée de morphismes dans C2 ou C2 on voit qu’il suffit de traiter les deux cas particuliers
suivants :

— e(f) est indépendant des choix si f est dans C3,

— e(f) est indépendant des choix si f est dans C2.
Par symétrie il suffit de traiter juste le premier cas.

Etape 2 : Preuve de lindépendance dans le cas ot f est dans Ci. En effet il suffira de prouver que e(f) est égal 4 :

Fi(g")

F1(g)

i.e le 2-morphisme d’échange relatif & la structure d’échange sur (Fy,'Fs). Pour voir cela on utilise ’hypothése que le
2-morphisme d’échange e? associé au carré mixte :

coincide avec le 2-morphisme d’échange e* associé au méme carré mixte. Il vient que e(f) est aussi égal & la composée
du diagramme planaire :

F1(g)

En utilisant la compatibilité du 2-morphisme d’échange avec la composition horizontale on obtient ce qu’on veut.
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Etape 3 : Fin de la démonstration. On a construit pour tout carré de & un 2-morphisme. Il reste a voir que ces
2-morphismes définissent une structure d’échange sur le couple (Fi,F3). (Le fait que les restrictions redonnent les
structures d’échange de départ est évident). La compatibilité avec les compositions verticales des carrés découle de
la premiére étape. Il nous reste donc & établir la compatibilité avec les compositions horizontales. On se donne un
diagramme :

’

h' g
o ——> 0 —> 0
flll lf, lf
h g
o —> 0 —> 0

En prenant une factorisation de g et h en des morphismes de C} et de C? on en déduit une factorisation de g o h. En
revenant & la définition et en utilisant I'indépendance par rapport au choix de la factorisation on prouve facilement ce
que l'on veut. Les détails sont laissés en exercice. C.Q.F.D

1.2.3 Autoéquivalences compatibles avec un échange

DEFINITION 1.2.9 — Soient deuzx 2-foncteurs :
Fi: C; —=2® et Fo: Co——2®

On suppose donnés :

- Un échange sur (F1,F»),

— Une autoéquivalence ((Ex)xcob(c,)» (0ty) ge Feches(cy)) de Fi,

— Une autoéquivalence ((EX)XEOb(C2)7 (af)fEFleches(C1)) de Fs.
(Remarquons que pour X € Ob(C1) = Ob(Cs) les équivalences associées a F1(X) = Fo(X) sont les mémes) On dira
que les deux autoéquivalences ci-dessus sont compatibles avec ’échange si pour tout carré mizte dans & :

g
le cube suivant :
!
. Fi(g') .
E E
F !
. O Ea(f)
F2(f")  |Fa(f)
(1.11) Fo(f") . .
2 Fa(f)
E E
[ ] [ ]
Fi(g)
est commutatif.
On a le lemme facile suivant :
LEMME 1.2.10 — FEn plus des hypothéses de la définition précédente, supposons donnée en plus une deuxiéme

autoéquivalence de Fy et Fo compatible avec I’échange. Alors l'autoéquivalence composée E' o E est aussi compatible
avec ’échange.

PROPOSITION 1.2.11 — Supposons donnée deuz 2-foncteurs covariants :
F1:01—>© et F2262%©

et une structure d’échange sur (F1,F2) de type /. On suppose également donnée une autoéquivalence sur chacun
des deuz 2-foncteurs Fy et Fo compatibles avec l’échange. On notera (E»,al) et Er,a?) ces deuz autoéquivalences.
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Supposons maintenant que le 2-foncteur F1 admet un adjoint global a gauche G'. On notera (E-,8}) Uautoéquivalence
de G' déduite par le procédé 1.1.26. Alors le couple d’autoéquivalences (E-,[(}) et (E.,a}) est compatible avec la
structure d’échange sur (G',Fs) définie dans 1.2.5.

DEMONSTRATION Supposons donné un carré mixte dans & :

Pour se convaincre de la validité de I’énoncé on considére le diagramme solide représenté ci-dessous par ces faces
visibles : N
G'(g") (")

LTTTN
RN

Falf

Le cube du milieu est commutatif puisque les autoequlvalences FE sont compatlbles avec ’échange sur (Fq, F3). Les deux
parties solides restantes du diagramme sont également commutatifs. C’est en fait les diagrammes solides exprimant
la compatibilité de I'unité et la counité avec les endoéquivalences. Ceci prouve donc que notre diagramme solide est
commutatif. En ’écrivant autrement on obtient le cube de la définition 1.11. C.Q.F.D

1.2.4 Foncteurs croisés

On garde les hypothéses de la section précédente :
— (1 et Cy deux catégories tel que Ob(C1) = Ob(C2),
— ® une 2-catégorie.
— & une classe de carrés mixtes stable par composition horizontale et verticale.
On suppose donné en plus de (;a
— Deux 2-foncteurs covariants F; : C; ——= 9 ,
— G! un adjoint global & gauche de Fq,
— G2 un adjoint global & droite de F,
— Un échange sur (F1,Fs) de type ./,
— Un échange sur (G, G?) de type /.
On notera par e; 2 (resp. e’?) les 2-morphismes d’échange relatifs aux structures d’échange sur (Fy,F») (resp. G!, G?)).

A partir de ces données on peut construire 4 structures d’échange :
1. Deux structures d’échange sur (G!,Fs) :
(a) Une structure d’échange de type '\ obtenue & partir de ’échange sur (Fq,F3) et 'adjonction entre F; et
G!. On notera a} les morphismes d’échanges relatifs & cet échange.
b) Une structure d’échange de type \, obtenue & partir de I’échange sur (G', G?) et ’adjonction entre G2 et
g g
F2. On notera b} les morphismes d’échanges relatifs a cet échange.
2. Deux structures d’échange sur (Fy, G?) :
(a) Une structure d’échange de type "\ obtenue & partir de ’échange sur (G',G?) et I’adjonction entre G' et
F1. On notera a? les morphismes d’échanges relatifs & cet échange.

(b) Une structure d’échange de type \, obtenue & partir de I’échange sur (Fy,F2) et 'adjonction entre Fy et
G2. On notera b? les morphismes d’échanges relatifs & cet échange.

DEFINITION 1.2.12 — Un foncteur croisé noté :

(G',F1,F3,G?) ¢ (C1,C)

est la donnée de :
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Deuz 2-foncteurs covariants F; : C; ——=2%
Un adjoint global a gauche G! de Fy,

Un adjoint global o droite G2 de F,,

Un échange sur (F1,F3) de type ./,

5. Un échange sur (G',G2) de type /.

T v~

tel que pour tout carré mixte de & :

Les deux 2-morphismes :

sont des isomorphismes inverses l'un de l'autre. Ou d’une fagon équivalente en (remarquant que ®(a3) = b? et *(b}) =
a?) les deuz 2-morphismes :

! !
,_Fil) LEICON
a? b2

G*(f) N G*(f) et GXf) N G*(f)

L] e ———— 0

Fi(9) Fi(9)

sont des isomorphismes inverses l'un de ’autre.

Remarque 1.2.13 — La définition des foncteurs croisés adoptée est légérement plus générale que celle de Voe-
vodsky (voir [De01]). En effet, un foncteur croisé selon Voevodsky est un foncteur croisé (G, Fy,F2, G?) comme dans
1.2.12 avec en plus C; = C2. L’intéret de la définition 1.2.12 est de pouvoir parler des foncteurs croisés (partiaux)
(H*,H,,M5H, 1issH™) | (H,, H*,ImmH!,ImmH!) et (H*, H*,LiSSHl,LiSSH!). Voir pour cela les sous-sections 1.4.5 et 1.4.6
et la proposition 1.5.19.

On parlera d’isoéchange lorsque les 2-morphismes d’échange sont des 2-isomorphismes. On a alors la notion naturelle
d’isoéchange inverse. La proposition suivante est trés simple. Elle donne la méthode pratique de construction de
foncteurs croisés.

PROPOSITION 1.2.14 — Soient F1 : C1 ——= 9 un 2-foncteur contravariant et Fy : Co ——= % un 2-foncteur
covariant. On suppose donné un échange sur (F1,F2) de type ™\ qui soit un isoéchange. On suppose également que Fq
et Fy admettent chacun un adjoint global & droite qu’on notera G' et G2 respectivement. Il existe alors :

- Un échange sur (G',F3) obtenu a partir de l’isoéchange (de type \) sur (F1,F2) et l’adjonction entre G' et Fy.
— Un échange sur (F1,G?) obtenu a partir de l’isoéchange inverse (de type \,) sur (Fi,F2) et l’adjonction entre
G2 et F2.
La donné de (Fi,G!,Fa,G?) ainsi que les adjonctions et les échanges ci-dessus définit un foncteur croisé. De plus,
Iisoéchange sur (G',G?) est obtenu par adjonction de celui de (Fq,Fs).

Remarque 1.2.15 — II faut faire attention que dans la proposition précédente G' (resp. F1) joue le role de F;
(resp. G') de la définition 1.2.12.
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1.3 Préliminaires 2-catégoriques III : Un critére de prolongement pour
les 2-foncteurs

Cette section est consacrée 3 la preuve du théoréme suivant :

THEOREME 1.3.1 — Données A : Soit C une catégorie admettant des produits fibrés. Soient C1 et Cy deux
sous-catégories (non nécessairement pleines) de C tels que :

1. Les isomorphismes sont dans Cy et Co. Les fleches de Cy (resp. de C2) sont stables par pull-back suivant toute
fleche de C.

2. Toute fleche f de C se factorise : f = foo f1 avec f; dans C; pour i =1, 2.
3. Pour toute fleche B—— A de C la diagonale B—— B x4 B est dans Cy.

Données B : Supposons donnée une 2-catégorie D et deux 2-foncteurs covariants :

H,’Z Cz

D

tels que pour tout X € Ob(C), Hy(X) = Ha(X) = H(X). On suppose également donné un isoéchange codirectionnel de
type o~ sur le couple (H1,Hs) pour la classe des carrés commutatifs ayant les fleches verticales dans Co et les fleches
horizontales dans Cy. Plus explicitement que pour tout carré commutatif (C) :

avec i, i' dans Cy et f, f' dans Cs, on a un 2-isomorphisme :

a(C) : Ha(f) oHy(i') ————=Hy (i) oHa(f") : Ha(f") 4 Ha(f)

H1 ()
compatible aux 2-isomorphismes de connezions ¢; des 2-foncteurs H; de la maniére habituelle (voir la définition 1.2.1).
On supposera de plus que pour i = id et i' = id (resp. f = id et f' = id) le 2-morphisme a(C) est l'identité.
Conclusion : 1l existe alors un 2-foncteur :
H: C——=D
tel que H(X) = Hy(X) = Ha2(X) pour tout X € Ob(C), ainsi que des isomorphismes de 2-foncteurs :
u;: Hol[C; - C]—— > H;
pour i =1, 2 qui soient 'identité sur les objets et tel que U’échange sur (Hy,Hs) soit la restriction de I’échange trivial
sur (H,H) par les isomorphismes u1 et uz. De plus le triplet (H,u1,u2) est unique a un isomorphisme unique prés.

DEMONSTRATION DE L'UNICITE On donne d’abord la preuve de I'unicité. Soit H' : ¢ ——= D un autre 2-foncteur
prolongeant les H; et u] un isomorphisme de 2-foncteurs entre la restriction de H & C; et H;. On supposera également
que u} est identité sur les objets. On a ainsi pour tout X € Ob(C) : H'(X) = H(X). Si f est une fleche de C on choisit
une factorisation f = fy o fi avec f; des fléches de C;. On définit ensuite un 2-isomorphisme : H'(f) ——= H(f) en
prenant la composition :

H'(f) ——H'(f2) o H'(f1) —— Ha(f2) o Hi(f1) ——H(f2) o H(f1) —— H(f)

Ce 2-isomorphisme ne dépendent que de f et pas du choix de la factorisation. De plus la famille de ces 2-isomorphismes
(un pour chaque f) est compatible aux 2-isomorphismes de connexions. Elle fournit donc un isomorphisme entre H’
et H. C’est en plus le seul isomorphisme commutant avec les u; et u}. On laisse les détails aux lecteurs. C.Q.F.D

Le reste de la section sera consacré a la construction d’un 2-foncteur H. On sait déja que H(X) = H{(X) = Hy(X)
pour tout X € Ob(C). Le probléme est donc de construire les 1-morphismes H(f) pour f € Mor(C) ainsi que les
2-isomorphismes de connexion et de vérifier la compatibilité. On commence par introduire quelques catégories :
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1.3.1 Les catégories /\;

Soit L P . ISP L I une suite de k¥ morphismes composables de C. On introduit la catégorie :

Ak(fla" ‘Jfk)
définie par :
— Les objets de Ag(f1,..-, fr) sont les diagrammes commutatifs qui ont la forme suivante :

N

VN .,
NSNS
UNSNSN N

e ———> 0

tels que toutes les fleches  sont dans C; et toutes les fléches “\, sont dans Ca.

— Une fleche de Ag(f1, ..., fi) entre deux tels diagrammes est la donnée de $k(k + 1) fléches dans Cs reliant les
objets qui ne sont pas sur la base et se trouvant au méme niveau et tel que le diagramme résultant (en identifiant
les bases des deux triangles entre eux) commute.

Pour clarifier cette définition nous traitons avec plus de détails le cas £k = 2. Un objet de Ax(f1, f2) est un
diagramme commutatif de la forme :

(1.12) T
2N
Y A
NN
X, I X, ke X,

avec a1, as et ¢; des fleches dans C; et by, by et ¢o des fleches dans Cs.
Prenons un autre objet de Ax(f1, f2) :

(1.13) T
N
Y’ A
NN
X, f1 X, f2 X,

Une fleche dans Ax(f1, f2) de ce dernier objet vers le premier est la donnée de 3 fleches pr : T'—— T, py :

Y' ——=Y et pz: Z' —— Z rendant 'union des deux diagrammes commutative et tels que pr, py et pz soient
dans Cs.

La remarque suivante sera utile pour prouver la connexité des catégories A(f1,--., fx) :
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Remarque 1.3.2 — Supposons donné un diagramme commutatif :

e

3
_—

f
LN
h
L

B

7

q

’ﬁ\
-

!

o —

b

! S
g

avec p, q, p' et ¢ dans Cs et f, g et h quelconques dans C. Soient f = fa o fi et g = g2 0 g1 des factorisations de f et
g avec f;, g; € C;. Il existe alors une factorisation h = hs o hy comme ci-dessus et des fleches [ et I’ dans Cs tel que le

diagramme suivant soit commutatif :

f1
 ——

b.<

PREI N
A et
|
X’—>.

91 92

En effet, soit Cp la limite inverse du diagramme :

On obtient alors un diagramme commutatif :

X h Ty
A a Co—>B
1k
X' - T ——>Y

Les morphismes lg, lj et b sont dans C». Choisissons maintenant une factorisation de a :

A"

ENE

Co

avec hy dans C; et m dans Cy. Ceci donne le diagramme commutatif :

X h L.y
A olm o> B
d Nk
X' — T ——Y
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Il est clair qu’on prenant hs = b o m on obtient le résultat recherché.

LEMME 1.3.83 — Les catégories Ag(f1,- .., fr) sont connezes.

DEMONSTRATION On fera la démonstration pour k = 2. Le cas général est strictement pareil. Il s’agit d’appliquer
le nombre de fois nécessaire la remarque précédente qui assure ’existence de bonnes factorisations. Prenons les deux
objets 1.12 et 1.13 de Ax(f1, f2) considérés ci-dessus. Supposons construits un diagramme commutatif :

A B
Xo ! X 2 X

et desflécches p: A——=Y ,q: B——=Z,p : A——=Y' et ¢ : B——= Z' rendant commutative la réunion
des trois diagrammes. On a ainsi le diagramme commutatif :

C1 Cc2
Y ——T ——Z

Y! — T! — A
€1 €2

D’aprés la 3-éme propriété des factorisations, on sait qu’on peut compléter ce diagramme pour obtenir un diagramme
commutatif :

avec ws, [ et I’ dans Cy, w1 dans C; et wy o wy = v o u. Ceci donne alors des fleches vers chacun des deux objets de

départ qui partent de 'objet :
C
PN
A B
Xo f1 X, fa X,

Ceci prouve la connexité de la catégorie Aa(f1, f2)- C.Q.F.D

On peut définir deux foncteurs évidents reliant les catégories Ay, :
1o Apyiks (f1y ooy fhoths) DNpy(frye oy Foy) X Dgo (frey41s -5 fry+ks) qui consiste a effacer une partie
du triangle de base fi ... fi,+k, pour ne garder que les deux sous-triangles de base fi1,..., fi; €t foy 41, -5 fratks-

2. ¢ 0 Dp(fry--s fis firryeoos Jo) —— Dp—1(f1y- -+, fiz1, fi © fix1, fixa, -+, fr) qui consiste & composer
les fleches situées dans chacune des deux bandes de base les deux cotés du sous-triangle de base (f;, fi+1)-

La proposition qui suit est triviale :
PROPOSITION 1.3.4 — On a des diagrammes commutatifs :

Ak1+k2+k3 - Akl-i-kz X Aks

l l

Ak1 X Ak2+k3 _— Akl X Akg X Aks
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et pour j <i<k:
o5

Ay VAVISY
dhl ¢jl
i
Np_q : VAV

1.3.2 Foncteur associé & un chemin

On appellera k-chemin une fagon de parcourir un diagramme quelconque dans Ob(A) en respectant le sens des

fleches. En d’autres termes, un chemin c’est le choix d’une suite (1, ..., €a;) tels que :
- e,_k—lou—+1,
2
-5 =1 € =0,

- Ei:l €; > 0 pour tout 1 <1 < 2k.
A une telle suite correspond le chemin qui consiste & prendre (lorsque on est sur le i-éme ) la direction * si ¢; = +1
et \ si ¢, = —1. Les deux derniéres conditions sur les €; assurent que :

— On part de Xy = source(f1) pour arriver & X; = but(f%),

— On ne descend jamais au dessus de la base. Plus précisément on reste dans le triangle.

Pour tout k-chemin ¢ = (¢;); on peut associer & un objet de Ag(f1,---, fr) une suite de fléches composables de C :
a1 b1 as [7% by
Xo [ [ ° cee o — >0 ——> X,

qu’on appellera la section de I’objet suivant c. Elle est obtenue en oubliant toutes les fléches qui ne se trouvent pas sur
le chemin. Les fléches a; sont donc dans C(zy,;_,)/2 et les b; dans Cz4,,)/2- De plus : fyo---of; = bypoas,o---0bjoay.

Cette association peut étre rendue fonctorielle dans le sens suivant : & une fleche de Ag(f1, ..., fr) on peut associer
un diagramme commutatif :

7 7 I l
by Ao

XO o ° ° ° o%o—>Xk
H llh LID l‘h lpk L% H
Xo o [ 5 [ o ° .—>.—>Xk

1

obtenu en oubliant tout, sauf les fléches reliant les objets par lesquels on passe quand on suit notre chemin c.

N

Maintenant entrent en jeu les 2-foncteurs H;. Fixons un chemin ¢ = (g;);. On va construire & partir de ¢ un

foncteur :

Yle): Ap(fr,---5 fr) Mors (H(Xo), H(X))

Soit X un objet de Ag(f1,---, fx), on notera 1(c)(X) le 1-morphisme de © donné par la composée :
H<72k (bk) 0 HO’zk—1(ak) 0 H0'2k—2 (bk—l) 0:--0 Hdz (bl) o H<71 (al)
ouo; =(3+¢€;)/2et:

a b a a b
Xo ! .o 1o e . o o—k>oi>Xk

est la section de X suivant le chemin c.

Soit une fleche m : ¥’ ——= X entre deux objets de Ag(f1,-.., fr). A cette fleche on peut associer un diagramme
commutatif :

I I

.—>.—>Xk

q2 lpk L% H

.—>.%Xk
a1 by az ak

al by aj

Xo

b

Xo

oe<—-20
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avec les fleches verticales dans Cy. On définit un 2-isomorphisme 1 (c)(m) : ¥(c)(X') ——= 1 (c)(X) en prenant la
composée du diagramme planaire :

MOt (@) Hoo®) | Hoslar) o e @) Hon )
7 Y Y Ha(g2) Ha (pr) 4 Z
H(XO) Ha1 (al) ’ Ha’z (bl) * Hr73 (0/2) ’ . ’ H<72k—1 (ak) ’ Hffzk (bk) H(Xk)

Les 1-morphismes verticaux étant les Ha(p?) et Ha(ge). Les 2-isomorphismes qui figurent dans le diagramme planaire
précédent sont donnés par :

1. Le 2-isomorphisme :
Hoo, s (af)

e —— o

Ha(pe) 4 Ha(q:)

HUzt—1 (at)
est : ,
ay
o — 0
- a(ml \L%) lorsque o9¢—1 = 1.
e — 0

at
— c2(ps,ar) 0 ca(ay, g)™t lorsque o9y = 2,

2. Le 2-isomorphisme :
HUZt (b;)
L 7N

Hi(q:) ¢ Hi(pey1)

H0'2t (bt)
est "
o>
- a<(hj/ J/Pt+1> lorsque o9 = 1.
e ? [}
— ca(qs, be) o ea(by, 1)~ lorsque ooy = 2,
On a le lemme suivant :
LEMME 1.8.5 — La donnée des ¥ (c)(X) ainsi que des ¥(c)(m) définit un foncteur covariant :

¢(C) : Ak(fla s afk)
De plus toute fleche de Ap(f1,--.,fr) est envoyée sur un isomorphisme par 1)(c).

Mors (H(Xo), H(X))

DEMONSTRATION 1l s’agit de prouver que les 1-isomorphismes 1(c)(m) sont compatibles & la composition. C’est &

dire, pour toute suite : X ——= ¥’ ——= X on a I’égalité : 1)(c)(m) o9(c)(n) = (c)(mon). En prenant les sections
suivant ¢ on obtient un diagramme commutatif :

q2 lpk L% H

o — >0 — > X,
a1 by a2z (23 by

Xo a ° b ° o ° oi>o—bg>Xk
AN AN
Xo a ) % ) @ ° QL;°>O—I);C>X,c
llh Lm l
° ° °
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Les diagrammes solides :

Hoo., (af) Hos, (07)
[ ] [ ] [ ] [ ]
H2(Ut+1)
Ha(v:)
Ha (uy) Ha (g 0 uy) Ha () Ha (gt o v)
® et Ha (gt o vt) ° ° Ha (P41 0 wgy1)
H02t—1 (at) H02z (bjf)
Ha (p:) Ha(q:) Ha(g:) Ha(pet1)
[ ]
Ho,,_, (at) Ho, (bt)

En effet si 07 = 2 ceci découle de la relation de cocycle des morphismes de connexions pour H;. Si o2 = 1 ceci découle
de la compatibilité des 2-isomorphismes a(.) avec la composition verticale des carrés (voir la définition 1.2.1). Ceci
prouve donc que la composée du diagramme planaire :

MOty Hes@), Hou 1), Hoy(al) Mot @) | Hoas )y
V4 V4 4 V4 V4
(1.14) H(Xo) o (@) . N CA) . oo (@) o .H@k_l(a@. Gy H(X})
V4 V4 V4 V4 V4
L) < 7y S (7 M o 7 *Homa (@) ® o) )
est égale a la composée du diagramme planaire :
Hoy @) R Hou(al) MHen @) oG
V4 V4 /4 V4 V4
H(Xo) Ho (@) ° Ho () . Ho (o) ° .Ha%_l(ak)o Hoo ) H(X)

Mais la composée du diagramme planaire 1.14 est égale & ¢(c)(m) o 1p(n). Ceci se voit en découpant le diagramme
selon la ligne horizontale du milieu. Il vient qu’on a I’égalité : ¥(c)(m o n) = ¥ (c)(m) o ¢(c)(n). C’est exactement ce
que ’on cherche & prouver. C.Q.F.D

Dans le reste de cette sous-section on va construire des transformations naturelles entre les 1(c) pour différents
chemins c. Soient ¢; et ¢y deux k-chemins qui coincident partout sauf en un bout de chemin :

[ Co

[ ] e

. c

1
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Clest-a-dire, si ¢ = (€} ); et ca = (€]); on a €} = € pour tout 1 < i < k sauf pour i =g, ip+1lotonaef, =—e =—1

et €; 1y = —€; 41 = +1 On va construire une transformation naturelle : tc, ¢, : ¥(c2) —¢(c1) qui va étre en fait
un isomorphisme de foncteurs.

Fixons un objet X de Ag(fi,...,fr). On prenant la section suivant c¢; et puis ¢z, on obtient un diagramme

commutatif :

X) — - e .%Xk

/

Xg——>o [ ——

/Q\

On prend alors pour t(c2,¢1)x le 2-isomorphisme :

a(C(X))

t(cz,c1)x i -0 Hy(i)Ha(g') o --oHy(g)H1(i") o...

En d’autres termes le 2-isomorphisme t(ca, ¢1)x est le 2-isomorphisme représenté par :

Hz(g’)\« /Hl@

LEMME 1.83.6 — Les 2-isomorphismes t(ca,c1)x définissent une transformation naturelle :

t(cz,c1)  YP(c2) —=(cr)
De plus c’est un isomorphisme de foncteurs.

DEMONSTRATION Soit une fleche £ : Xy ——= X, de Ag(f1,..., fi). Il Sagit de vérifier la formule :
(1.15) t(ca, e1) 2,90 (e1)(€) = ¥(e2)(E)t(c2; 1) 2,

La fléche ¢ induit un morphisme de carrés commutatifs dans C : C(X1) ‘.0 (X2) . On le représente par le cube :

’
. 91 .
7
[} —g2> [ i1
91
° — > e
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11 est facile de voir que 1’égalité 1.15 découle de la commutativité du diagramme solide :

. Ha(g1)
Ha (%) Ha (u)
(1.16) . Halah) 2, Hi (i1)
Hi(41)
Hy (i) .- Ha(g1) ¥
o) Hy (i)
Hz(v)
[ ] .A.
H2(g2)

obtenu en appliquant les 2-foncteurs Hy et Hy et en prenant les 2-isomorphismes a(Carré) pour les carrés mixtes i.e. (ou
il y a Hy et Hz). Pour voir que le cube 1.16 est bien commutatif?, on le divise en deux parties selon les 1-morphismes
en pointillés correspondant & Ha(gh ot) = Ha(uo g1) et Ha(g2 ow) = Ha(v o g1). Mais les deux sous-diagrammes solides
ainsi obtenus sont commutatifs par la compatibilité avec les compositions verticales (u, v, w et ¢t sont dans Cy!). Le
lemme est prouvé. C.Q.F.D

Les transformations ¢(c2,c¢1) commutent entre elles. Plus précisément si ¢i, ¢, ¢c3 et ¢4 sont trois chemins qui
coincident partout sauf en ig,i9 + 1 et 41,41 + 1 de tel sorte qu'on a :

NN /NN NN NN
On a un diagramme commutatif de transformations naturelles :

t(ca,c3)

P(cs) ¥(cs)
t(q,@)l lt(cmcl)
w(cz) t(c2,c1) ¢(61)

Ceci nous permet alors de définir un isomorphisme de foncteurs :

~

t(e, )+ Plc) ———=1(c)
pour tout couple de k-chemins (¢, ¢'). Ces isomorphismes vérifient la relation :
(1.17) t(c',d") ot(c, ) = t(c, ")

pour tout triplet (¢, c’,c") de k-chemins.

1.3.3 Reécapitulation. Fin des préliminaires

Soit ¢; un k;-chemin pour i = 1, 2. On peut former un (k; + k2)-chemin en concaténant ¢; puis cz. On note ¢; * 2
le chemin ainsi obtenu. On a un diagramme commutatif :

Akri-’m(fh ey fk1+k2) A/91(.101) vey fk) X AkQ(fk1+17 tey fk1+k2)
¢(61*C2)l \Liﬁ(Cl)XlP(Cz)
Morp (H(Xo), H(Xk, ++,)) Morsp (H(Xo), H(Xk,)) x Morn(H(Xk,+1), H(Xk; +£,))

Composition

Soit maintenant cpmax le k-chemin maximal i.e. donné par k (+1) suivis de k& (—1). On a alors un foncteur évident

Ag(fiy-- o fo) —= Di(f)

21.’astuce utilisée pour prouver la commutativité du cube 1.16 sera reprise plusieurs fois dans la suite. Le lecteur sera parfois renvoyé &
la preuve de la proposition 1.5.11.
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ou f = fro---o f1. Ce foncteur consiste & composer les fleches sur chacun des deux cotés obliques du triangle. Ce
n’est autre que 'une des composées : d)’f*l ou ¢1 0---0¢r_1. On obtient ainsi deux foncteurs :

’l//(CmEX)

Ap(fis---s i) Mors (H(Xo), H(Xk))

Ap(frs -5 fo) — Di(f) —— Morp (H(Xo), H(Xk))

Ces deux foncteurs ne sont pas égaux en général. On va construire une transformation naturelle entre eux qui va étre
un isomorphisme. Soit X' un objet de Ag(f1,. .., fx). Soit :

p1 P2 Pk i1 ik
Xog—>90—>0e e — >0 —>eo o —— X,

la section de X selon ¢pax- Notons que par le choix du chemin maximal tous les i; sont dans C; et tous les p; sont dans
Cs. La section de image de X dans A;(f) est simplement le diagramme :

X0L>.—1>Xk

1l s’agit de construire un 2-morphisme oy entre les deux 1-morphismes : H (i) o Ha(p) et Hy(éx) o --- o Hy(41) o
H2(pr) © H2(p1). On prendra bien sir le morphisme :

c1(iyy .. ix)c2(Pr, .- -, pr) © Hi(i) oHa(p) —— Hy(ig) o -+ - 0 Hi(i1) o Ha(pr) o Ha(p1)

Montrons qu’il s’agit bien d’une transformation naturelle. Soit ¥ —— X’ une fleche de Ak(f1,..., fr). On en
déduit alors les diagrammes commutatifs :

p2 Pk 21
0—>o—>o o — >0 —>0o o—>Xk

X0—>.—>Xk

1,1,

X0%0—>Xk

Notre assertion est donc une conséquence directe de la compatibilité des 2-isomorphismes a(C') avec la composition
verticale des carrés commutatifs.

Faisons une petite récapitulation pour fixer les notations avant de continuer :
On a défini :

1. Des catégories Ag(f1,- .., fr) pour toute suite de k morphismes composables.

2. Des foncteurs évidents :
— Skiko ¢ A1431-1-/62 > Akl X Akz

— ¢; 1 ANy — Ap_1 On notera aussi ¢;; la composée ¢; 0 ;11 0---0¢;iy; =¢;0---0¢; = qﬁﬁ.. On a évidement
la formule : ¢; 1, 41,1 = i1 © Pty -1 © Pitiy l—1 = $i © Pty -1 © Pitiy lp—1-
3. Des foncteurs 1(c) = ¥x(c) : A —= Moro(H(Xo),H(Xy)) attachés & des k-chemins c. On notera ¢, le
lI-chemin maximal.
4. des isomorphismes de foncteurs (des transformations naturelles) :

— te, ') : Yr(c) —==(c') , ot ¢ et ¢' sont deux k-chemins,

Composition[(9)g, (¢1), Yk, (¢2)) © Sky ks] , avec ¢; des kj-chemins,

Vhitks (C1 % C2)
— T Pp_ig1(cr * Chay % €2) 0 @i 1 — =Yg (c1 * ¢l * o) tel que la somme des longueurs de ¢; et ¢; est égale
a k —1 et c1 est de longueur 1.
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On termine les préliminaires par un dernier lemme de compatibilité :

LEMME 1.3.7 — Soient Iy et ly deuz entiers positifs. On pose l = l; + 1. On a un diagramme commutatif
d’isomorphismes de foncteurs :

Ph—141(C1 * Cprgq ¥ C2) © Pii 1 i(er * it x c2)

~

1/119 (Cl * Cl%,acv * clﬁmz * 62)

~

Uk 14+2(CL * Chgq * Craag * €2) © Bily 1 © Pigty 1y 1

~

Vk—141(C1 % Chgp % €2) © P50 P31y —1 © Pigiy 1y—1 — Vp_142(C1 * Cogy * C2) © ity —1 © Dig1y 11

DEMONSTRATION On peut évidement supposer que les chemins ¢; et ¢y sont vides. C'est 4 dire : k=1=1; +1 + 2.
Soit X un objet de Ag. On reproduit la portion du diagramme X qui correspond au rectangle compris entre les deux

chemins ¢/, et i, *cl2. -

10,1 10,2 10,19

° ° ° o —">0o
P1,0 P1,1 P1,2 P1,1o
1,1 91,2 11,15

° ° ° cee °
P2,0 P21 P2,2 P2,1o
° . ° . ° o — > o
22,1 12,2 12,19
By —1,1 iy -1,2 i1y —1,1
1-1, 1-1, 1—1,09
° ° o — 5
pl1,0t pl1,1t pl1,2t [ Piq,1o
o — o — ° o — >o
t1q,1 14,2 2q,1o

avec les 42 dans C; et les p? dans Cs. Les autres fleches du diagramme X seront notées de la maniére évidente par
rapport aux notations précédentes. Par exemple les fleches qui précédent 49, sont :

io,*ll"—l? io,*l1+27 R i0,0

On posera i =1i9g,0 0 -- 049,11, € Pt = Plytig,ls © - - © Ply+1,1,- On aura également besoin du carré composé :

Finalement on pose ¢ =ipo0i_ et p=p4 opy,.
On définit un 2-isomorphisme :

Ha(pi,15) - - - Ha(p1,1)H1(G0,15) - - - Hi(d0,1) —— H1 (i1, 15) - - - H1 (i1, 1)Ha2(pr, 0) - - - Ha(p1,0)
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en prenant la composée du diagramme planaire :

H1(i0,1) . H1(40,2)

H2(p1,0) 4 4 Ha(p1,2)
v Hy(i1,1) ' Hy(i1,2)
Ha(p2,0) 4 4 Ha(p2,2)

Hy(d2,1) Hy (i2,2)

. Hy (i, -1,1) . Hi(i,-1,2) .

Ha(p1, 0) 7z 7z Ha(pi, ,2)

H (iz, 1) Hi (i, 2)

Nous affirmons qu’il suffit de prouver que le carré :

(1.18) Ha(pr 1) - - Ha(p1,5) © Hilio,) - - -

l

H, (7:0,12)
—

V4 Ha(p1,1,)

Hi(i1,,)
_—

V4 Ha(p2,1,)

Hi(i2,,)

. Hl(il1_1712) .

V4 Ha(piy.15)

Hl(il17l2)

H1(io,1) —————— Ha(p1,) o H1 (o)

l

H1 (i1, 0,) - - - Hi(iry 1) © Ha(pry 0) - - - Ha(p1,0) ———— Hu(i1,) o Ha(po)

est commutatif. Pour voir cela il est commode d’introduire un petit lexique afin de mieux visualiser ’effet des différentes

transformations naturelles :

/ N I

P1(chax) © P11 = Ha(p) o Hy(4)

- N : Yi(chax) = Ha(p1y415.0,) © - - - o Hi (o, —1,)

Ha(pry+i,,0,) © -+ - o Ha(pr,) o Hi(dg) o - -

Ya(CRrax) © P11 © D1y 41,051 = Ha(py) o Ha(pr,) 0 Hy(g) o Hi (i)

o Hi(io,1-11)

AN
/ N\
- /\/\ : Y2 (Chax * Chax) © A1, -1 © G1415,05—1 = Ha(py) 0 H1(Gs,) o Ha(po) o Hi (i)
/ AN . .
NN Ha (Piy41,,0,) © - - 0 Hi(ig,) o Ha(po) © - -- o Hy (o1 -1,)
/4\\ /4\\ 1 1 .
-7 p : ¢l(crr11ax * cn%ax) = H2(pl1+l27lz) 0---0 Hl(zo,—h)

H2(pl2) o H1(7’0)
Ha(p1, 1,) 0 - -+ 0 Ha(p1,1,) © Hi(o,) 0 -+ - 0 Hi(io,1)

H1 (41,) o Ha(po)
H1 (i1, 1) - - - Hi(i0y,1)Ha (P11 0) - - - Ha(p1,0)
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Avec ces notations le diagramme de 1’énoncé appliqué & X s’écrit sous la forme plus expressive suivante :

On voit en particulier que ce diagramme se factorise par un triangle commutatif :

7~
/ AN
/ AN
s/ N
v/ \
1l suffit donc de prouver que le carré :
N
70N ~ ~
7/ N 7/ N 7/ N
/ N\ /s % N\
v/ \

est commutatif. Mais & son tour ce carré se factorise par le carré commutatif :

/\ /1\/\\
/ N 7/ N\
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On est donc ramené a prouver que le carré :

est commutatif. Mais ce carré n’est autre que le carré (1.18).

47

Pour terminer, il reste & prouver que le carré (1.18) est commutatif. La preuve de ce fait est laissée en exercice aux
lecteurs. Il suffit d’utiliser le nombre de fois nécessaire les diagrammes solides de compatibilité des 2-isomorphismes

a(.) avec la composition des carrés commutatifs.

1.3.4 La construction du 2-foncteur H

C.Q.F.D

Pour prolonger notre foncteur, on spécialise les résultats précédents pour k£ = 1, 2 et 3. Le point clef est le lemme

suivant :

LEMME 1.83.8 — Soit f : X ——=Y une fleche de C. L’image de A1(f) par le foncteur v(cl,,,) est une

sous-catégorie directe de Morg(H(X),H(Y)).

DEMONSTRATION Etant donné deux objets :

v w
>\ PN
f /

X—Y X——Y

et deux fleches ¢,d : W — V induisant un morphisme de A;(f), il s’agit de montrer que ¥(ck ., )(c) = ¥(c

On forme les deux objets suivants :

VXyV WXyW

>, 2
XfYXfY

)(d)-

avec A le morphisme diagonal et pr; la projection sur le i-éme facteur (pour ¢ € {1,2}). Il est clair que le diagramme

commutatif suivant :
W< W xy W2

l lcxd ld

v pri 174 Xy 174 pr2 v
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induit un diagramme commutatif dans A;(f). Etant donné que v (cl .. ) envoie les fleches de A;(f) sur des isomor-
phismes, on voit immédiatement qu’il suffit de considérer le cas ol ¢ et d sont les projections sur les premier et second
facteur d’un produit fibré sur Y. On peut donc supposer que W =V xy V. On se raméne immédiatement au cas ol
X =V et a =id. On a donc & comparer les deux morphismes ¥ (ck . )(pri) et ¥(cl .. )(pr2) entre les 1 (ck .. ) des deux
objets :

VXyV

/N

v \% Y

Par définition, 1(cl ) (pr;) est la composée du diagramme planaire :

H(V Hi(2) H(VxYV)HQ(aOpTi)H Y
YZ Ho(pri) »~
H(V) == H(V) H(Y)

C’est aussi la composée du diagramme planaire :

) D) )
z Ha (pr)
H(V) H(V) < Ha(a o pr;)
Ha(a) P H2(a)
H(Y) == H(Y)

Etant donné que la face carré identité coincide avec la face déduite de 1’échange a (voir & la fin des données B dans
I’énoncé du théoréme 1.3.1) on déduit que notre 2-morphisme est simplement la face carré :

H:(A)
(V) ————= H({VxyV)

Ha(a) 7 Ha(a o pry)
Cette face est bien indépendante de i € {1,2}. C.Q.F.D

On va définir le 2-foncteur H. Si f : X ——= Y est une fléche de C, nous poserons :

H(f) = Lima, () (A1(f) = Morp (H(X), H(Y))

Cette limite inductive existe en vue du lemme précédent et du fait que :
~ Le foncteur 9)(cl ) envoie toute fleche de Aq(f) sur un 2-isomorphisme de D,
— La catégorie A1 (f) est connexe.
En fait dans la suite on utilisera constamment les deux propriétés précédentes pour A, et Az. Plus précisément :
— Les foncteurs ¢(c), ¥(c) o ¢4, ... etc envoient toute fleche de Ay, sur un 2-isomorphisme de D,
— Les catégories Ay sont connexes et leur image par ces foncteurs sont des sous-catégories directes.
Notons que la propriété de 'image d’étre directe se déduit immédiatement du lemme 1.3.8 et du fait que les foncteurs
en question sont naturellement isomorphes & ¥(cl ) o (Ay — Ay).
Pour une suite de morphismes composables dans C :

f g

X—Y—Z
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on prendra comme 2-isomorphisme de connexion la composée ¢(f, g) des 2-isomorphismes :

H(g o f) = Lima, (gor) (D1(g 0 f) = Mors (H(X), H(2)))

Lima, (1,9)(B2(f,9) = Ai(g o f) = Morsp (H(X),H(Z)))
Lina, (7,9) (V2 (Chax) * D2(f, 9) = Morn (H(X),H(Z)))
Nll(cfnax,cl*cl)
Lima,(1,q) (¥ (c! x ') : Da(f, 9) = Mors(H(X),H(Z)))

Iﬂ}Al(f)xAl(g)(COmpOSitiOn o (¢(C1) X ¢(Cl)))

H(g) o H(f)

49

Pour montrer que ¢a définit bien un 2-foncteur, il reste & vérifier la relation de cocycle entre les ¢(., .). Plus précisément

pour une suite :

xloy_foyz oy

il faut prouver 'égalité : ¢(f, hg) o c(g,h) = c(f,g) o c(gf,h). Pour cette fin, on note le diagramme commutatif de

catégories :

Aa(hgf) Aa(gf,h) A1(gf) x Aqi(h)

AZ(fahg) A3(fagah) A2(fag) XAI(h)

A (f) x Aq(hg) AL (f) x Aa(gh)

Da(f) x Dalg) x Aa(h)

Spécialisons le diagramme du lemme 1.3.7 aux cas k = 3 et (k1, k) = (1,2) ou (2,1). On obtient ainsi deux diagrammes

commutatifs :

1/)1 (c}nax) o ¢1,2 ¢3 (C?nax)

¢3 (crlnax * C?na.x)

¢2 (Crlnax * c}nax) o ¢2

U1 (Cona) P1,2 P2 (Conax) © P2
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et

1/)1 (c}nax) o ¢1,2 ¢3 (C?nax)

¢3 (CIQHa,X * c%na.x)

¢2 (crlnax * c}nax) o ¢1

U1 (Cona) D12 P2(Conax) © P1

En identifiant les fléches horizontales supérieures des deux diagrammes ci-dessus, on obtient le diagramme commutatif
suivant :

¥3(Chax * Cax) Chhax * Cmax)
T 1
U2 (Chrax * Cinax) © P2 ¥2(Ciax * Cinax) © 41
T
P2 (Chax) 2(Chax) © D1
\ /
1(Cax) © P12

En utilisant le diagramme commutatif :

¢3 (crlnax * crlnax * c}nax)

13 (Cmax * Cmax) — ¥3(Chax) < ¥3(Chax * Crmax)
On obtient le diagramme commutatif :
max ma,x
1:[}3 (cxlna.x ma.x max * crlnax)

| N

w2 (C}nax * crlnax) o ¢2 ¢2 (Crlnax * C}nax) o ¢1
¢2 (C?nax max) o ¢1

\/

1(Chax) © $1,2
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En passant & la limite inductive, ceci donne alors le diagramme commutatif :

/ \
H(h) o H(go f H(ho g) o H(f)
\

/

Le fait que cela coincide avec le diagramme de cocycle est évident. Le théoréme 1.3.1 est prouvé.

hogo

1.3.5 Les données A du critére 1.3.1 dans le cas géométrique

Soit S un schéma de base. Dans la littérature on peut trouver plusieurs définitions des S-schémas "projectifs" et
"quasi-projectifs". La meilleure (du point de vue de l'auteur) est celle de Grothendieck [EGA II|. Malheureusement
cette définition n’est pas trés adaptée a notre construction que si I’on suppose S raisonnable. Le lecteur doit donc
faire un choix : se restreindre & des schémas de bases raisonnables ou prendre une notion moins bonne de S-schémas
projectifs. Ainsi dans la suite la catégorie (Sch/S) désignera I'une des deux catégories suivantes :

— Lorsque S est quelconque, on peut prendre pour (Sch/S) la catégorie des S-schémas quasi-projectifs au sens du
Hartshorne [Har77] i.e. les S-schémas de présentation finie qui admettent une immersion dans P% pour n assez
grand.

— Si on accepte de supposer que S est un schéma régulier ou admettant une famille ample de fibrés en droites, on
peut prendre pour (Sch/S) la catégorie des S-schémas quasi-projectifs au sens Grothendieck [EGA II] i.e. les
S-schémas de présentation finie qui admettent une immersion dans P(.#) avec .# un &s-module cohérent (pas
forcément localement libre).

Quelque soit le choix adopté on a le lemme suivant (voir [SGA 6] exposé : "Existence de résolutions globales" par L.
Mlusie) :

LEMME 1.3.9 — Tout morphisme f: X ——=Y dans (Sch/S) se factorise de la maniére suivante :

X —i>]ID(Z)

RN

Y

avec i une immersion, ;£ un Oy-module localement libre et p la projection canonique.

Dans la section 1.6 on appliquera le théoréme 1.3.1 dans le cas ot C = (Sch/S), C; = (Sch/S)™™ la sous-catégorie
ot les fléches sont les immersions fermées, et C2 = (Sch/S)M la sous-catégorie ot les fléches sont les morphismes
lisses. 11 est clair que ces catégories vérifient les trois premiéres conditions qui assurent la validité du théoréme 1.3.1.

1.4 Enoncé du résultat principal. Quelques préparations

1.4.1 Enoncé du résultat principal

Soit S un schéma de base (pas forcément noethérien). On notera (Sch/S) la catégorie des S-schémas de présentation
finie et quasi-projectifs (Voir la sous-sections 1.3.5 pour plus de détails). On notera également TR la 2-catégorie des
catégories triangulées. Dans toute la suite du chapitre on fixera un 2-foncteur contravariant :

H*: (Sch/S) TR

Pour X un S-schéma de (Sch/S), on notera simplement H(X) la catégorie triangulée H*(X). On notera également
f* le 1-morphisme H*(f) pour f un morphisme dans (Sch/S) et ¢* les 2-isomorphismes de connexions : ¢*(f,g) :
(go f)* —= f*og* pour f et g deux morphismes composables dans Sch/S. Le 1-morphisme f* est un foncteur
triangulé par la définition de la 2-catégorie TR. Comme c’est expliqué dans les notes de Deligne [De01], on peut sans
restreindre la généralité, demander & H* d’étre strictement unital i.e. ¢*(Id, f) et ¢*(f,1d) sont I’identité. Dans la suite
tous nos 2-foncteurs seront implicitement supposés unitaux. On considére les six propriétés suivantes :
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1. H(@) = 0 (la catégorie triangulée triviale),

2. (adjoint & droite) Pour tout morphisme f: X ——Y dans (Sch/S), le 1-morphisme f*: H(Y) —— H(X)
admet un adjoint & droite fi (i.e f« est un foncteur triangulé qui est adjoint & droite du foncteur f*). De plus,
pour i une immersion (pas forcément fermée) le 2-morphisme de counité : i*i, — Id est un 2-isomorphisme.

3. (adjoint & gauche) Si f : X ——=Y est un S-morphisme lisse dans (Sch/S), le 1-morphisme f* admet un
adjoint & gauche fyx. De plus pour tout carré cartésien :

v ¥

r| |1

Y! Y

Q

avec f lisse, le 2-morphisme d’échange (qui sera défini dans la sous-section 1.4.5) : fig™ ——= g*f4 est un
2-isomorphisme.

4. (localité) Soient j : U —— X une immersion ouverte dans Sch/S et i : Z —— X une immersion fermée
complémentaire dans Sch/S. La paire (j*,i*) est conservative.

5. (invariance par homotopie) Si p: AL —— X est la projection canonique, le 2-morphisme d’unité :

Id — p«p*

est un 2-isomorphisme.

6. (stabilité) Si s est la section nulle de la projection canonique p : AL —— X , I’ endofoncteur pys, de H(X)
est une équivalence de catégories.

DEFINITION 1.4.1 — Nous dirons que le 2-foncteur H est un 2-foncteur homotopique stable sl vérifie les axiomes
1 a 6 ci-dessus.

Dans la suite du chapitre, le 2-foncteur H sera supposé un 2-foncteur homotopique stable. On montrera alors, que
H* g’é¢tend d’une facon “unique” en un foncteur croisé au sens de 1.2.12. De plus on aura f. = fi pour f projectif et
f' = f* 4 une équivalence prés pour f lisse. Ce résultat a été annoncé par Voevodsky (non publié). Voici 1’énoncé
précis de ce qu’on prouvera :

SCHOLIE 1.4.2 — Supposons donné un 2-foncteur homotopique et stable :
H*: (Sch/S)

TR

i.e. un 2-foncteur contravariant vérifiant les axiomes 1 a 6 ci-dessus.
1- 11 existe® alors :
— Un 2-foncteur contravariant H': (Sch/S) —— TR,

- Un 2-foncteur covariant H, : (Sch/S) ——= TR qui est un adjoint global & droite de H*,

~ Un 2-foncteur covariant Hy: (Sch/S) ——= TR qui est un adjoint global & gauche de H',

— Une structure de foncteur croisé sur le quadruplet (H*,H,, H,, H') relativement a la classe des carrés cartésiens
de (Sch/S).

2- Pour tout S-schéma quasi-projectif X et tout Ox-module localement libre A il existe une autoéquivalence
Th(A#) de la restriction du foncteur croisé précédent a la catégorie (Sch/X). Si le Ox-module A s’insére dans une
suite exacte courte :

0 N M &z 0

on dispose d’un isomorphisme d’autoéquivalences de foncteurs croisés :

Th(#) —= Th(.Z) o Th(¥)

3- Soit f: X ——Y wun S-morphisme lisse. Notons Qy le Ox-module localement libre des différentielles relatives.
1l existe alors des 2-isomorphismes :

3Nous ignorons si ces données sont déterminés par le 2-foncteur H* & un unique isomorphisme prés.
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— i f2Th™H(Qy)

- - Th@p)

4- Pour tout morphisme f : X ——=Y dans (Sch/S) il existe un 2-morphisme : fi —— f, . Lorsque f est
projectif ce 2-morphisme est un 2-isomorphisme.

5- On a le théoréme de changement de base pour un morphisme projectif, i.e. pour tout carré cartésien :

X’L’>X

|

Y ——>Y

dans (Sch/S) avec f un S-morphisme projectif, les 2-morphismes d’échange :
- g f—=f9",
- fg'——=d'fi-

sont des 2-isomorphismes.

Dans le reste de cette section nous dériverons quelques conséquences plus ou moins directes des axiomes.

1.4.2 Les 2-morphismes de connexions. Unités et counités des adjonctions

Cette sous-section sert & fixer les notations. Avant de commencer la liste des ingrédients de base qui serviront a
construire le foncteur croisé annoncé dans la sous-section précédente, on introduit deux sous-catégories de (Sch/S) qui
joueront un roéle important d’ici la fin de la preuve :

— La sous-catégorie (Sch/S)Ys% dont les objets sont les objets de (Sch/S) et les fleches sont les S-morphismes

lisses.

~ La sous-catégorie (Sch/S)™™  dont les objets sont les objets de (Sch/S) et les fleches sont les S-immersions

fermées.
Si F est un 2-foncteur de source (Sch/S) on désignera par MSSF et ™™mF les restrictions de F & (Sch/S)Mss et
(Sch/S)Imm respectivement. Parfois, on notera un 2-foncteur F qui n’est défini que sur (Sch/S)Ys ou sur (Sch/S)mm
par MSSF ou ™™ F pour mettre en évidence le fait qu'il est défini seulement sur une sous-catégorie de (Sch/S).

Soit maintenant une suite : X AN y -2~ 7 de morphismes dans (Sch/S). Rappelons qu’on a noté :
' =c"(f,9): (gof)* ——=frog*

le 2-isomorphisme de connexion du 2-foncteur H* associé a la suite des S-morphismes composables (f, g).

D’aprés 1.1.17 et ’axiome 2 de la sous-section précédente il existe (& un isomorphisme unique prés) un adjoint &
droite global au 2-foncteur H*. On en fixe un qu’on notera :

H. : (Sch/S) —= a®

Pour une suite X L Y —2> 7 de morphismes dans (Sch/S) on notera :

cx = ci(f,9) (gof)*%g*of*

le 2-isomorphisme de connexion de ce 2-foncteur associé a la suite de S-morphismes composables (f, g).
De méme, par I'axiome 3, il existe (4 un isomorphisme unique prés) un adjoint & gauche global au 2-foncteur “SH*.
On en fixe un qu’on notera :
LiSSH# : (Sch/9)lss —— TR

Pour une suite X e Y —> Z de S-morphismes lisses dans (Sch /S) on notera :

cp =cu(f,9): (goflyg ——=guofx



54 CHAPITRE 1. LES QUATRE OPERATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE

le 2-isomorphisme de connexion de ce 2-foncteur associé & la suite de S-morphismes lisses composables (f, g).
Soit maintenant f : X ——Y un morphisme dans (Sch/S). On notera ni(f) : lnwy) —— fof* et §:(f) :
f*fr —— lu(x) les 2-morphismes d’unité et de counité de I’adjonction entre f* et f..

De méme, lorsque f est lisse, on notera n (f) : 1 ——f"f# et 63(f): f#f* ——1 les 2-morphismes d’unité
et de counité de I’adjonction entre fx et f*.

On a les diagrammes solides commutatifs standards exprimant les compatibilités des 2-morphismes d’unité et de
counité avec les 2-isomorphismes de connexions des différents 2-foncteurs. Voici un exemple (type) de ces diagrammes

(pour les unités de I’adjonction globale entre L1%H 4 et Li%H* et une suite de S-morphismes lisses X Ty 2.y ):

H(Z)

g* 9#

1.4.3 "Localement pour la topologie de Nisnevich"
La proposition suivante est un corollaire simple de ’axiome de localité :
PROPOSITION 1.4.3 — Soient X un S-schéma de présentation finie et (u; : U; —— X ); un recouvrement

Nisnevich de présentation finie de X. Soit A un objet de H(X). On suppose que ufA est nul pour tous les indices .
Alors A est nul.

DEMONSTRATION Le recouvrement Nisnevich (u; : U; —— X ); étant de présentation finie, on peut trouver une
suite finie et croissante d’ouverts Zariski de présentation finie :

0=VocCcViC---CVn_1 CVn=2X, pourun certain entier naturel N,

tels que pour tout n € {1,..., N}, le recouvrement (u;); est sindé au dessus d’un sous-schéma fermé de présentation
finie Z,, C V,, complémentaire de 'ouvert V,,_1 C V,,. Plus précisément, il existe un triangle commutatif :
(1.19) [ Ui

7

|

Ly —>X
Pour prouver celd, on se raméne immédiatement au cas ou X est noethérien et réduit. L’existance des V,, s’obtient
alors par récurrence noethérienne.
Notons z, 'immersion localement fermée de Z,, dans X. Par hypothése, les objets u} A sont nuls. On déduit alors,

en utilisant la factorisation (1.19), que 23 A = 0 pour n € {1,...,N}. Si v,, désigne "immersion ouverte de V,, dans
X, Paxiome 4 (de localité) appliqué a la paire (V,,—1, Z,,) montre I’implication :

(vp_1A=0)— (v;A=0) pour ne€{l,...,N}

Mais v§ A = 0, étant donné que vy est 'immersion du schéma § (utiliser ’axiome 1). Par une récurrence immeédiate,
on déduit que vy A = 0, ce qui termine la preuve. C.Q.F.D

On a le corollaire suivant :

COROLLAIRE 1.4.4 — Soient X un S-schéma de présentation finie et (u; : U; —— X ); un recouvrement Nis-
nevich de présentation finie de X. Soita: A —— B wune fleche dans H(X). On suppose que u}(a) : ujA —— u;B
est un isomorphisme pour tous les indices i. Alors a est un isomorphisme.
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DEMONSTRATION On choisit un triangle distingué basé sur a :

A B c

11 suffit alors de prouver que C est nul. Mais comme les u} sont des foncteurs triangulés on a des triangles distingués :

i i i

La premiére fleche du triangle est un isomorphisme par hypothése. On en déduit que les u; C sont tous nuls. Donc par
la proposition 1.4.3 I'objet C' est nul. Ceci prouve que a est un isomorphisme. C.Q.F.D

1.4.4 Le foncteur prolongement par le vide. Le foncteur section a support
On commence par une définition générale qui sera pratique dans la suite :
DEFINITION 1.4.5 — Supposons donnés trois 1-morphismes :
a, b, C: Tl E—— T2

dans TR. En d’autres termes, Ty et Ty sont deuz catégories triangulées et a, b et ¢ sont trois foncteurs triangulés de
T1 dans Ty. Une suite de 2-morphismes composables :

aabﬁcwa[—kl]

est appelée un 2-triangle distingué lorsque pour tout objet P de T la suite :

est un triangle distingué de Ts.

Le lemme qui suit est une conséquence de l'axiome de localité (se référer aux notes de Deligne [De01] pour plus
de détails). Le principe de démonstration est le méme que celui de la démonstration de la proposition 1.4.9.

LEMME 1.4.6 — Soient j : U——> X wune immersion ouverte (entre S-schémas de présentation finie) et
i: Z —> X une immersion fermée complémentaire. Il existe un unique 2-morphisme ¢ tel que la suite :

) o o
Gpd* T Tdnxy = it~ gt [+1]

soit un 2-triangle distingué.

Le lemme suggere alors de poser pour j : U — X une immersion ouverte, j1 = jx : H({U) ——= H(X) et

j'=j*: H(X) ——=H(U) . On a ainsi la chaine d’adjonctions habituelle :

et le triangle distingué habituel :

gt A —— A ——i.i*A ﬂ>j,j’A[+1]

Le 1-morphisme j; est appelé classiquement prolongement par le vide.

On garde les notations de 1.4.6. On va construire un foncteur 4' : H(X) —— H(Z) adjoint & droite du foncteur

ix 1 H(Z) ——= H(X) . C’est le foncteur “sections & support dans Z”. Si A € Ob(H(X)) on voudrait avoir un triangle
distingué dans H(X) :
.. +1]
B A —= A —= g A T Al
L’idée est donc de définir ‘A comme étant *Cone(A — j,j*A)[—1]. La difficulté est de rendre cette construction
fonctorielle. Pour cela on a les deux lemmes qui suivent :
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LEMME 1.4.7 — Sii et j sont comme dans le lemme 1.4.6, alors le 1-morphisme j*i, est nul.

DEMONSTRATION Ce 1-morphisme est adjoint & droite de *j4. Il suffit donc de prouver que ce dernier est nul. Mais
le carré commutatif :

) —U

L

Z—X
est cartésien. Donc par 'axiome 3 on a : i*jx ~ (x0* = 0 car la catégorie H(() est nulle par Paxiome 1. C.Q.F.D
LEMME 1.4.8 — Supposons choisi pour tout objet A de H(X) un triangle distingué dans H(X) :
A——>jj* A= CA) A[+1]

Alors pour tout morphisme oo : A——> B dans H(X) il existe un unique morphisme C(a) : C(A) —— C(B)
rendant commutatif le carré :
C(A) —— A[+1]

C(a)l la[+1]

C(B) —_ B[+1]

Cette méme fleche rend également le diagramme suivant :

A——j A —1 s C(4) A[+1]
al al C(a) la[+1]
B ——j.j*B—~ C(B) B[+1]

commutatif. Les associations : A — C(A) et a« — C(«a) définissent alors un endofoncteur triangulé de H(X).

DEMONSTRATION L’existence de C'(a) rendant le deuxiéme diagramme commutatif, est assurée par les axiomes des
catégories triangulées. Il s’agit de prouver I'unicité de C(a) rendant le premier carré commutatif. Pour cela on prend
une autre fleche C'(a) rendant le carré commutatif. Le morphisme § = C'(a) — C(«) se trouve alors dans le noyau du

morphisme : hom(C(4),C(B)) —— hom(C(A), B[+1]) . Mais on a une suite exacte de groupes abéliens :
hom(C(A), j.j* B) — hom(C(A), C(B)) — hom(C(4), B[+1])

Donc pour prouver que § est nul, il suffira de prouver que hom(C'(A), j.j*B) = 0. Par adjonction il suffit de prouver
que hom(j*C(A), j*B) = 0. Mais en appliquant j* au triangle de ’énoncé on obtient :

JA——= ") A ——j*C(4) —— j A[+1]
Comme j est une immersion le morphisme d’adjonction : j*j,j*A —— j*A est un isomorphisme. Comme c’est une

rétraction & j*A —— j*j,.j*A ce dernier est un isomorphisme et j*C(A4) = 0.
L’unicité de C(a) entraine facilement que A — C(A) définit un foncteur de H(X) dans lui méme. Pour voir que

c’est un foncteur triangulé, on utilise bien str 'axiome de 'octaédre. Les détails sont laissés aux lecteurs. C.Q.F.D
PROPOSITION 1.4.9 — 1- Pouri: 7 —— X il existe un 1-morphisme i' : H(X) ——=H(Z) et un 2-triangle
distingué :

[ M .. ..
ini! — > Tdy(x) ——> juj* —>iLi' A[+1]

De plus le couple formé du foncteur i' ainsi que le 2-triangle ci-dessus est unique & un isomorphisme unique prés.
2-Sia: A——= B est une fleche de H(X) le morphisme i.i'(a) : i,i'A —i,i'B est l'unique morphisme de
H(Y) rendant le carré :

i A— A

i.i'B—= B
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commutatif. De plus il fournit un morphisme de triangles distingués :

Qi A A Jxj*A Qi A[+1]
i*i!al at j*j*al li*i!a
ii'B B Jj*A ixi' B[+1]

3- Finalement le 1-morphisme i' est adjoint & droite du 1-morphisme i. Le 2-morphisme de counité : j,i' — 1
est celui qui celui qui figure dans le 2-triangle distingué. Le 2-morphisme d’unité est un 2-isomorphisme.

DEMONSTRATION Il reste & prouver le point 3-. Montrons que i' est adjoint & droite du foncteur i,. Calculons pour
cela le groupe abélien : hom(U,i'A) pour U € Ob(H(Z)) et A € Ob(H(X)). Par la derniére partie de I’axiome 2 on a :
hom(U, ' A) = hom(i, U, i.i'A). Ainsi notre groupe s’insére dans une suite exacte longue :

hom (i, U, j.j*A) — hom(U, i' A) —— hom(i, U, A) —— hom (.U, j.j*A)

On voit donc qu’il suffit de montrer que hom” (1:U, jxj*A) = 0 pour k = 0, —1. Comme U est un objet général de
H(Z), il suffit alors de prouver que hom(i,U, j.j*A) = 0. Mais j. admet j* pour adjoint & gauche. On en déduit que
hom(i,U, j.j*A) = hom(j*i.U, j*A) = 0 car j*i, = 0 par le lemme 1.4.7. C.Q.F.D

COROLLAIRE 1.4.10 — ] existe a4 un unique isomorphisme prés un 2-foncteur :
fmmyt . (Sch/§)mm — > TR

qui soit un adjoint global & droite du 2-foncteur ™™H,. On notera c'(f,g) les 2-isomorphismes de connexion de ce
2-foncteur.

1.4.5 Une structure de foncteurs croisés sur (H*,H,,LissH,, LissH*)

Notre point de départ est la structure d’échange triviale relativement a la classe des carrés commutatifs de (Sch/.S)
sur le couple (H*,H*). Cette structure d’échange est induite par les 2-isomorphismes de connexion. En effet il s’agit
de deux isoéchanges inverses 'un de 'autre de type / et /* qui & un carré commutatif de S-schéma :

!

g

X! X
f’l lf
y! J Y

associe respectivement les deux 2-isomorphismes inverses 'un de 'autre :

NP U ) N . () .
g*of* —————(fog')  =—=1(gof) fog

c(f9)7! . . c@LP .
frogr ——— = (go ) == (fog) — " =g"of

On définit & l’aide de la proposition 1.2.5 une structure d’échange de type  sur le couple (H*,H,) a partir de la
structure d’échange de type ,* sur (H*, H*) et ’adjonction globale entre H, et H*. Si C est un carré commutatif :

!

x—2 ox

)

yi—2 oy

On appellera Ez%(C) le 2-morphisme d’échange :
Ezi(C): g"fs — fig”
de cette structure d’échange relativement & un carré commutatif (C'). Par définition Exz*(C) est la composée :

" MED) v C(Fg)™ " vy (&0 . rx 31 (f) .
G fe s gt £ (g0 f) fe —— fL(f o g) o =S flg T . = flg'
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Remarque 1.4.11 — 1l existe & priori une autre structure d’échange sur le couple (H*,H,). Elle est obtenue &
partir de la structure d’échange triviale sur (H., H,) de type »* et ’adjonction globale entre H. et H*. Le 2-morphisme
d’échange de cette structure associé au carré commutatif de tout & I’heure est égal a la composée :

n:(g") cs(gf) 7t e« (£9) 53 (9)
G fe 5 g Fo0h g™ 2 g (f 0 )ug"* == g* (g 0 f')sg"* —m1F g¥g, f* g™ s flg'*

Le fait que cette structure d’échange coincide avec celle définie tout & ’heure est une conséquence directe du lemme
1.1.15.

Par restriction on a une structure d’échange de type ,* sur (H*,%$H*). En utilisant I’adjonction globale entre
LissH* et LiSSH# on obtient une structure d’échange (pour la classe des carrés commutatifs avec morphismes verticaux
lisses) de type , sur le couple de 2-foncteurs (H*,%%*H,). On notera Ez7(.) les 2-morphismes d’échange de cette
structure. Pour un carré commutatif de S-morphismes :

!

x—r -x

r| g |

Y ———Y
avec f et f' lisses, le 2-morphisme d’échange :
Bz, (C): [y —>g*fy
est la composée :

3 (9) e (Fg) " e’ (gf) 33(a")
f%&g/* #—>g*g#f;¢g'* LN g*(g ° f')#g'* —g*(f ogl)#gl* —>g*f#g;¢g'* #—>g*f#

On a également la formule : *(Ez}(C)) = Ex%(C) (voir la proposition 1.1.5 pour la définition de I'opération °(.)).
Lorsque le carré (C) est cartésien 1’axiome 3 nous dit que le 2-morphisme d’échange Ez7, (C) est un 2-isomorphisme.
En d’autres termes, la restriction de cet échange 4 la sous-classe formée des carrés cartésiens est un isoéchange. D’aprés
la proposition 1.2.14 on a alors :

PROPOSITION 1.4.12 — On a un foncteur croisé de (Sch/S) et (Sch/S)L%* vers TR par rapport i la classe des
carrés cartésiens a fleches verticales lisses. Ce foncteur croisé est défini par les données :

— Le 2-foncteur H* et son adjoint global 4 droite H,,

— Le 2-foncteur Li*H* et son adjoint global  gauche L¥**Hy,

- La structure d’échange triviale sur (H*, F#5H*),

- La structure d’échange sur (H., “*H) déduite de lisoéchange de type '\ inverse de l’isoéchange sur (H*, Li5H 4)

(par rapport auzx carrés cartésiens) et de l’adjonction globale entre H, et H*,

Pour un carré cartésien C :

avec | lisse, le 2-morphisme d’échange de la structure d’échange sur (H,L®*H*) est donné par Ex’ appliqué au carré
commutatif :

Le 2-isomorphisme d’échange de la structure d’échange sur (H*,L%*Hy) est donné par le 2-morphisme Ez3(C).
Finalement le 2-morphisme d’échange Ex. 4 (C) relatif a la structure d’échange sur (H.,L***Hy) est donné par la
composée :

®\y—1
(Ezg) 1% 1

f#9s — 9.9 fug ——— 9: 39" 9. — 9. f}
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En particulier, on a le résultat suivant, dont I’analogue dans [SGA 4] est connu sous le nom du “théoréme de
changement de base par un morphisme lisse”

PROPOSITION 1.4.13 — Soit un carré cartésien dans Sch/S :

x—2 . x

)

Y' Y

avec g lisse. Le 2-morphisme d’échange Ex? : g*f. —— fLg"* est un 2-isomorphisme. En d’autre termes l’échange
sur (Hj,,, He) est un isoéchange (par rapport auz carrés cartésiens).

1.4.6 Une structure de foncteurs croisés sur (H*, H,, ™™H, Immp')

Dans la méme veine, on continue avec le “cas trivial” du “théoréme de changement de base pour un morphisme
propre”.

LEMME 1.4.14 — Soit un carré cartésien :
| f
y—% o x

avec i une immersion fermée. Le 2-morphisme d’échange Ext : g*i, — i’ g'* est un 2-isomorphisme.

DEMONSTRATION Fixons A un objet de H(Z). Soit j : U —— X Dimmersion de 'ouvert complémentaire de i(Z).
Notons aussi 4 I'immersion ouverte de Y x x U dans Y. L’objet g*i, A est & support dans T car j*g*i, A ~ g*j*i. A ~ 0.
Donc le 2-morphisme d’unité : g*i, A —— i,i"*g*i. A est un 2-isomorphisme. Mais notre 2-morphisme d’échange est
égal a la composée :

g Z*A—>Z' /*g is A—>z’*g’*z*z A—>z’*g’*A
Le deuxiéme 2-morphisme est un 2-isomorphisme puisque c’est une composée de deux 2-morphismes de connexions
¢*. Le troisiéme 2-morphisme est aussi un 2-isomorphisme par ’axiome 2. Le lemme est prouvé. C.Q.F.D

L’é¢change sur (H*,™™H,) par rapport & la classe des carrés cartésiens défini par les 2-morphismes Ez* est donc
un isoéchange de type N . En utilisant la proposition 1.2.14 :

PROPOSITION 1.4.15 — On a un foncteur croisé de (Sch/S) et (Sch/S)™™ vers TR par rapport a la classe des
carrés cartésiens a fleches verticales des immersions fermées. Ce foncteur croisé est défini par les données :
— Le 2-foncteur H* et son adjoint global & droite H,,
Le 2-foncteur "™™H' et son adjoint global & gauche ™™H,,
— La structure d’échange triviale sur (H,,™™H.,),
~ La structure d’échange sur (H*,"™™H") déduite de l’isoéchange de type \, inverse de I’échange sur (H*, 1™™H,)
(par rapport auz carrés cartésiens) et de 'adjonction globale entre ™™H, et ™™H',
Pour un carré cartésien C :

avec i une immersion fermée, le 2-morphisme d’échange de la structure d’échange sur (H,.,™™H') est donné par
Ezx!.(C) = ¢(Ex:(C)). C’est donc la composée :

) e () o D) LIOW »

fi i fli it(io f1)si" i (f oi')si
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L’échange sur (H*,'™™H") est donné par les 2-morphismes d’échange : Ex**(C) : f"*i' —— "' f* égaux a la com-
posée :

Bz, (C)™!

! 3 ! .
7, (2) 9,(4)
.1 * 1 . -1 g .o O i
fl*l' S ll.zifl*l. Zl'f*l*l' S Zl'f*

. . P . . 2 !
Voici une caractérisation des 2-morphismes d’échange Ex"* :

PROPOSITION 1.4.16 — 1- Soit un carré cartésien C :

T—il>y

o

zg— ' .x

*

On suppose que i est une immersion fermée. Le 2-morphisme e = Ex"* est l'unique 2-morphisme e : frrit ——q"

rendant le diagramme suivant commutatif :

(1.20) frisd’

Z;fl*z'

:

i fr———— f

f*

*

2- Formons le diagramme commutatif :

T ' Y 1%
f'l lf lf,,
Z : X ! U

avec j les inclusions des ouverts complémentaires 4 i. Le carré de droite est également cartésien. Le morphisme
e = Ex"* fournit pour tout A € H(X) un morphisme de triangles distingués :

(1.21) FA—— [ A i ALY > frA[]

‘ l Ea::oEz!’*l H

JPA——jj YA —— i@ frA[+1] — frA[+]]

DEMONSTRATION La preuve de cet énoncé est facile. La preuve de ’existence et ’'unicité du morphisme e est totalement
analogue  celle du fait que A — C(A) est un foncteur (voir lemme 1.4.8)*. On prouvera donc seulement que Ez"* = e.
Mais pour cela il suffit de prouver que le diagramme obtenu un remplacant e par Ez"* dans le diagramme 1.20 de
I’énoncé est commutatif. Mais ceci découle de la proposition 1.2.5. C.Q.F.D

COROLLAIRE 1.4.17 — Supposons que f est lisse. Le 2-morphisme d’échange Ex'* est alors un 2-isomorphisme.

DEMONSTRATION 1l suffit d’appliquer la proposition 1.4.13 et le lemme 1.4.14 et d’utiliser le morphisme de triangles
distingués 1.21 de la proposition 1.4.16. C.Q.F.D

Par adjonction on a aussi :
COROLLAIRE 1.4.18 — Sous les hypothéses du corollaire 1.4.17 le 2-morphisme d’échange :
Ezyp: fypi. —iufl

relativement a l’échange sur (H., “**Hy) est un 2-isomorphisme.

411 faut utiliser en plus le fait que Ez* est un 2-isomorphisme, ce qui découle du lemme 1.4.14.
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1.4.7 Sur le 2-morphisme ¢
Supposons donné un diagramme de S-schémas :

avec ¢ une immersion fermée et j une immersion ouverte complémentaire. On a défini dans la proposition 1.4.9 un
2-morphisme 6 :

[ ] ‘7 [ ]
7,' Z J*
° i*[—l] °

caractérisé par la propriété d’étre I'unique 2-morphisme tel que pour tout A dans Ob(H(e)) le triangle :
o § n Coex [4 .o
it A —— A —— jij A —— i, ' A[+1]

est un triangle distingué. Dans cette sous section on construira deux diagrammes solides commutatifs décrivant des
compatibilités du 2-morphisme 8 avec différents 2-morphismes d’échange.

PROPOSITION 1.4.19 — Soit f : X' —— X un morphisme de S-schémas dans (Sch/S). On forme le diagramme
commutatif & carrés cartésiens :

. '
YV ——X'<—1U

ol
Y—i>X<.—U

J

On a un cube commutatif :

° .
'y f
7;!
. . it +1]
" ix[+1]
I}
7* . s °
I f*
. .
Jx

dont les faces paralléles au plan de la feuille sont les 2-morphismes 0 et ceux perpendiculaires aw plan de la feuille sont
des 2-morphismes d’échanges. En d’autres termes le diagramme de 2-morphismes :

Fregt —— i)
JLFr il f*i'[+1]

GG i i ]
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est commutatif. De plus, ce dernier s’insére dans un morphisme de 2-triangles distingués (de 1-morphismes) :

Friv — = fr =L gt —2 s i+

s

ilif —= =it — ili" f*[+1]

Lorsque f est lisse tous les 2-morphismes verticauz sont des 2-isomorphismes.
DEMONSTRATION Puisque le diagramme suivant est commutatif :

* 0 2k

J=J

[

[T

par les axiomes d’une catégorie triangulée il existe pour tout objet A de H(X) une fleche a4 rendant commutatif le
diagramme suivant :
)

frivit A =" [*A—" [t A —" fi Al

|

JLfr A 1]

il f*A frA Jud" A — il frAl+]

[ n

11 suffit alors de prouver que a4 est égale & ’évaluation en A de la composée :

Bzl . ... he
frigi’ it frit B gt g
Compte tenu de 1.4.8 il suffit de prouver que le diagramme :

i ————— f*

l

i fil

l

iLitfr ———— f"

est commutatif>. Mais ceci découle de la proposition 1.2.5. C.Q.F.D

On a également le méme énoncé pour les 1-morphismes section & support & la place des 1-morphismes de restriction :

PROPOSITION 1.4.20 — Soit s : T— X une immersion fermée de S-schémas. On forme le diagramme
commutatif 4 carrés cartésiens :

1

i’ J

Z ——T<—V

5Strictement parlant, le lemme 1.4.8 ne suffit pas pour compléter I’argument. Il faudrait prouver un résultat un petit peu plus général
qui se démontre exactement de la méme fagon que le lemme en question. On espére que le lecteur pourra palier lui-méme cette difficulté.



1.4. ENONCE DU RESULTAT PRINCIPAL. QUELQUES PREPARATIONS 63

On a un cube commutatif :

° °
1 1
S’ S
7;!
. . it +1]
3" ix[+1]
.1
_7* ° I °
1 |
S S’
. .
Ja

dont les faces paralléles au plan de la feuille sont les 2-morphismes 6 et ceux perpendiculaires au plan de la feuille sont
des 2-morphismes d’échanges. En d’autres termes, le diagramme de 2-morphismes :

jlirst —— s i 1]
Ez!’*l l
sy )

s'g.j* — 't [+1]

est commutatif. De plus, ce dernier s’insére dans un morphisme de triangles distingués (de 1-morphismes) :

gl 6 Mo 9
iLi"s —— gl ——=jlj"*s ——ili"s'[+1]

[

1. .1 [ [
Sid — s T s gt §ixi[+1]

n

De plus, tous les 2-morphismes verticauz sont des 2-isomorphismes.

DEMONSTRATION Puisque le diagramme suivant est commutatif :

1 A EIN]
e 5 .

lEz:

™

J«S')

!

g — S!j*j*
par les axiomes d’une catégorie triangulée il existe pour tout objet A de H(X) une fleche a4 rendant commutatif le
diagramme ci-dessous :

iits' A —" > g — s gt A — s it it gt A1

|

. jis'j*A a1

s'iui' A —— ' A — > st A — = st A+
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11 suffit alors de prouver que a4 est égale & ’évaluation en A de la composée :

g BT Babt o
iLi"s —ils'tt —— s'i, 4

Compte tenu de 1.4.8 il suffit de prouver que le diagramme :

YY1
ity ——— ¢!

|

YRR

15,81

|

sliy it —————— ¢!
est commutatif. Mais ceci découle de 1.2.5. La derniére assertion découle du fait que Ex'* est un 2-isomorphisme dans
notre situation puisque j et j' sont des immersions ouvertes (voir le corollaire 1.4.17). C.Q.F.D
» . . ' .
1.5 Les équivalences de Thom. Les 2-foncteurs 15sH' et LissH,

1.5.1 Définition
Soit une suite de S-morphismes : X ——=V P x tel que po s = Idx et p lisse. On définit un 1-morphisme

Th(s,p) : H(X) —— H(X) par la formule : Th(s,p) = px o s..

DEFINITION 1.5.1 — Le 1-morphisme Th(s,p) est appelé le 1-morphisme de Thom associé & la section s du
morphisme lisse p. Il admet un adjoint & droite Th™ (s, p) défini par Th™!(s,p) = s' o p* et appelé le 1-morphisme de
Thom inverse associé a la section s du morphisme lisse p.

PROPOSITION 1.5.2 — Soit f: X' ——= X wun S-morphisme. On choisit un diagramme commutatif :

7 7
p
X' —2 sy ——= x!

fl lf' lf
X —2-v-—LsXx
a carrés cartésiens. Il existe un 2-isomorphisme :
¢(f) : Th(s',p")f* ———— f*Th(s,p)

défini par la composition du diagramme planaire :

!

H(X')— 2 H(V") Pl H(X")
* & 1% & *
d (Be*)~? d Boy d
HOXO) —— H(V) ——H(X)

DEMONSTRATION Le fait que c’est un 2-isomorphisme est clair par le théoréme de changement de base pour une
immersion fermée (voir le lemme 1.4.14)% ainsi que I’axiome 3. C.Q.F.D

En utilisant les adjonctions entre Th(.,.) et Th™1(.,.) on déduit par la proposition 1.1.9 un 2-morphisme :

¢-1(f) = f*ThH(s,p) ———=Th (s, p) f*

8En fait, la définition méme de ce 2-morphisme repose sur le lemme 1.4.14.
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Toujours par 1.1.9, on a le lemme :
LEMME 1.5.3 — Le losange (de compatibilité avec l'unité) suivant :

f*Tht (s,p)Th(s,p)

\ %

s, p))Th(s',p") f*

est commutatif. Il existe également un losange commutatif analogue pour la counité.

(s',p") f*Th(s, p)

Par définition le 2-morphisme ¢_; (f) est la composée du diagramme planaire :

H(X)
3!
(V")
%
p*
! /§
HX)—2 - ) 2 - H(x
! (Ez\\?)—l d Ew# !
(1.22) H(X) ——=H(V) H(X)
N
’ A\
H(V)
p*
H(X)

p I s"

o ———— 0

on voit que ¢_1(f) est la composée du diagramme planaire :

H(X') s" HOVY <2 H(X)

(1.23) fr 7 [ 7 fr

On a en particulier le lemme suivant :
LEMME 1.5.4 — Si f est lisse le 2-morphisme :

¢-1(f): f*Th (s,p) ———Th7'(s',p') f*

65
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est un 2-isomorphisme.

DEMONSTRATION En effet, en utilisant la représentation planaire de ¢_1(f) par 1.23 on voit qu’il suffit de montrer que
le 2-morphisme d’échange Ez'* qui figure dans le diagramme est un 2-isomorphisme. Mais ceci découle du corollaire
1.4.17 et de I’hypothése que f est lisse. C.Q.F.D

Dans le méme esprit on a :

PROPOSITION 1.5.5 — Soiti: Z——= X wune S-immersion fermée. On choisit un diagramme commutatif :

/
s’ P
_— _—

‘\L p

—_—

s
—_—

<N
<IN

G carrés cartésiens. Il existe un 2-isomorphisme :
¢(f) = Th(s,p)ix ————i.Th(s',p')

défini par la composition du diagramme planaire :

12 /
H(Z) — 2= HW) £~ H(Z)
Tu Vi i A Tu
Ez* . Eac* #
H(X H(V H(X
(X) —— H(V) 5~ H(X)
DEMONSTRATION Le fait que Ezy . est inversible découle du corollaire 1.4.18. C.Q.F.D
Notons également le lemme utile suivant :
LEMME 1.5.6 — Supposons donné un voisinage Nisnevich de X dansV :
U
.
u
X —=V

avec u étale. Il existe alors un 2-isomorphisme Th(t,pou) —— Th(s,p) . De plus, si le carré suivant :

X —=vu

| )

X—V

est cartésien, cet isomorphisme est défini par la composition du diagramme planaire :

HX) — o H) P2% )
V4 Uy
Ex, 4 Exy 4
H(X) 5 H(V) = HOX)

DEMONSTRATION Lorsque X ~ X Xy U le résultat découle immédiatement du corollaire 1.4.18. Dans le cas contraire,
on remarque que qu’il existe un voisinage ouvert j : Uy = U — (X xy U — X) C U de X dans U tel que les carrés
suivants sont cartésiens :

X —0U X£>U0

|

X—V X—U
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Il vient de ce qui précéde que Th(s,p) ~ Th(tg,pouo j) ~ Th(t,pou). C.Q.F.D
On a le théoréme :

THEOREME 1.5.7 — Les 1-morphismes : Th(s,p) et Th™'(s,p) sont deuz équivalences inverses l'une de l’autre.
Le 1-morphisme Th(s,p) sera dorénavant appelé I’équivalence de Thom associée a la section s de p.

DEMONSTRATION 1l s’agit de prouver que les 2-morphismes d’unité et de counité :
1——=Th'(s,p) o Th(s,p) et  Th(s,p)oTh™'(s,p) —>1

sont des 2-isomorphismes.
Soit (f; : Ui —— X ); un recouvrement de X pour la topologie de Nisnevich (en particulier les f; sont des

S-morphismes lisses). Par 1.4.4 il suffit de prouver que les 2-morphismes :
fi——=f;Th™'(s,p) o Th(s,p) et  f;Th(s,p) o Th™'(s,p) —= f
sont des 2-isomorphismes pour tous les indices i. On considére pour tout 7 la suite :
Ui — > U xx V25U
qui s’insére dans un diagramme commutatif & carrés cartésiens :

Ui — s U, xx V 2 U,

g | |

X V X

On sait que les deux 2-morphismes :
fiTh(s,p) —=Th(si,pa)ff et f;Th '(s,p) —=Th (55, p:) f}
sont des 2-isomorphismes par 1.5.2 et 1.5.4. En utilisant donc les deux losanges commutatifs du lemme 1.5.3 :

fTh (s,p)Th(s,p)

/\

Szapz)Th(Szapz)f

Szapz)f Th(S p)

et
ffTh(s,p)T

/h\

Th Szapz)Th (Szapz

On voit qu'il suffit de prouver que les 2-morphismes :

Th(si,ps) fFTh™

1 —— Th™"(si,p;) o Th(s;,p:) et Th(si,p;) o Th™" (si,p;) — 1

sont des 2-isomorphismes. En d’autres termes, il suffit de prouver que Th(s;, p;) est une équivalence pour tous les indices
i. En choisissant donc un recouvrement Nisnevich assez fin de X et en remplacant V' par un voisinage Nisnevich de X
(ce qui est légitime en vue du lemme 1.5.6) on voit qu’il suffit de traiter le cas ou il existe un carré cartésien :

X—=vVv

|

X—O>A}
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avec o linclusion de la section nulle. En appliquant encore une fois le lemme 1.5.6 on se rameéne au cas V = A%.
Lorsque n = 1, c’est bien une équivalence par ’axiome de stabilité.
Notons p,, la projection de A% sur X et o, la section nulle. On a un diagramme & carrés cartésiens :

11 vient que Th(0n,pn) = PrpOne =~ p1#p'n_1#0'n,1*01* = p1xTh(o},_1,p),_1)01«. Par la proposition 1.5.5, on a un
isomorphisme Th(o},_;,p},_1)01+ =~ 01.Th(0p_1,pn—1). On en déduit en fin de compte un isomorphisme Th(o,,p,) ~
Th(o1,p1) o Th(on_1,pn_1) et par récurrence un isomorphisme Th(oy,,p,) =~ Th(o1,p1)°". Le résultat est maintenant
clair. C.Q.F.D

COROLLAIRE 1.5.8 — Soient X un S-schéma quasi-projectif et X ——V —2 5 X une suite de S-morphismes
tel que po s = idx et p lisse. Pour tout objet X' —— X de (Sch/X) on forme le diagramme cartésien

] p’
X! LN V! > X!

L

X—V—X

avec V! =V xx X'. Le couple de familles : ((Th(s',p"))x'x, (&(f))f:x7—x) définit une autoéquivalence du 2-
foncteur H sen/x) €90l a la restriction du 2-foncteur H* a (Sch/X).

DEMONSTRATION 1l s’agit de prouver que la composée des 2-isomorphismes :

S”

0
H(X”) * H(V”) Py H(X")

(Bat)~? Bry
HX")——H(V")——H(X")
Sy p#

commute aux 2-isomorphismes de connexions du 2-foncteur H*. Pour une suite de X-morphismes composables :

f! f

X" — s x" — s x!
on forme le diagramme a carrés cartésiens :

" 1"
xm L s e . xm

L

x" S v -~ X"

RN

X' ——V ——X

avec V" =V xx X" et V" =V xx X"'. On voit qu'il suffit de prouver que les deux 2-morphismes Ez}, et Ex}
commutent 3 la composition horizontale des carrés cartésiens. Mais ceci est clair puisque c’est les 2-morphismes
d’échange de deux structures d’échange. C.Q.F.D
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1.5.2 Propriétés des équivalences de Thom

On résume quelques propriétés des équivalences de Thom dans ’énoncé suivant :

THEOREME 1.5.9 — Soit une suite de S-morphismes : X ——V 2o X tel que po s = idx et p lisse. Pour
tout X-schéma X' —— X on considére un diagramme commutatif :

1] 7
X';>V’L>X’

L

X—V——X

4 carrés cartésiens. Pour tout X -morphisme f: X" ——= X', on a des 2-isomorphismes :

- ¢(f) : Th(s",p")f* ———— f*Th(s",p') ,

= ¢(f) + fTh(s",p") = Th(s',p') f«
= x(f) s f4Th(s",p") ————=Th(s',p')fx si f est lisse,

- ¢(@) : Th(s",p")i' ———=4'Th(s',p') sii= f est une immersion.
La famille des équivalences (Th(s',p')) x'—x munie des 2-isomorphismes ¢(.) (resp. ¥(.), x(.) et {(.)) définit une au-
toéquivalence sur le 2-foncteur : H* (resp. Hy, Li“H# et 'm™H' ) restreint aux X -schémas. De plus ces autoéquivalences
sont compatibles avec toutes les structures d’échange construites jusqu’a présent.

DEMONSTRATION Pour construire les autoéquivalences on se sert de la proposition 1.1.26 et du corollaire 1.5.8. Pour
se convaincre de la compatibilité avec les échanges construits dans la section 1.4 il suffit de remarquer que tous les
échanges ont été obtenus & partir de ’échange trivial sur (H*,H*) en :

— utilisant le procédé de la proposition 1.2.5,

— en prenant ’isoéchange inverse dans la cas d’un isoéchange,

— en faisant une restriction (soit au niveau de la classe des carrés, soit aux niveaux des catégories sources).
D’aprés la proposition 1.2.11 il suffit alors de prouver que nos autoéquivalences sont compatibles avec I’échange de
(H*,H*). En d’autres termes on est ramené & prouver que l’autoéquivalence de Thom est compatible avec les 2-

isomorphismes de connexion de H*. Ceci est la définition méme d’une autoéquivalence. C.Q.F.D
Remarque 1.5.10 — On déduit du théoréme précédent un énoncé analogue concernant les équivalences de Thom
inverses. On obtient ainsi les 2-isomorphismes :

= ¢—1(f) s Th=H(s",p") f* ———— f*Th™'(s,p')

- ¥a(f): ATh (", p") —————=Th7'(s',p) v,

— X-1(f): faTh (8", p") ———=Th7'(s',p') f4 si f est lisse,

— ¢1(i) : Th™s",p")i' ————=i'Th™'(s',p') sii= f est une immersion.

La derniére assertion reste également vraie pour les équivalences de Thom inverses.

Supposons donné maintenant un diagramme commutatif :
w
SN
q
X—>V—>X
avec s une immersion fermée, p et ¢ lisses et po s = idx. Il vient alors que :
poqot:pos:idX
et que ¢ est une immersion fermée. On peut former le diagramme :

X u=t xid W Xy X rT=pr2 X
On a alors que u est une immersion fermée, r est lisse et 7 o u = idx. On va construire un 2-isomorphisme (de
composition) :
C: Th(t,poq) ————= Th(s,p) o Th(u,r)
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Pour cela on forme le diagramme commutatif de S-schémas :

et on prend la composée du diagramme planaire :

U Cx b
V4
[ ]
PTrix
T#| L F (Poa)s
T
Z
[ ] [} [ ]
Sx Y&

La 2-morphisme ainsi obtenu est un 2-isomorphisme car Ez, 4 est un isomorphisme puisque ¢ est lisse et s une
immersion fermée (voir le corollaire 1.4.18). On a la proposition suivante qui compléte le théoréme 1.5.9 :

PROPOSITION 1.5.11 — Sous les hypothéses du théoréme 1.5.9, Les 2-isomorphismes construits tout a ’heure
définissent un isomorphisme d’autoéquivalences entre l’autoéquivalence (Th(t',p' o ¢')) x'—x et lautoéquivalence com-
posée (Th(s',p') o Th(u',7"))x'—x, ceci pour les restrictions des 2-foncteurs : H*, H,, L**Hy et ™™H' 4 la catégorie
(Sch/X).

DEMONSTRATION En utilisant les deux derniéres assertions de la proposition 1.1.26 on voit qu’il suffit de prouver la
proposition pour I’autoéquivalence sur la restriction de H, & (Sch/X). En revenant & la définition on voit qu'’il suffit
de prouver la commutativité des trois diagrammes solides :

. Pri. .
N °
. Prix .4. ql
;. . A RN
u! * q
* T;;& #
. [ ' ° [ JJSE—
/ P " ‘. e / i
u 3 ' q 3
ty Je
e — - e ° Ao o — - e
Prix Sx DP#

La commutation du premier diagramme solide découle facilement de ’axiome de cocycle pour le 2-foncteur H,. La
commutation du troisiéme diagramme est la compatibilité de I’échange sur (H.,Hx) avec la composition verticale des
carrés. Finalement, pour montrer la commutation du cube on le divise selon les plan des deux lignes en pointillé.
Ces lignes correspondent aux 1-morphismes (pry o '), = (f opry)« et (so f')x = (s’ o f)«. La commutation des deux
diagrammes ainsi obtenus découle cette fois de la compatibilité de ’échange avec la composition horizontale des carrés.
C.Q.F.D

Remarque 1.5.12 — En prenant l'inverse de ’adjoint du 2-isomorphisme de composition C, on obtient un 2-
isomorphisme de composition pour les équivalences de Thom inverses :

~

Cor: Th™i(t,pogq) ———=Th™'(u,r) o Th™'(s,p)
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On vérifie immédiatement que ce 2-morphisme est donné par la composée du diagramme planaire :

On a également ’analogue de la proposition 1.5.11.

Dans la suite de ce paragraphe on se bornera & énoncer les propriétés des 2-isomorphismes de composition (ainsi
que les 2-isomorphismes dérivés) pour les équivalences de Thom Th(—). Les énoncés analogues pour les équivalences
de Thom inverses s’obtiennent alors facilement par adjonction.

En utilisant le 2-isomorphisme de composition on peut déduire un 2-isomorphisme de commutation :

COROLLAIRE 1.5.13 — Les équivalences de Thom commutent entre elles. Plus précisément si X L i LN X

82 D2 . . . . .
et X ——= Vo ——= X sont deux suites comme avant, il existe un 2-isomorphisme :

Cm : Th(s1,p1)Th(s2,p2) ————— Th(sa2,p2)Th(s1,p1)
De plus, les Cm définissent un isomorphisme d’autoéquivalences entre (Th(s},p}) o Th(sh,ph))x —x et (Th(sh,ph) o
Th(s},p)))x'—x, ceci pour les restrictions des 2-foncteurs : H*, H., “**Hy et "™™H' 4 la catégorie (Sch/X).

§=81 X 82

DEMONSTRATION On pose V =V} Xxx V2. On a une suite : X 1% X . Remarquons que cette suite

est obtenue par composition de X 2w s X avec i 1xos y 2 V1 De plus quand on restreint & X on
obtient la deuxiéme suite de I’énoncé. On a ainsi un 2-isomorphisme C' : Th(s,p) ——= Th(s1,p1)Th(s2,p2) . Par

symétrie on a également un 2-isomorphisme C' : Th(s,p) —— Th(sz,p2)Th(s1,p1) . On obtient le 2-isomorphisme
recherché comme composée :

-1
Th(s1,p1) o Th(s2, p2) L Th(s,p) s Th(sz2,p2) o Th(s1,p1)
La derniére assertion découle immédiatement de la proposition 1.5.11. C.Q.F.D

Soit maintenant un diagramme commutatif de S-schémas :

U

m

n l/ pogom

w
P
q
On peut former le diagramme commutatif :
U XvX
X Y w Xy X — X
et puis le diagramme :

X 2> (Uxy X) Xwxyx X=Uxw X —> X
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On a la proposition suivante :

PROPOSITION 1.5.14 — Le carré de 2-isomorphismes :

Th(n,pogqom) Th(t,pog) o Th(w,y)

| |

Th(s,p) o Th(v,r 0o ) ————— Th(s,p) o Th(u,r) o Th(w,y)

est commutatif.

DEMONSTRATION On forme le diagramme commutatif de S-schémas :

On en déduit un diagramme planaire dans TR :

(1.24) HU xw X) ——= H(U xy X) — = H(U)

r# ”Ez # q#

H(X)—— = H(V)

H(X
- S H(X)

Nous allons prouver que la composée du diagramme planaire (1.24) est égale aux deux composées suivantes:

(1.25) Th(n,poqom) ——= Th(s,p) o Th(v,r ox) —— Th(s,p) o Th(u,r) o Th(w,y)
et
(1.26) Th(n,poqom) ——=Th(t,poq) o Th(w,y) — Th(s,p) o Th(u,r) o Th(w,y)

Ceci prouvera notre proposition.

Prouvons d’abord que la composée de (1.24) est égale au 2-morphisme (1.25). Pour cela on divise notre diagramme
planaire (1.24) suivant la ligne:

Wi Yy Use 5. (Poq)y
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Si on attache un 2-morphisme de connexion:

Wi Y Use 54 (Poq)#

U

(s 0 u).

a la partie du diagramme planaire (1.24) située au dessus de la ligne choisie il est facile de voir (en utilisant la
compatibilité des 2-morphismes Ez, » avec la composition des carrés) qu’on obtient le 2-isomorphisme:

Th(n,poqgom) ———— Th(s,p) o Th(v,r o x)
Puis en attachant le 2-morphisme de connexion (égal a 'inverse du précédent):

(sou).

4

Wi Y# Us Sk o (po q)#

a la partie du diagramme planaire (1.24) située au dessous de la ligne choisie on obtient par définition:
Th(s,p) o Th(v,r 0o £) ————— Th(s,p) o Th(u,r) o Th(w, y)

Ceci achéve la premiére moitié de la démonstration.

11 reste donc & prouver que la composée du diagramme planaire (1.24) est égale au 2-morphisme (1.26). Pour cela
on divise (1.24) suivant la ligne:

Ux T# T4 Sx P

et on fait exactement comme avant mais en introduisant un 2-isomorphisme de connexion ainsi que son inverse au

. , T# T#
niveau de la composée: e . .. C.Q.F.D

On déduit de la proposition précédente la compatibilité suivante entre les 2-isomorphismes de composition et les
2-isomorphismes de commutation :

COROLLAIRE 1.5.15 — On suppose donné un diagramme commutatif :

N

- P . z k N . .
comme avant et on garde les notations précédentes. Soit X —— R —— X wune troisiéme suite. Le diagramme
suivant :

Th(t,poq) o Th(z, k) Th(z,k) o Th(t,po q)

c| |e

Th(s, p) o Th(u,r) o Th(z, k) —<™= Th(s,p) o Th(z, k) o Th(u,r) —="> Th(z, k) o Th(s, p) o Th(u,r)

est commutatif.
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DEMONSTRATION On va appliquer la proposition précédente aux trois diagrammes suivants :

w Xx R W Xx R w Xx R
pﬁl q><1dl q><1dl
tXz pogopri txz pogqopra tXz pogopra
w VxR VxR
/ lq poq sxXz lWWQ sXz lprwl
X——=yV—sX x—2-p—t >x x—— -yt >x

On en déduit les diagrammes commutatifs suivants :

(WXVX)XxR (WXVX)X)(R
= lpﬁ\ e lpﬁ\
Xt s Wxy X —— X X : R u X

Dans la suite de la preuve, on se permet de noter simplement Th(immersion fermée, —) lorsque le nom de la projection
lisse est long & écrire. Les trois carrés commutatifs qu’on obtient par application de la proposition 1.5.14 s’organisent
alors de la maniére suivante :

h(z, k)Th(t,pg) ——— Th(z, k)Th(s,p)Th(u,r)

/ /

Th(t x z,—) ———— Th(s x z,—)Th(u,r)

] |

Th(t,pq)Th(z, k) Th(s,p)Th(u x z,—) —= Th(s,p)Th(z, k)Th(u,r)

|

Th(s,p)Th(u,r)Th(z,k)
Ceci prouve le corollaire. C.Q.F.D

2 .y . . . 1 .
Dans la définition des 2-isomorphismes de connexions du 2-foncteur H-, on rencontre naturellement une version
modifiée du 2-isomorphisme de composition :

DEFINITION 1.5.16 — Supposons donné un diagramme commutatif :
w

I

avec s une immersion fermée, p et q lisses et pos = idx . Avec les notations précédentes, on pose C' le 2-isomorphisme
composé :

C': Th(t,poq) _C. Th(s,p) o Th(u,r) om Th(u,r) o Th(s,p)
Le 2-isomorphisme C' est appelé le 2-isomorphisme de composition modifié. L’inverse de ’adjoint de C' sera moté
C' . C’est la composée :

C_ Cm_
C',: Th™'(t,poq) —= Th™ (u,r) o Th™'(s, p) ——= Th~'(s,p) o Th™ (u, r)

On a de méme pour ce 2-isomorphisme :

THEOREME 1.5.17 — Sous les hypothéses du théoréeme 1.5.9, Les 2-isomorphismes C' définissent un iso-
morphisme d’autoéquivalences entre l’autoéquivalence (Th(t',p' o q ))X L x et lautoéquivalence composée (Th(u',r') o
Th(s',p'))x'—x, ceci pour les restrictions des 2-foncteurs : H*, H,, Fi*H et ™™H' 4 la catégorie (Sch/X).
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De plus, sous les hypothéses de la proposition 1.5.14, le carré de 2-isomorphismes :

Th(n,po qgom) Th(w,y) o Th(t,poq)

| l

Th(v,r 0 x) o Th(s, p) ——————— Th(w,y) o Th(u,7) o Th(s, p)

est commutatif.

DEMONSTRATION Le résultat est une conséquence facile de la proposition 1.5.14 et du corollaire 1.5.15. C.Q.F.D

1.5.3 Cas particulier des fibrés vectoriels. Les 2-foncteurs 1H' et Li°H,

Soit .Z un &x-module localement libre de dimension finie. On note

p: V(&) ——X

le fibré vectoriel associé. C’est le spectre de la &'x-algébre symétrique @;>0 Sym‘.Z associé¢a.Z.Sis: X — V(&)
est la section nulle, on notera Th(.¥#) ’équivalence Th(s, p). Lorsque . = &x on posera aussi Th(Ox)A[-2] = A(+1).
Le 1-morphisme Th(€x)[—2] : A —— A(+1) est appelé le twist & la Tate.

La proposition 1.5.14 et le théoréme 1.5.17 donnent facilement le théoréme :

THEOREME 1.5.18 — Soit une suite exacte de Ox-modules localement libres :

0 N M <z 0

1l existe alors un 2-isomorphisme de composition :

C: Th(.#)

Th(A) o Th(Z)
et un 2-isomorphisme de composition modifié :

C': Th(.#)

Th(%) o Th(A)

De plus si 0 C M C My C M3 = M est une filtration du Ox-module localement libre .4 en trois crans tel que le
gradué soit aussi localement libre, on a deuz diagrammes commutatifs :

Th(.#) ¢ Th(ts) o Th(Ms ] )

c| |e

Th(.ty) o Th(Ms ) M) © Th(.ty) o Th( s ] My) 0 Th( s | M)

Th(.#) < Th( s M) o Th(s)

C'l lc,
lok

Th(,//3/.///1) OTh(,/ﬂl) Th(/ﬂ;;/.///g) OTh(./ﬂz/./ﬂl) OTh(.//fl)

Le 2-foncteur LissH!

Le théoréme 1.5.18 nous permettra de définir sur (Sch/S)“* un 2-foncteur “**H'. Bien str on veut que H'(X) =
H(X) pour tout S-schéma X. On posera pour un morphisme lisse f :

f'=Th(Qs)o f*

ol {1 est le faisceau des différentielles relatives.
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Lo . . . . . ! g
Définissons les 2-isomorphismes de connexions. Pour une suite de S-morphismes composables ¢ ———= o — o

on prendra c'(f,g) la composée :
(gof) f'q

Th(Qo7)(g 0 )* “LL Th(Syes) fg* —< Th(Q)Th(f*2,) f*g" Th(Qy) f*Th(8)g"

o7} !

Il reste & vérifier I’axiome de cocycle. Soient les trois morphismes lisses composables :

f g h
[ ] [ ] [ ] [ ]

1l s’agit de vérifier que le diagramme suivant est commutatif :

(hgf) ——— (9f)'}’

| |

fi(hg) ———— f'g'l

Notons d’abord le diagramme commutatif suivant :

F¥Th(Q,)g* Th() F*Th(Q,) Th(g* Q) g*
| |
Th(f*Qg)f*g*Th(S2) Th(f*Qg) f*Th(g*Qn)g"
|
Th(f*Qg)(g o f)*Th(Q2y) Q) Th(f*g" Q) f*g"
\ /
OTh(F*g* Q) (g o f

La commutation du sous-diagramme inférieur étant la compatibilité des 2-isomorphismes ¢ avec la composition. On
en déduit donc le diagramme commutatif :

Th(2;) f*Th(24)g" Th(Qp) A" Th(§2;) f*Th(2,)Th(g" Q) (hg)*

Th(Q)Th(f*Q)(g © £)*Th(Qn) " —————Th(Q;)Th(f*Q,) Th(f*g* Q) (hgf)*

Et en fin de compte le diagramme commutatif :

FTh(Q) Th(g* Q) (hg)* —————— f'Th(Qny)(gh)*

| |

f!_1!h!
Th(Q4)Th(f*Q)(gf)*h —— Th(Q7)Th(f*Qg) Th(f*g*Qng) (hgf)* —— Th(Qs) Th(f*Qgr)(hg f)*
)(9])

| |

*ht ——————— Th(Qs) Th((gf) ") (hg.f)* (hgf)

Th(Q,5

ou le carré inférieur & droite est simplement le deuxiéme carré commutatif du théoréme 1.5.18 associé a la filtration :
(9f)*Qn C f*Qpg C Qpgp. Ceci prouve ce que I'on veut.
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Le 2-foncteur LissH,

On définit également sur (Sch/S)Mss un 2-foncteur V%°H, tel que Hy(X) = H(X) pour tout S-schéma X. Pour un
S-morphisme lisse f on définit le 1-morphisme H,(f) = fi par la formule :

fr=fpoTh (%)

Le 1-morphisme f, est donc adjoint & gauche & f'. Les 2-morphismes d’unité et de counité sont respectivement :

11— Th(Q)Th '(Qy) et feTh 1 Q) Th(Qp) f* ————— fa f*
Th(Q) f*f#Th™ () 1

D’aprés 1.1.17 il existe un unique adjoint global & gauche “%H, de MH' tels que :
~ Hi(f) = fi = f#Th~"(Q) pour tout S-morphisme lisse f.
— Les 2-morphismes d’unité et de counité sont ceux donnés ci-dessus.

. . . . < . f g , .
Les 2-isomorphismes de connexions relativement & la suite e ——— e ——> e sont donnés par la composée des 2-
isomorphismes :

(go f) g fi

‘_ ¢ (fvg) — C’—l — * _ — H —
(90 )aTh™ (Qgos) > g4 faTh™ (Qgos) —= g faTh ™ (F*Q)Th™(Q7) —= g Th™"(Q) fTh™' ()

1.5.4 Une structure de foncteurs croisés sur (H*, H,, LissH,, LissH')

Pour 1’énoncé qui suivra, on utilisera la structure de foncteurs croisés sur le quadruplet (H*, H.,LisSH . LissH*)
relativement & la classe des carrés cartésiens & fléches verticaux lisses.

PROPOSITION 1.5.19 — i existe une structure de foncteurs croisés sur le quadruplet :
(H* H* LissH' LissH!)

tel pour tout carré cartésien de S-schémas (C) :

avec f lisse, on a :

1. Le 2-morphisme d’échange Ex,,(C) : fig. — g«f{ relatif a l’échange sur (H., “**H,) et associé au carré (C)
est donné par la composition du diagramme planaire :

[ ] g* [ ]
Th™'(Qp) V4 Th='(Qy)
!
[ ] g* [ ]
fi fu
# Ez, (C)
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2. Le 2-morphisme d’échange

Ez*'(C) :

(C) est donné par la composition du diagramme planaire :

Th(Qy:)

Th(Qy)
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g* ft —— f"g* relatif a I’échange sur (H*,L*H') et associé au carré

3. Le 2-isomorphisme d’échange Ex'.(C) : f'g, <—=g.f" relatif a lisoéchange sur (H., “**H') et associé¢ au

carré (C) est donné par la composition du diagramme planaire :

N 9« . . 9 .
/! !
N 9« i ou i 9 i
fl* f* fl* N f*
Ez’:(C)_l Ez;(C)
[ ] [ ] [ ] [ ]
g« gx

selon le sens de l'isoéchange (\. ou \).

4. Le 2-morphisme d’échange Ex.,(C) : figh — g« f] relatif a I’échange sur (H., “***H)) et associé au carré (C)
est donné par la composition du diagramme planaire :

[ ] g [ ] [ ] g [ ]
Th= () X Th=(9;) Th= () N Th=" ()

Ix 1%

) 9 ° ou ° g °

f f# fi f#

# Bz (C)7! * Bz (0)

[ ] [ ] [ e s
g* g*

selon le sens de lisoéchange (\. ou \).

DEMONSTRATION 11 s’agit de vérifier les deux points suivants :
1. Les 2-morphismes définis par les diagrammes planaires de I’énoncé définissent bien des structures d’échange.
2. Les échanges s’organisent en un foncteur croisé.

Pour cela, il suffira de prouver (compte tenu que les quatre derniers diagrammes planaires de 1’énoncé définissent des
2-isomorphismes) les deux points suivants :

1. La famille des 2-morphismes Ez*'(C) pour (C) variant dans la classe des carrés cartésiens & morphismes verticaux
lisses définit une structure d’échange sur le couple (H*,V5SH"),

2. Les autres 2-morphismes : Ez,(C), Ez\(C) et Ez;(C) sont obtenus par applications itérées de 1.2.5 & partir
de Ez*'(C) (on se permet de prendre I'inverse lorsqu’il existe pour tous les carrés cartésiens).
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Le second point est clair par les propositions 1.1.9 , 1.1.11 et 1.1.12 et la définition méme des 2-isomorphismes de
commutation avec les équivalences de Thom. Il nous reste donc & établir le premier point i.e. & vérifier la compatibilité
des 2-morphismes Ex*'(C) avec la composition des carrés cartésiens. La encore on distingue deux cas suivant la nature
de la composition :

1. La compatibilité avec la composition horizontale des carrés,

2. La compatibilité avec la composition verticale des carrés.

Le premier point est trés facile, on le laisse en exercice. On s’intéresse donc a établir la compatibilité avec la composition
verticale des carrés. On se donne donc un diagramme commutatif & carrés cartésiens :

oe<——0<—20

(1.27) et

définissent le méme 2-morphisme. Pour prouver cela on va expliciter les 2-morphismes qui figurent dans le premier
diagramme planaire. On obtient alors le diagramme planaire suivant :

Th(Qysp)

(1.28)

Le fait que les équivalences de Thom munies des 2-isomorphismes de commutations avec les H*(.) forment une au-
toéquivalence de 2-foncteurs (compatible avec la structure d’échange triviale donnée par les Exz**) implique que les
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AN
e AT

est la méme. En remplacant dans (1.28) le premier des deux diagrammes planaires ci-dessus par le deuxiéme, nous

obtenons le diagramme planaire suivant :
1%
® #
Th(2
ey
Th(Qyp)
Q

compositions des deux diagrammes planaires :

PEaN
o
EREN

(1.29)

(fh)”

< 0
En utilisant maintenant le fait que les 2-isomorphismes :
Th(Qs) —<> Th(2) Th(h*Q;)

s’organisent en un isomorphisme d’autoéquivalences de 2-foncteurs (voir le théoréme 1.5.17), on voit que les deux
diagrammes planaires :

1 1%
[ ] L [ ] [ ] L [ ]
Th(2p)
Thw) Th(Qn)
II*
Th(Qys) et o <« i Th(Qyn)
h(A"*$) Th(h'*Q)
\Tm ! Th(Q4:n)
[ ] % [ ] o <— 0
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définissent le méme 2-morphisme. De méme ’axiome de cocycle pour les 2-isomorphismes de connexion du 2-foncteur
H* nous dis que les deux diagrammes planaires :

[} L L ) [ ] L [ ]
1% * Ik
h L h h ()
1% o o*
AR < |(fh)* et o < Lo |y
fl* ‘U/ f* fl*
e < e [ —
g g

définissent le 2-morphisme. En remplagant dans (1.29) on obtient en fin de compte le diagramme planaire suivant :

1%

g

o <—— 0

Th(Qu)

©z Th(th)
Th(Qyp )

/ (W)

/ﬂ\/ﬂ\

dont la composée fait exactement le second diagramme planaire de (1.27). La proposition est prouvée. C.Q.F.D

1.5.5 L’action des automorphismes sur les équivalences de Thom

On termine cette section par I’étude de la fonctorialité des équivalences Th(s,p) et Thfl(s,p) par rapport aux
paires (s, t). La situation est la suivante. Soit X un S-schéma quasi-projectif. On se donne deux suites :

x—sy-—Lsx et x-—sy-Lsx

avec s, s' des immersions fermées, p, p' lisses et pos = p'os’ = idx. Supposons donné un isomorphisme a : V' ——=V
rendant commutatif le diagramme suivant :

X—>V’—>X

| L

X —-v-—-2LsXx
En utilisant la proposition 1.5.2 et le lemme 1.5.3, on déduit deux 2-isomorphismes :
w(a) : Th(s',p') —— Th(s,p) et w—_1(a) : Th™(s,p) —= Th1(s',p)
ainsi que deux carrés commutatifs :

(1.30) 1———=——>Th !(s,p)Th(s,p) 1————=——>Th(s,p)Th™(s,p)

~l o] e

=11 //w(a) et YA Il—lllw(a) —1cr
Th (3 ,p)Th(s ap) —Th (S ,p)Th(S,p) Th(S 7p)Th (3 7p) —>Th(sap)Th (S ap)
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On vérifie immédiatement que le couple (Th(—),w(—)) (resp. (Th™'(=),w_1(—))) définit un foncteur covariant (resp.
contravariant) de la catégorie des suites X —> o —— X (et les isomorphismes e ~ o) vers celle des équivalences
de H(X). Le résultat suivant est facile; il est laissé en exercice :

PROPOSITION 1.5.20 — Indicons par 1 pour désigner le pull-back suivant un X-schéma : X3 —— X . Les
2-isomorphismes w(ay) définissent un isomorphisme d’autoéquivalences entre l'autoéquivalence (Th(sy,pi))x,»x et
Uautoéquivalence (Th(s1,p1))x,—x, ceci pour les restrictions des 2-foncteurs : H*, H,, L**Hy et ™™H' G la catégorie

(Sch/X).

Supposons maintenant que (s,p) = (s',p'). En d’autres termes, a est un automorphisme du couple (s,p). On a
alors deux automorphismes w(a) et w_1(a) de Th(s,p) et Th™1(s,p) respectivement. On a le lemme suivant :

LEMME 1.5.21 — 1- Les deux composées suivantes :

id(x) —> Th(s, p)Th™L(s, ) ~=> Th(s, p) Th~L(s, p) — > idhi(x)

idh(x) —> Th™1(s,p) Th(s, p) ~—> Th™L(s,p) Th(s, p) — idh(x)

sont égales.
2- Les deuxr composées suivantes :

id(x) —= Th(s, p) Th™1(s,p) "2 Th(s, p)Th (s, p) ——= idh(x)

w-1(a)

id(x) ——= Th™"(s,p) Th(s,p) — Th™" (,p) Th(s,p) — idn(x)
sont égales.

DEMONSTRATION On démontre uniquement la partie 1. Appliquons la premiére composée & Th(s,p). On obtient :

~ w(a)oidoid ~
(1.31) Th(s,p) — Th(s,p)Th™" (s, p) Th(s, p) T Th(s,p)Th! (s,p)Th(s,p) — Th(s,p)

En utilisant les carrés commutatifs (1.30), il est facile de voir que les deux 2-isomorphismes suivants :

_1 w(a)oidoid 1
Th(s,p)Th™" (s,p)Th(s,p) ———— Th(s,p)Th™ (s, p) Th(s, p)

idoidow(a
Th(s, p) Th™ (5, p) Th(s, p) ——— Th(s, p)Th~* (s, p) Th(s, p)

idow_1(a)oid
_—

coincident avec Th(s,p)Th™' (s, p) Th(s,p) Th(s,p)Th™'(s,p) Th(s,p) - En particulier, ils sont égaux. Ceci

montre que la composée de (1.31) coincide avec :

~ idoidw(a ~
(1.32) Th(s, p) —~> Th(s,p) Th~(5, ) Th(s, p) — "~ Th(s, p) Th~1 (s, p) Th(s, p) —> Th(s, )

qui n’est autre que la seconde composée de ’énoncé auquel on a appliqué Th(s,p). Le lemme découle alors du fait que
Th(s,p) est une équivalence. C.Q.F.D

DEFINITION 1.5.22 — Etant donné un automorphisme a : V ——=V compatible avec (s,p), on note w(V,a)
(resp. w_1(V,a)) Vautomorphisme de idyx) définit via l'une des deuz composées de la partie 1 (resp. la partie 2) du
lemme 1.5.21.

LEMME 1.5.23 — Sous les hypothéses de la définition précédente, on a : w(V,a) = w_1(V,a). De plus, si l’on
applique Th(s,p) (resp. Th™(s,p)) & w(V,a) (resp. w_1(V,a)) on obtient w(a) (resp. w_1(a)). De méme, si l'on
applique w(V,a) (resp. w_1(V,a)) a Th(s,p) (resp. Th™ (s, p)) on obtient w(a) (resp. w_1(a)).

DEMONSTRATION L’égalité w(V,a) = w_1(V,a) découle immédiatement des carrés commutatifs (1.30). Les autres
assertions découlent du lemme 1.5.21. C.Q.F.D
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Remarque 1.5.24 — Les deux transformations naturelles w(V, —) et w_1(V,a) sont de variances opposées par
rapport & a. Comme elles sont égales, on déduit que w(V,a.b) = w(V,b.a) ou encore que les w(V,—) commutent
entre elles. Ceci est en fait tout & fait normal, étant donné que Aut(idy(x)) est abélien. Ainsi la représentation

w(V,=) : Aut(s,p) — Aut(idn(x)) se factorise & travers Aut(s,p)/(Aut(s,p))’ avec (Aut(s,p))’ le sous-groupe
distingué des commutateurs.

PROPOSITION 1.5.25 — Indigons par 1 pour désigner le pull-back suivant un X-schéma : X; —— X . Les

2-isomorphismes w(Vi,a1) définissent un automorphisme d’autoéquivalences entre les autoéquivalences identités de
H(X1), ceci pour les restrictions des 2-foncteurs : H*, H,, Li*H et "™™H' 4 la catégorie (Sch/X).

DEFINITION 1.5.26 — Soit # un Ox-module localement lire de rang fini. Soit a un automorphisme de 4. On
posera w(a) = w(V(a)), w_1(a) = w-1(V(a)), w(A#,a) = w(V(A),V(a)) et w_1(M,a) = w_1(V(A),V(a)). Pour
u e I'(X,0%) on posera aussi w(M,u) =w(V(A),V(— x u)) et w_1(M,u) =w_1(V(A),V(— x u)).

Remarque 1.5.27 — Supposons que X est le spectre d’un corps k et soit .# un k-espace vectoriel de dimension
fini. D’aprés la remarque 1.5.24, la représentation w(.#, —) : Gl(.#) — Aut(idn(r)) se factorise par le déterminant

det : Gl( M) —— k> .

1.6 Pureté. Construction du foncteur croisé (H*,H,, H;, H")

On commence la section par un lemme simple qui sera utilisé (ainsi que son corollaire) plusieurs fois dans la suite.
Ce résultat utilise d’'une maniére essentielle I’axiome d’homotopie. Soit X un S-schéma. On considére le diagramme
commutatif dans (Sch/S) suivant :

X —>al <2 EL

NpA

X

avec j I'inclusion de la droite affine épointée E} complémentaire dans Al de la section nulle 7. Voici notre lemme :

LEMME 1.6.1 — Le 2-morphisme :

i!p* S Z*p*
déduit de la composée :
(1.33) ivilpt —2=p* — L i p*

et du fait que la counité i*i, — id est un 2-isomorphisme, est nul. En particulier la composée (1.33) est elle aussi
nulle.

DEMONSTRATION En remarquant que p.i, ~ id, on voit qu’il suffit de prouver que la composée :
q que p , q p q p

*

Paixi'p* : b«p Pslxi™p*

est nulle. Soit i1 : X — AL, la section unité de p. Montrons que le carré de 2-morphismes ci-dessous :

(1.34) Pup* —— > puini*p*
T
D10 p* —— idx,id%

est commutatif (les 2-morphismes désignés par un ~ étant des composées de 2-isomorphismes de connexions). L’axiome
d’homotopie nous dit que le 2-morphisme :

1—">p.p*
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est un 2-isomorphisme. Il suffit donc de prouver que le bord du diagramme suivant :

Pl p* —— idx,id%
est commutatif. Il faut donc prouver que les deux composées :

1—">p.p*

.. . -
Pulxt*p* —— idx.idy

11— p.p*

Dxi1xi]p* ——idx,id%

sont égales. Mais par le lemme 1.1.4 les deux composées ci-dessus sont égales au 2-morphisme d’unité pour I’adjonction
entre idx, et id%. Ceci prouve la commutation du carré (1.34). Donc pour prouver le lemme il suffira de prouver que
la composée :

.. ) .
Puind'p* PuD* Pxi1441D"
est nulle. Mais cette composée provient de la composée :
(1.35) iyitpr — pt — > inilp

par application de p*. Il suffira donc de prouver que la composée de (1.35) est nulle. Par adjonction on est ramené &
montrer que la composée :

ifi.ip* — =iyt == i{p"
est nulle. Ceci est évident” puisque i}i, ~ 0. C.Q.F.D
Voici un corollaire du lemme précédent.
COROLLAIRE 1.6.2 — Soit A un objet de H(X). Lorsqu’on applique i* au triangle distingué :

ii'pr A =2 p A "> ot A" Litpr A1)
on obtient un triangle distingué scindé. En particulier le morphisme :
i*juq" A —" i'p* A[+1]

admet une sectiond.

7On peut voir cela en utilisant par exemple le théoréme de changement de base pour une immersion fermée (voire le lemme 1.4.14)
appliqué au carré cartésien :

) ——X

|, )

i1
X—)A&-

8Nous ignorons s'il existe une section fonctorielle en A € Ob(H(X)) i.e. 8’il existe un 2-morphisme inverse & droite de . On peut montrer
que c’est le cas lorsque le 2-foncteur H* est la théorie homotopique des schémas. En effet, on peut facilement construire une telle section
en utilisant le foncteur "cycles proches" qui sera construit dans le troisiéme chapitre.
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1.6.1 Les 2-morphismes 7

On fixe un diagramme commutatif de S-schémas :

avec s une immersion fermée et f et g des morphismes lisses. On comparera les deux 1-morphismes g* et s'f* de
Morgn(H(Z),H(Y)). Plus précisément on construira un 2-isomorphisme (appelé 2-isomorphisme de pureté) :

(1.36) Im: s'f* Th™'(A)g*

avec A5 le fibré normal de 'immersion réguliére s. Notre outil géométrique est ’espace de déformation au cone normal
qui sera noté C (voir le chapitre 5 de [Ful84]). Rappelons que C est un ouvert de 1’éclaté du sous-schéma fermé Y x 0
dans X xg Ak. Le choix d’un isomorphisme A} ~ Spec(&slt]) induit un isomorphisme canonique entre C' xu 0 et
V(A;.t~1) qu’on identifiera avec V(.4;) via Iisomorphisme —x¢~! : _#; —— _# ¢~ . Dans la suite, un isomorphisme

A% ~ Spec(&s|t]) sera fixé une fois pour toute. La construction du 2-isomorphisme de pureté ne dépendra pas de ce
choix (voir la remarque 1.6.4).
On résume la déformation dans la figure :

(1.37) Y —2= V(A) AL s — = EY
90 fo —Z> 3 f <— .
Z AL
q
p
Z

ot 'on note i les immersions fermées déduites par pull-back de I'immersion de la section nulle de Al et j les immersions
ouvertes déduites de 'immersion du complémentaire E! de la section nulle de Al. Le fait que g est un morphisme
lisse implique la lissité des S-morphismes f et fo. Le 2-isomorphisme de pureté sera déduit d’un certain 2-morphisme
7 juq*[s' f*] —i.[shf3](—=1)[—1] . Cette sous-section est consacrée i la construction et & 'étude du 2-morphisme
.

Voici la construction du 2-morphisme 7. Rappelons qu’on dispose d’un 2-morphisme 6 :

J
[ ] [ ]
[)
Z' / Jx
o — .

défini comme étant 1’'unique 2-morphisme tel que pour tout A dans Ob(H(e)) le triangle :
il A2 A" A it A1)
est distingué (voir la proposition 1.4.9). En composant & droite par le 1-morphisme &' f *p* on obtient un 2-morphisme :
0: jug [ frp ———— i (8 fp)[+1]
D’autre part, on a un premier 2-isomorphisme "évident" :

Jug*8 frpt —= E frgt —= jug*s' f*
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et un deuxiéme 2-isomorphisme "évident" :
i's frpr — shi frpr —= sp fi'p" —= sp f5[-2](~1)

On définit ainsi un 2-morphisme :
(1.38) ™o Jug*[s' ] —————ix[sp 5]~ 1](=1)
par la condition que le carré ci-dessous soit commutatif :

s oexral Py % 6 . odral Fxoox
(1.39) Ju ¥[8 frp7] = 0. [8' ][ +1]

e q*[8' ] —— = ialst 51— 11(-1)
On fait la définition suivante :

DEFINITION 1.6.3 — On appelle 7 : j.q*[s'f*]

i[85 f3][=1](=1) le 2-morphisme composé :

w(g* A t™h)

(1.40) g [8' 7] = Guiducy g5 f7] Juibie ) q*[8' 7] = Guq*[8' ] — i, [sh f5][-1)(—1)

avec t Uindéterminée tel que Ay = Spec(Os[t]) (voir la sous-section 1.5.5 et plus précisément la remarque 1.5.26 pour
la définition de w(q* A5,t71)). Dans le langage des diagrammes planaires, le 2-morphisme 7 est la composée :

1
S0

H(V(A45)) H(Y)

(1.41)

modulo égalité i'p* = (—1)[—2] et le 2-isomorphisme [+1]shf; ~ shfi[+1]. A part 0, tous les 2-morphismes de ce
diagramme planaire sont des 2-isomorphismes.

Remarque 1.6.4 — Le 2-morphisme 7 ne dépend pas du choix de I’isomorphisme AL ~ Spec(&s[t]). En effet, si
on fait un autre choix : A} ~ Spec(&s[t']) il existe une section u € I'(S, %) avec t' = u.t. Les deux isomorphismes
V(As) = C x 1 0 différeront par la multiplication par u. On aura ainsi un diagramme commutatif :

w(q*'/Vsatl_l) .« * ™ . *
————— g[8 ] = desp S (D[]

w( *‘/VSat_l) . *‘ * ﬂ' - *
S g[8 ) sy £ (~1)[-1]

j*q*[s!f*]
w(g* Aeyu™?)
Jeq*[s' f*]

En utilisant que w_; (A5, u™t) = w(Ag,u™t), il est facile de voir que la composée des deux lignes horizontales du
diagramme ci-dessus sont égales.

lw—l(‘/ys’u_l)

]

On peut également déduire de 7 un autre 2-morphisme par adjonction :
(1.42) g[8 ] ——— s fo (-1)[-1]
On notera également 7 ce 2-morphisme.

On prouvera d’ici la fin de la sous-section trois compatibilités pour les 2-morphismes 7 sous leur formes (1.40) et
(1.42). Notons que ces compatibilités sont également vraies pour le 2-morphisme 7.
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Compatibilité avec les restrictions suivant des morphismes lisses

Supposons donné un carré cartésien :

T—>R
y =X

avec v lisse. Les déformations aux cénes normaux sont compatibles. C’est & dire on a un diagramme :

T —> V' k) ap — B, — g
uol V0 ﬂl b3] ,al B
Y —2 > V(A) AL -0 B, —~E\
g fo —>i \ f <—j e f

0 9 g
Ey

avec les carrés cartésiens. On a la proposition :

PROPOSITION 1.6.5 — Le carré ci dessous est commutatif :
W g[8 ] ————— @i[so S5 111 (- 1)
Jea*[t'(f 0 v)*] ———= i[5 (fo 0 v0)*][-1](~1)

Les 2-morphismes verticaux sont de gauche & droite les composées des 2-isomorphismes :

/e e e N e
(et
H(Z) ——~H(X) — = H({) — > H(E}) —H(4})
f S q *
et
th "
H(V(u*A5)) — H(T) —— H(A})
(fOUO)* « US RE‘z!,* us REm: aa
(C*)—l
H(Z) —H(V(A)) —= H(Y) ——H(A})
1o e .

Noter bien qu’il y a des redondances dans les notations : ug = u, 4 = ug, etc.

87
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DEMONSTRATION On construit un diagramme solide & partir du diagramme planaire (1.41) et de :

(fovo)* H

!

to

H(Z) (V(u*A5)) ——— H(T)
4 ﬂ(Em!’*)_l
HAL) —~ H(D)
(fo)*
j*
(1.43) )
PR H(

Ll rrrrirtd

N

T
S

_— - >

o HOR) —— = H(T)
en identifiant les 1-morphismes hachurés ainsi que la face qu’ils délimitent et en reliant les sommets ne se trouvant
pas sur la partie commune par des 1-morphismes f*, f*, f* et & (qu’on notera f* dans cette preuve pour simplifier)
et en mettant sur les nouvelles faces créées des 2-morphismes de connexions ¢* si cette face est un triangle ou un
2-morphisme d’échange (Ez: ou Ex** ou Ez'*) si cette face est un carré. On invite le lecteur & se convaincre qu’il
existe une unique fagon de construire un tel diagramme solide et que la proposition équivaut & dire que ce diagramme
solide est commutatif. Pour prouver la commutation de ce diagramme on utilise sa subdivision naturelle en diagrammes
solides du type :

p 'y % 9

il [+1]

=
S
X

., B
j* ° Jx ° o
2! 7 ° 5
/ f* % ?' f* % 7 f*
[ ] J* [ ] [ ] ?ﬁ [ ] ?ﬁ

Iy 7

La commutation du premier cube est le contenu de la proposition 1.4.19. Pour prouver la commutation des cubes du
deuxiéme type on fait comme dans la preuve de la proposition 1.5.11°. La commutation des cubes du troisiéme type et
des solides du quatriéme type découle de ’axiome de cocycle. La commutation des solides du cinquiéme type découle
de la compatibilité des morphismes d’échange Ez', avec la composition horizontale des carrés. Enfin la commutation
du dernier solide découle de la proposition 1.5.25. La proposition est prouvée. C.Q.F.D

9Plus précisément on utilise "la technique" d’insertion d’une face diagonale découpant le cube en deux solides commutatifs
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On a également ’énoncé analogue pour la forme (1.42) du 2-morphisme 7 :

PROPOSITION 1.6.6 — Le carré ci dessous est commutatif :

wi* juq* s f1] = ud[s{ f31[-1](—1)

| l

™

*jela*t (f o v)*] ————[to(fo 0 v0)*][-1](~1)
Les 2-morphismes verticaux sont de gauche a droite les composées des 2-isomorphismes :

H(EL) "> H(AL) — H(T)

et

Compatibilité avec les restrictions quelconques au niveau de la base

On considére la situation suivante. On prend un diagramme commutatif :

y —2=Xx

NI

Z

89

avec f et g lisses et s une immersion fermée. On suppose donné un S-morphisme dans (Sch/S) : z' —%= 7 . On

forme le morphisme de diagrammes :

s

Yy —= X Y =Y xz2' —2>X'=Xx,2'
9 f -~ ) f!
g
Z A

Les déformations aux cones normaux associées aux deux immersions fermées sont compatibles dans le sens qu’on a

des morphismes de diagrammes commutatifs :

Y 2= V(A) Y 2> V(a" ) B}y — > Ek E}, —— B,
ao ’ - a -
g0 fo S — 96 fo g f é \ fl

Z z' EL Ey,
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A%/ _5> C A%” ; C!
d i
§ f B — g f

AL AL,

On a la proposition :
PROPOSITION 1.6.7 — On a un diagramme commutatif de 2-morphismes :
@ juq*[s' f*] ———— @[5 /5]
juq* [Sllfl*]a* T o i*[36! 6*]0’*

Les 2-morphismes verticaux sont de gauche & droite les composées des 2-isomorphismes :

H(Z') L H ()= M) L HEL ) L AL )

Ez** E:c!’* Ez** Ee*

et
* !
4 SI

H(Z") —0>H(V(a*%))—O>H(Y’)i>H(A§,)

| *
Ez** Exz—* * Ez} ~ %

ag N a; N a N

H(Z) —=H(V(A)) —= H({Y) ——H(4})
I 56 Ta
DEMONSTRATION On construit un diagramme solide & partir de (1.41) et de :

1% 1!

®— H(V(a*45))

(1.44)

en reliant les sommets par des 1-morphismes a*, a*, @* et af (qu’on notera a* dans cette preuve pour simplifier) et
2 2 2 . 4 1 . .

en mettant sur les nouvelles faces (carrées) créées des 2-morphismes d’échange (Ex} ou Ez*’ ou Ez**). On invite

le lecteur & se convaincre qu’il existe une unique fagon de construire un tel diagramme solide et que la proposition
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équivaut & dire que ce diagramme solide est commutatif. Pour prouver la commutation de ce diagramme on utilise sa
subdivision naturelle en cubes solides du type :

[ ] [ ]
a* a* 7% %
o — = @0 o ——————— >0
.
. 3 . ; [+1] a* a* a* a*
*
¥ P*
j* i [+1] e ——— > e@ 2! e ——— > e ?*
" !
J* ° e 7% 7
2! [ Y R Ve . — >
* * ! Px
a a % ta* % a*
° ° e — - e e — - e

ainsi que le solide :

[ ] a* [ ]
w(qgHe, 3 w(g At
[ ] [ ]

a*

La commutation du premier cube est le contenu de la proposition 1.4.19. Pour prouver la commutation des cubes du
deuxiéme type on fait comme dans la preuve de la proposition 1.5.11. Les cubes du troisiéme type sont commutatifs
par axiome de cocycle. Enfin le dernier solide est commutatif par la proposition 1.5.25. La proposition est prouvée.
C.Q.F.D

On a également ’énoncé analogue pour la forme (1.42) du 2-morphisme 7 :

PROPOSITION 1.6.8 — Le carré ci-dessous est commutatif :
a*i*juq*s' fr ———— agsp f5[-1)(=1)
Pjuq"s" "0 ———— s’ fy"ag [~ 1](~1)

Les 2-morphismes verticaux sont de gauche & droite les composées des 2-isomorphismes :

Jx i

H(E}) — H(A}) — H(T)

H(Z) 7 H(X) —=H({) — = H(E;) —=H(A;) ——=H(Y)
s q *
et . '
0 50
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Compatibilité avec les sections a support

On garde les notations du paragraphe 1.6.1. On supposera en plus que le S-morphisme a est une immersion fermée.
On a alors le résultat suivant :

PROPOSITION 1.6.9 — On a un diagramme commutatif de 2-morphismes :

; 1"oerx ! 7T - gle !
Jxq*s" f*a’ ————i,s) fi*a

l |

Al . 1 Al 1
@jugts [ @i fo

Les 2-morphismes verticaux sont de gauche & droite les composées des 2-isomorphismes :

H(Z) e — e h —L e ) LAl
N N e W e N
H(Z) = H(X) — H(Y) — H(E} ) — = H(AL)

fr s q J*
et

1% 1!

0 S0 &
H(Z')—H(V(a*4;)) —H(Y') ——=H(A})
ag W ey N aj Ny

H(Z) ? H(V(A%)) g H(Y) — H(A})

DEMONSTRATION On construit un diagramme solide & partir de (1.41) et de :

1%

H(Z') ——

(1.45)

en reliant les sommets par des l-morphismes a', @', @' et aé (qu’on notera a' dans cette preuve pour simplifier) et
en mettant sur les nouvelles faces (carrées) créées des 2-morphismes d’échange (Ez', ou Ez"' ou Ez"*). On invite
le lecteur & se convaincre qu’il existe une unique fagon de construire un tel diagramme solide et que la proposition
équivaut & dire que ce diagramme solide est commutatif. Pour prouver la commutation de ce diagramme on utilise sa
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subdivision naturelle en cubes solides du type :

° °
1 1
a a 7 7
° ° o — >
! ! 1 ! 1
? . ' ! 1
. ° Z*[—}-l] a a a a
% . ° —7*> 2! ° —7*> ° Pk
J i [+1] l ?
! lf)*
J L4 L4 , M 7% M 9e ¥
a a / 3 a / - a
° Fi ° — ° ° —
* [ [

ainsi que le solide :

[ ] a ! [
L] [ ]
!
a

La commutation du premier cube est le contenu de la proposition 1.4.20. Pour prouver la commutation des cubes du
deuxiéme et troisiéme type on fait comme dans la preuve de la proposition 1.5.11. Enfin, la commutation du dernier
solide vient de la proposition 1.5.25. La proposition est prouvée. C.Q.F.D

Notons que ’analogue de la proposition précédente pour le 2-morphisme :
Tt s sy (D[ 1]
fait intervenir le 2-morphisme d’échange :
E.’L'!’* . i*a! [N Cl!?:*
Comme i est une immersion fermée on ne sait pas que que Ez"* est un 2-isomorphisme!?. Pour cela on n’établira pas
cet analogue de la proposition 1.6.9.

Compatibilité avec ’oubli de structure

Le résultat de compatibilité ci-dessous est encore plus simple que les deux derniers. En fait il est complétement
trivial mais on a préféré le mentionner. On suppose donner en plus des donnés de base de cette sous-section un
S-morphisme lisse :

b: Z——B

On s’intéresse & comparer les deux 2-morphismes 7 associés aux deux diagrammes commutatifs :

y =X et y 2= X
W/, L
Z B

10En fait il en est un par un argument de transversalité.
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La déformation au cone normal du second diagramme se résume dans la figure :

Y —%V(A) A, ——C Ey — > E
bogo bofo —z> Bog} Eo‘f % ~o~ bo f
B Ay
\ q
P
B
On a la proposition :
PROPOSITION 1.6.10 — Le diagramme de 2-morphismes suivant :
Jeq*[s'(bo )] ———iu[sg(bo fo)*](=1)[1]
B8 )b ———— iu[so f51b* (1) [-1]

est commutatif. (A faire attention que les deux 2-morphismes © sont associés a deuz triangles de S-schémas commu-
tatifs différents).
1.6.2 Le cas particulier d’un fibré vectoriel sur Y

On se place dans la cas particulier suivant. On suppose donné un fibré vectoriel :
f:V=V(H)—=Y

ol ./ est un Oy-module localement libre de présentation finie. On notera s : Y ——= ¥/ la section nulle de f. On a
un triangle commutatif de S-schémas :

Y\i:@

Le faisceau normal & s est canoniquement isomorphe & .#. On le notera comme dans la sous-section précédente A;.
La déformation au cone normal est résumée dans la figure ci-dessous :

i . J _
\ f < - \ f
Aly Ey
q
P
Y

Ce qui est spécial & la situation est le lemme suivant :
LEMME 1.6.11 — Soit t lindéterminée tel que Ay = Spec(&s[t]). On a alors une égalité de A, -schémas :
C=Vp*at)

(avec p la projection : A}, ——=7Y )
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DEMONSTRATION 1l s’agit d’un calcul élémentaire. Par définition méme C' est un ouvert de I'éclaté de 0 x Y dans A},
qui est affine sur A}, est qui est donné par le spectre de la é’p;—algébre quasi-cohérente :

Spec(D (O, t+ M .Op ) [t') = Spec(d (Op, + Mt~ .0n )') =Spec( D> Mt .04)

i>0 i>0 i,j>0

En utilisant le fait que Op C Oy .t~! on voit que A7t~ C A"+~ 7. On obtient en fin de compte que C est
égal au spectre de la ﬁA%/ -algébre :

N Ou Mt =N Op M= O M

i>0 i,k>0 i>0

Mais C est aussi le spectre de cette algébre vue comme ﬁA%/ -algébre. Le résultat est maintenant clair. C.Q.F.D

Remarquons que via I'identification du lemme précédent 'isomorphisme de E}, -fibrés vectoriels El, —— C x 1 E!

induit par j correspond & l'inverse de V(¢*.# C ¢*.#t™"). Notons b: ¢ —— A}, Disomorphisme :

V(—xt"1)

C = V(p*.at™?) V(p*. ) = AL,

On a alors un carré cartésien :

E, —Ej

c—2> Al

avec u l'inclusion évidente et ¢ I'isomorphisme de fibrés vectoriels :

V(—xt~1)

E, =V(¢*4) V(g*4) =Ky

De plus, Iisomorphisme canonique A4; —— _# induit 'isomorphisme V(A;) ~ V(.#) = V qui n’est autre que le
pull-back de b suivant I'immersion de la section nulle de A'. On a en fin de compte un diagramme commutatif & carrés
cartésiens :

V(A) — > 0~ E

|k

VA, <—E

Dorénavant on notera w par j et ¢ par i. La déformation au cone normal est alors isomorphe 4 :

Y =V Ay —- Ay E, ——~E}
Y AL E}
/
p
Y

L’isomorphisme étant induit par I'identité sur Y, Al et E} ainsi que les isomorphismes a, b et c.
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On déduit de 14 un diagramme commutatif'! :

J*g'f*q* > j*j*glf*p* 4 5 Z*Z'E'f*p*[—l—l] s Z*S'f*l'p*[—f-l]

Ew'l le' le' le'

Jufet gt —= g8 frpt = i3 [+ 1] —— dusa” fri'pt 1]

B g —— juj* frpr —————— '8 frpr 1] —— s Syt [+1]
Remarquons d’autre part que la composée :

g!f* Eml’; g!c*f"* c* > §'f*

est par définition le 2-isomorphisme w_;(c¢) sur les équivalences de Thom inverses qui est égale a ’automorphisme
woi(¢* At = w(g* A, t") du foncteur identité de H(EL ) appliqué a Th™'(¢*.#) (voir le lemme 1.5.23). On en
d’eduit donc le diagramme commutatif :

Jeidu(y)q" 8 [* —— juidn, )3 1 == 3 ¢
l/E:c!’*
wla 1) w3 e frg
j*idH(]E;)q*S!f* . J*ldH(]E},)glf*q* ____ j*glf*q*

En mettant ces deux diagrammes ensemble, on a ainsi démontré la commutativité du carré suivant :
sk * 0 ; L
g[8 f¥] —— [ f] (= D) [~1]
w(g™ A ,%)J/
G [8' 7] = islso 51 (= 1)[~1]

En remarquant que w(q* A;,t~ ) = w(q*.#,t~!) on obtient la proposition suivante :

PROPOSITION 1.6.12 — Notons a : V(A;) ——= 1V Uisomorphisme canonique induisant un isomorphisme

s'f* ~ sy f§. Le triangle suivant :

Gu a8 f*] — = islso f1 (=D [-1]

' [glm/

est commutatif.
Voici un corollaire de la proposition 1.6.12 :
COROLLAIRE 1.6.13 — La composée des 2-morphismes suivants :
s ——i*juq’s' f* —— 50 f5 (=1)[-1]

est nulle. De plus ces deux 2-morphismes constituent deux cotés d’un 2-triangle distingué.

110n fera attention que le symbole c* est utilisé dans ce diagramme pour désigner deux objets distincts : le 1-morphisme H*(c) et le
2-isomorphisme de connexion du 2-foncteur H*.
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1.6.3 Le 2-isomorphisme de pureté

On reprend les notations de la sous-section 1.6.1 surtout le diagramme (1.37) décrivant la déformation au cone
normal. On va construire & partir de 7 un 2-isomorphisme :

(1.46) I: s'fr ———sif;

ou avec le langage des diagrammes planaires, une face carrée inversible :

(1.47) fo 7 s'
II

C’est presque le 2-isomorphisme de pureté recherché. En effet, pour obtenir le 2-isomorphisme de pureté (1.36) (qu’on
notera également II) :

m: f Th' (A"
on remarque que fy est égal & la composée : fy = pr o g avec pr la projection du fibré normal sur Y :
pr: V(A) ——=Y
et on compose (1.46) & droite avec le 2-isomorphisme :
shfs — shpr*g” = Th™ (A)g"
Dans la suite on étudiera essentiellement le 2-isomorphisme de pureté sous sa forme (1.46). Pour le construire, on
procéde en deux étapes. On construit d’abord pour tout objet A de H(Z) un isomorphisme dans H(Y") entre s'f*(A)

et s, f3(A) sans se préoccuper de la fonctorialité de la construction par rapport & A. En utilisant 1’existence de tels
isomorphismes pour un diagramme bien choisi on prouve que la composée des 2-morphismes :

p*[s' ] — jua"[8' f*] — = i[5t f51(— 1) [-1]
est nulle. On utilise ceci ainsi que le corollaire 1.6.2 pour déduire une unique factorisation de 7 :
Juq* 8 f*] — iu[s' 1= D)[-1] — i[5 1= D)[-1]
et de 1a notre 2-isomorphisme II.
Soit A un objet de H(Z). On part donc du morphisme :
i*juq”[s' 7 Al — s [FA(=1)[-1]
D’aprés le corollaire 1.6.2, on sait que le morphisme :
i*juq’ (s f*A] = 8 f* A(=D)[-1]

admet des sections. On choisit une section o4 : s'f*A[—1](—=1) — i*j.q*[s' f*A] et on définit 74 par la composée :
J«q

8T A[1)(—1) == g[8 £ A] — s f A= 1)(-1)
Ce morphisme!'? dépend donc & priori du choix de la section g4. On a le lemme :
LEMME 1.6.14 — Pour tout objet A de H(Z) et toute section o4 (comme ci-dessus) le morphisme :

Ta: s f*A——=s)fiA

12Bjen siir, le morphisme 74 n’est autre que le 2-isomorphisme II évalué en A. Sauf qu’on n’a pas encore construit le 2-isomorphisme de
pureté II.
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est un isomorphisme. De plus, si on se donne un carré cartésien :

T—=R
Y—3>X

avec v lisse, on peut choisir la section :
o 8 (f ov) A[=1)(=1) —= i*jug"s'(f 0 v)* A
de telle sorte que le carré suivant (voir les notations de 1.6.1) :

wsfrA—— > ugshfrA

Ea:!’*l lE‘z!’*

to*f*A thug fr A

(C*)—ll l(c*)—l

£(f 0 v)* A ———>1}(fo o vo)* A

soit commutatif.

DEMONSTRATION On divise la preuve en deux étapes :

Etape 1: On commence par prouver la derniére assertion du lemme. D’aprés la proposition 1.6.6 on a un diagramme
commutatif :

(1.48) Wit fugts A ——T s f5 A(=1)[-1]
P*jegtttv* fXA tovg fo A(=1)[—1]
*juq*t' (f ov)* A - o(fo 0vo)*A(=1)[~1]

1l suffit donc de choisir la section o’y : #(f o v)*A(=1)[-1] ————— i*j.g*t'(f ov)*A de telle sorte que le dia-
gramme :

FA(=1)[-1] ————— u*i*jugs A
to* f*A(-1)[-1] P jeq tvr frA

| o

t!(f ° ’U)*A(—l)[—l] ............ (.7..4. ......... > i*j*q*t!(f ° ’U)*A

soit commutatif. Mais comme les fléches verticales sont des isomorphismes on voit que le choix d’une section o4 :
s' f*A[-1](=1) — i*j.q*s' f*A détermine une section'® o'y : #'(f o v)*A[—1](=1) — i*j.¢*t'(f o v)*A et celle
l& convient.

Etape 2 : Prouvons que 74 est un isomorphisme. Par le corollaire 1.4.4 il suffit de prouver ceci localement pour la
topologie de Nisnevich sur X. Soit
v: R=U1]]...]1IUn——=X

1371 n’est pas complétement évident que le morphisme d’, est une section & §. Pour démontrer ¢a, il faut utiliser un diagramme commutatif
analogue au diagramme (1.48) avec des 2-morphismes 6 3 la place des 2-morphismes .
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un recouvrement Nisnevich de X. La premiére étape de la démonstration montre qu’on peut choisir une section o'y de
facon que le morphisme 74 = 6 o 0’4 rend commutatif le carré :

u*s' f*A———ulshfr A

.

#(f ov)* A —=1th(fo o vg)* A

On voit donc que pour prouver que 74 est un isomorphisme il suffit de prouver que 7/ en est un. Il suffit de prouver
ce que ’on veut pour chaque U;. Quitte a remplacer X par chacun des Uj;, il vient qu’on peut supposer qu’il existe un
carré cartésien :

Y ——= X

l |

Z—Z>Ag

avec h lisse et z la section nulle. Considérons le diagramme de 2-morphismes :

* 0% s,k ok )k ™ * 0%
g()z/r —>QOZ Jxq 2T %QOZOTO[_]‘](_]‘)
8 g = s f3[-1](-1)

avec r : AL —— 7 la projection canonique (les 2-morphismes verticaux étant les 2-isomorphismes habituels). On
voit facilement que le carré de gauche est commutatif. En invoquant encore une fois la proposition 1.6.6 on voit que le
carré de droite est aussi commutatif. Donc le diagramme total est commutatif et par le corollaire 1.6.13 appliqué au
triangle :

Z—Z>A%

N

Z
la composée :
2 —— gt —— z2org(=1)[-1]
est nulle. On en déduit donc que la composée :
s —= g s' T — = 5o f5 (=1)[-1]

est aussi nulle. Ceci montre en particulier que 74 est indépendant du choix du scindage o 4. Finalement puisque g§ est
un foncteur triangulé on voit par la deuxiéme partie de 1.6.13 que pour tout A la suite :

$'f*A——=i"juq*s f*A—" s; fg A(=1)[-1]
constitue deux cotés d’un triangle distingué. Ceci prouve que le morphisme 74 est forcément un isomorphisme. C.Q.F.D
L’énoncé suivant est une conséquence directe de 1.6.13 :

PROPOSITION 1.6.15 — Supposons que l'immersion s : Y — X est Uinclusion de la section nulle d’un fibré

vectoriel sur Y. On note a : V(A;) —— X Uisomorphisme canonique de Y -schémas entre X et le fibré normal a

Vimmersion s. Pour chaque A de H(Z) et tout scindage o4 lisomorphisme T4 : s'f*A——s\fi A est égal a la
composée :

Eab*
sS'f*A "> sha* f*A——=shfe A

En particulier il ne dépend pas du choiz du scindage.

La proposition suivante contient I’argument clef permettant la construction du 2-isomorphisme de pureté :
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PROPOSITION 1.6.16 — La composée'* des 2-morphismes :
P8 = juqts f* — sy f3 (- 1)[-1]
est le 2-morphisme nul.

DEMONSTRATION La démonstration se fera en plusieurs étapes :

Etape 1 : Réduction du probléme. 1l suffit bien str de prouver que la composée des morphismes :
“sUFA = g [P A — sy G A(=1)[-1]

est nulle pour tout objet A de H(Z). Par la construction méme du 2-morphisme o (voir le diagramme (1.39)), on a
un carré commutatif & fléches verticales des isomorphismes :

Jug*s P A — iush fEA(-1)[-1]

| |

*J*é'f*p*A—>z 7§ f* *A[+1]

On forme le diagramme :

K0

{\

w

(1.49) P8 A > jugts A —F g s A s f A(=1)[ 1]
~.

| |

g!f*p*A > j*j*§!f*p*z4 . - Z*Z'.é'f*p*A[+1]

La composée des fléches horizontales inférieures est nulle étant donné qu’ils constituent deux cotés d’un 2-triangle
distingué (voir la proposition 1.4.9). On veut prouver que la composée des fléches horizontales supérieures est nulle et
on sait que les fleches verticales pleines sont des isomorphismes. Il suffit donc de construire un isomorphisme :

(1.50) a: §!f*p*A —>p*s!f*A
rendant commutatif la partie gauche du diagramme (1.49), ou encore le diagramme obtenu par adjonction :

sk ok ! ek *!*w(q*./Vs,%*!*
IS frA——q'sfrA——¢q's f*A

o |

*A'f* * A *A'f* * A

En utilisant la définition de la premiére fléche verticale pleine de (1.49) (voir le début de la sous-section 1.6.1) on voit
que I'isomorphisme j*(a) doit coincider avec la composée :

* ~ *, % ' »¥—1 w(q 7N ) *
(]__5]_) *Alf*p*A o Sj*f*p*A ¢ §!f*q*A Bz S g!q*f*A ); q*'s ‘f* <~ Ot S'f*A ¢ j*p*s!f*A
Le reste de la preuve est consacré a la construction d’un isomorphisme a comme dans (1.50) tel que I'isomorphisme
j7*(a) soit égal & la composée de (1.51).

*

Jad*pr ——> juq* .

141 ,e premier 2-morphisme n’est autre que le 2-morphisme évident qui provient de : p
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Etape 2 : Application du lemme 1.6.14. Dans cette étape on applique le lemme 1.6.14 au triangle suivant :

al
8
Py —= ¢

N

Py

avec C' lespace de déformation au cone normal associé & 'immersion s mais paramétré par la droite projective (au
lieu de la droite affine!). On supposera que le cone normal de s se trouve au dessus de la section o = [1 : 0] de P},.
On notera A (resp. A3, etc) le faisceau normal de 'immersion §' (resp. §, etc) de tel sorte qu’on a un triangle
commutatif :

al
8

P}, — V(A1)
N
90
Py
On appellera [ la projection de la droite projective : P} —— ? . Soit A l'objet de H(Z) fixé dans la premiére étape.
Le lemme 1.6.14 (appliqué & [* A) nous dis que modulo le choix d’une section, on peut trouver un isomorphisme :
(152) /f-’ . §I!f’*l*A ~ . §Sf6*l*A

On a une immersion fermée de losanges commutatifs d’immersions ouvertes :

1o
A
Q

Ay
7N
Ey Py
N
Ay Ak

L’immersion ouverte j' est complémentaire & la section nulle. L’immersion ouverte u' est complémentaire & la section
a linfinie. L’immersion j est celle qui figure dans le diagramme (1.37). Les immersions s seront notées §', §', § et 3,
etc. En passant au cone normal, on a une immersion de losanges d’immersions ouvertes :

Y V(A3)
J u J u
Ey / \JP’% 2 V(g* A) V(Aar)
W A
Y

A

T

A V(p* A5)

Les immersions sg seront aussi notées SOI SOI 50 et Sp, etc. En utilisant la seconde partie du lemme 1.6.14, on déduit
7 7 ) Pl
de (1.52) trois autres isomorphismes :

- A frrA———— 3 fr A

_ gl!f'l*p*A T S §8f6*p*A ,

_ g!f*q*A T S §E)f(>]kq*A7
ainsi que des carrés commutatifs. Bien entendu, le morphisme f' n’est autre que la projection de AL sur AL. Les
autres morphismes ont tous été définis soit durant la preuve soit dans le diagramme (1.37).

Etape 3 : L’somorphisme 7. On va déduire de 7' un isomorphisme'® 7 : §'f*4 —— sy fyA . On commence par

définir un isomorphisme qu’on appellera (par abus de notations) "p*r” : p*s'f*A —— p*sl f§ A en imposant la

15Bien str le lemme 1.6.14 nous donne de tels isomorphismes, mais ’isomorphisme 7 qu’on va construire, jouira d’une propriété spéciale
qu’on ne saurait attraper en appliquant tout simplement 1.6.14.
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commutativité du carré :
p's fr A ——>psh fA
§”f’*p*A ~ . ggf(l)*p*A
Le morphisme p n’est autre que la projection de la droite affine. Les isomorphismes verticaux sont des composées de

2-isomorphismes de connexions et de Ez'*. En utilisant I’axiome d’homotopie!®, on a pour U et V dans H(Z) des
isomorphismes :

hom(p*U,p*V) ~ hom(U, p,p*V) ~ hom(U, V)
1l existe alors un unique isomorphisme :
(1.53) T: S!f*A—>SE)f(TA

Mk,

tel que p*(7) = "p*7”.
Ainsi, on dispose en plus des quatre isomorphismes 7/, 7/, 7 et 7 d’un isomorphisme 7. Dans la suite, le lecteur
pourra bien oublier les isomorphismes 7/ et 7' : on se servira uniquement des trois isomorphismes :

T, T et T

ainsi que les deux carrés commutatifs :

7

(1.54) g A——=3foq" A §frqrA sfoarA
CSPATT s A i AT e A

Précisons ici que nous avons considéré ’espace de déformation C’ paramétré par P! uniquement dans le but d’obtenir
simultanément ces deux carrés commutatifs (ceci n’étant pas possible en appliquant directement le lemme 1.6.14).

Etape 4 : Construction de l’isomorphisme o. On dispose d’un isomorphisme évident e : V(A5) —— V(¢* .A;)
induit par le carré cartésien :

B}, — B

vy —2 o x

Par le lemme 1.6.17 ci-dessous, il existe un isomorphisme b : V(A;) —— V(p*A5) . Les isomorphismes e et b s’insérent
dans un carré cartésien d’isomorphismes de fibrés vectoriels :

V(Az) ——= V(g ;)

Nl lV(xt‘l)
bXA\l IEl

V(5" As) — V(g A5)
On a donc un carré commutatif d’équivalences de Thom inverses :

w—1(e)

Th'(¢* A5) Th™'(A)
w—l(q*'/ysvt_l)T T
w_1 b A ]El
Th(g* Ag) 22205 11 e g

16Par le choix de I’espace de déformation au cone normal paramétrisé par la droite projective.
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Ceci permet de considérer le diagramme commutatif suivant :

¢*Th™ ' () g* — Th™ ' (¢* #3)§*¢* —— Th™ " (A)§*¢*
w_l(qw,t—l)T Tw_l(qw’t_l) T
¢ Th 1 (A)g* ——Th ' (¢* A)g*¢* —— Th ' (j* 4:)5*¢*

T | T

ok - * . - Ak K 1()* *
PP Th™H(A)g* — i*Th ™ (p* A;)§ e YA p

Gl ARG 3 : okl Pk Al Fxo % * o1 £k =1 % Ang -
Ainsi en définissant les 2-isomorphismes : p*sg fo — 5, fip* et q*sofs — 5, f;q* par les composées :

_ _ e w=1(0)
p*shf = p*Th  (A)g* —= Th™ (0" A5)§"p* —— Th™' (H)§*p* ~ 5 fup*

_ — ~ % w-1(e) ~% % Sl Pk
g*shfy ~ ¢ Th™ () g* — Th ™ (g* )" q" —> Th™ ' (M) ¢* ~ b fiq

On obtient un diagramme commutatif :

(1.55) JE fepr =—— D sofs ~—— "o fe
l J{w_l(q*%,t‘l)w(q*ﬂs,t‘l)
shfea a*shfg

On prend pour «a la composée des isomorphismes suivants :
a: @ A—= S fopr A= pisi fe A< ps'frA

Prouvons que ce a convient, c’est & dire que si 'on applique j* on obtient bien I’isomorphisme composé (1.51). Pour
cela, on remarque (en utilisant le second carré de (1.54) ainsi que (1.55)) que I’on a un diagramme commutatif :

*A'f**A >J*A'f**A< qSOOAE q f*A

l l J{w(q*/"sy%) lw(q*ﬂs,%)

#fqrA Sl A——— sy lfA<—q's'f A

11 suffit alors de prouver que la composée :
§ A= G fsr A~—q*shfgA<"—q*s'f*A
est égale au morphisme évident :

< Fx % = o ek B! * o] £x
Sff¢*A——=§¢" f*fA——¢*s' f*A

En d’autre termes il faut que le carré :

2! Fx 7-A;~!~**
§f*qrA Sofo4a

]

05 [T A —=ash i A
soit commutatif. Mais ceci est exactement le premier carré commutatif dans (1.54) de 1’étape précédente. C.Q.F.D

Pour terminer la preuve de la proposition 1.6.16 il nous reste & établir le lemme suivant :
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LEMME 1.6.17 — Le faisceau normal de limmersion § est canoniquement isomorphe a (p* )t~ avec t Uin-
déterminé tel que AL = Spec(Os(t]). De plus, isomorphisme de fibrés vectoriels V(j* N;) —— V(A3) =~ V(q* A5)

correspond via cette identification @ — X t=1 1 ¢* ANy — (¢* A;).t™' . On a ainsi le carré cartésien :

V(=xt™)
V() ~ V(g* H) — = V(g* )

| I

V(A%) V(p*As)

avec j les inclusions évidentes et b l’isomorphisme induit par — X t : p* Ny — (p* )t = A

DEMONSTRATION Notons .# C Ox le faisceau d’idéaux définissant I'immersion fermée s : Y —— X . Le schéma C
correspond a l'ouvert affine (relativement & X) associ¢ & ¢ dans I'éclaté de l'idéal Oy S + Op .t C Oy . Ainsi, le
Ak -schéma C est le spectre de la &x|[t]-algébre quasi-cohérente :

(Ox[t]..# + Ox[t].t)} Yo Ox[t]. 742 B 7
oc=Y : =3 : =3 > ox[tl.srr =) Ox[t(=)
i>0 t i>0 t i>0 utv=i i>0

De plus I'idéal de 'immersion fermée §: Aj, —— (' est égal & :

= Zﬁx[t]-(z)z

i>1
On a un isomorphisme canonique de ﬁAﬁ( -modules :
/
5 Ox[t].(— 54
o) LD e
M= = &y
Oc-(7) Zﬁ’x[t =) Ox|t].( ﬁZﬁx[t]
i>2 i>2
54 SI? . . . . .
On vérifie facilement que Ox|[t]. - N Z Ox|t].( = 0x [t]T On a ainsi construit un isomorphisme canonique

de ﬁAg( -modules :
(M) 471 = Ox[t].(F ) IVt ——= H;

cet isomorphisme provient d’un unique isomorphisme de ﬁA%, -modules. Les autres assertions du lemmes découlent
immédiatement de la construction. C.Q.F.D

Remarque 1.6.18 — Faisons une remarque sur la démonstration de la proposition 1.6.16. Le fait d’avoir utilisé
I’espace de déformation paramétré par la droite projectif semble indiquer qu’on aurait mieux fait d’utiliser cet espace
depuis le début! Ceci n’est pas forcément vrai. En fait on est obligé de passer par les deux espaces de déformation
puisque :

— La réduction de I’étape 1 n’est pas utile si on travaillait avec 'espace de déformation paramétré par la droite
projective car un isomorphisme a entre § f*p* et p*s' f* n’aurait pas existé!”

— Si on travaillait exclusivement sur ’espace de déformation paramétré par la droite affine on n’aurait pas pu
utiliser 'axiome de I’homotopie dans ’étape 3 pour descendre 'isomorphisme 7.

On est en mesure maintenant de prouver le théoréme :
THEOREME 1.6.19 — On garde les notations ambiantes (spécialement ceuzr du lemme 1.6.14). 1l existe un unique

2-morphisme :

II: s!f*—>si)f6“

17En effet le faisceau normal 3 § (dans le cas de I’espace de déformation paramétré par la droite projectif) n’est pas isomorphe a p* N
mais plutot & p* N ® &(1).
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rendant le triangle :
Jugts fr ——————=iusi fg (- 1)[-1]
l /
/L*S‘f*(_l)[_l]
commutatif. De plus ce 2-morphisme est un 2-isomorphisme.
DEMONSTRATION En effet soit A dans Ob(H(Z)). En utilisant le triangle distingué :
q*s' f*A—= jug*s' f*A — s frA(-1)[-1] —
et la proposition 1.6.16, on déduit (par les axiomes d’une catégorie triangulée) pour tout A une factorisation :
g8 frA ————— sy fe A(-1)[-1]
l /
ivs' f*A(=D)[~1]
Le morphisme II provient d’un unique morphisme :
II: s'f*A——=s}ftA
11 suffit de prouver que le premier morphisme II est unique. Pour cela on applique ¢* au triangle de I’énoncé :
*jug*s' f*A — &' fA(=1)[-1] — sy fgA(=1)[-1]

et on utilise le fait que i*j.q*s'f*A ~ s'f*A @ s' f*A(—1)[—1]. Il reste & prouver que ces morphismes définissent un
2-morphisme (i.e. une transformation naturelle). Soit une fléche dans H(Z) :

A——B

On a un diagramme :
*jug*s' frA—— s fA-D)[-1] — sp foA(=1)[~1]

| l |

i*juq*s' f*B ——s'f*B(—=1)[-1] — s foB(—1)[—1]

Le carré total et le petit carré de gauche sont commutatifs car les fléches horizontaux proviennent d’un 2-morphisme
dans les deux cas. Mais comme i*j,q*s'f*C ~ s'f*C @ s'f*C(—1)[—1] pour C égal & A ou B, on a également la
commutation du petit carré de droite. Ceci montre que II est une transformation naturelle. Enfin, pour voir que II est
un isomorphisme pour tout A il suffit de remarquer que II appliqué & A coincide avec les 74 du lemme 1.6.14. C.Q.F.D

On termine cette sous-section par des résultats de compatibilité pour les 2-isomorphismes :
SIS s fy

I s ——Th (K)g"
Rappelons que le deuxiéme 2-isomorphisme est obtenu & partir du premier en faisant la composition :

(1.56) s'f* shfs —== shpr*g”

avec pr: V(A4;) ——=Y la projection du fibré normal de I'immersion s. Ces résultats de compatibilité sont dérivés
des trois résultats de compatibilité pour le 2-morphisme 7« de la sous-section précédente.

PROPOSITION 1.6.20 — (Compatibilité avec les restrictions suivant des morphismes lisses) Sous les hypothéses
de 1.6.1 on a un carré commutatif :

II
us' f* —H > ugsh i

| |

t(f o v)* —= to(fo 0 vo)*
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Les 2-morphismes verticaux sont de gauche a droite les composées des 2-isomorphismes :

U*S!f* Ez% t!’l}*f* ¢ t(fo'l))*
(C*)_ll "
uosofo > to 0o > to(fo o vo)

En d’autres termes, le cube ci-dessous est commutatif :

/“<Z) I /(X)
H(Z) U (ry ,
e,
t !
(fovo)* H(V(.A5)) % H(Y)
u* =§
’UO / 0
H(V(u*45)) 0 H(T)

Les faces paralléles au plan de le feuille sont les 2-isomorphismes de pureté. Les autres sont des 2-isomorphismes de
connexions ou des 2-isomorphismes d’échange de type Ex'*.

DEMONSTRATION On considére le diagramme de 2-morphismes suivant :

Wi fugts s uts f (=1)[ 1] — = ugsh f3 (=1)[=1]

l ! |

*juq"t (f ov)* —5=t(f o v)*(=1)[-1] —= to(fo o v0)*(-1)[-1]

La proposition 1.6.6 nous dit que le carré total est commutatif. Il suffit alors, compte tenu de 1.6.2, de voir que le petit

carré de droite est commutatif. Ceci est un exercice facile. C.Q.F.D
COROLLAIRE 1.6.21 — Sous les hypothéses de 1.6.1 on a un carré commutatif :
I _
'I.L*S!f* ~u*Th 1(%)9*

| l

£(f ov)* —= Th™ (w4 (g o w)*

Les 2-morphismes verticaux sont de gauche & droite les composées des 2-isomorphismes :

U*S!f* Bz t!,u*f* ¢ t(fOU)*

C* -1
wTh () g" —= Th (u* A ug* ~m Th (u* A5) (g 0 u)*

DEMONSTRATION En effet le carré de 1’énoncé se factorise de la maniére suivante :

I
* ! px * ! ok * ! * ok
u*s f* ———ugsofg = U Sopr-g

| | |

£(f 0)* —> th(fo 0 v0)* — thpr"*(g o u)*

Le premier carré est commutatif par la proposition précédente. La commutation du second carré est laissée en exercice.
C.Q.F.D
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On a également la proposition suivante ainsi que son corollaire qui se démontrent exactement de la méme maniére
que la proposition précédente et son corollaire :

PROPOSITION 1.6.22 — (Compatibilité avec les restrictions quelconques au niveau de la base) Sous les hypothéses

de 1.6.1 on a un carré commutatif :

II
as T~ agshfi

L

II 1
1N oprk % 10 pr¥ %
st f*a* ——s{ f§7ag

Les 2-morphismes verticaux sont de gauche & droite les composées des 2-isomorphismes :
1 1 1
a*S'f* S Sl.a*f* S Sl.fl*a*
a!s!f* RVR N ™ VA NTLNS |
0°0J0 80 ap o S0 Jo Qo

En d’autres termes le cube ci-dessous est commutatif :

f*
H(Z) H(X)
ak :aK /
0
s
H(Z') H(X) 4
s,
5
5 H(V(A)) %0 H(Y)
0 * a* —4
ao /_ 0
H(V(a*45)) - H(Y")
S0

Les faces paralléles au plan de le feuille sont les 2-isomorphismes de pureté. Les autres sont des 2-isomorphismes
d’échange de type Ex** ou Ex*'.

COROLLAIRE 1.6.23 — Sous les hypothéses de 1.6.1 on a un carré commutatif :

a's f* — = a"Th™ ()"

| |

il
1 —
s"f’*a* > Th l(a*%)gl*a*
Les 2-morphismes verticaux sont de gauche & droite les composées des 2-isomorphismes :
! 1 1
a*S'f* S s"a*f* S sl.fl*a*

@' Th™(A)g* — Th™! (@"A)a g — Th™" (@™ ;) g™ a'

PROPOSITION 1.6.24 — (Compatibilité avec les sections & support) Sous les hypothéses de 1.6.1 on a un carré
commutatif :
II
S/!fl*a! . 86! 6*61;)

L

1! !
as f*—p apSo o

Les 2-morphismes verticaux sont de gauche & droite les composées des 2-isomorphismes :

s fr*q! Eab” s'alfr — > als' f*
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I*
plprs 1 BT 1y g e
S0 Jo Qo 50 ag fo > a50.fo

En d’autres termes le cube ci-dessous est commutatif :

f*
H(Z) H(X)
al —a/! /
L
/ ‘ fl*
H(Z") H(X") N
s,
5
. H(V(.A;)) /H<Y)
ah Pk
H(V(a*.4)) : H(Y")

Les faces paralléles au plan de le feuille sont les 2-isomorphismes de pureté. Les autres sont des 2-isomorphismes
d’échange de type Ex'* ou Ez''.

DEMONSTRATION Considérons le diagramme ci-dessus :

j*q*sllf/*a! - i*SI!fl*a!(—l)[—l] I Z'*Sf)! (’)*a!(—l)[—l]

l |

iva's [*(=1)[-1] — = iua'sh f3 (=1)[1]
a!j*q*s!f* S a!i*s!f* 5 a!i*sé)fék

Le carré total est commutatif par 1.6.9. Le petit carré de gauche est lui aussi commutatif. Finalement le petit carré
4 droite en bas est commutatif et ses fléches verticales sont des 2-isomorphismes. On construit ainsi en prenant les
inverses de Ez! un diagramme :

j*q*sllf/*a! - i*s’!f’*a!(—l)[—l] I 7:*86! (')*a!(—l)[—l]

l l |

0 jug™s' f* —— inds f*(=1)[-1] — > ina'sh f5 (—=1)[~1]

Par construction, le carré total est commutatif et le petit carré de gauche aussi. Par adjonction entre i, et i* on déduit
alors le diagramme :

i*j*q*sllfl*a! R sl!fl*a!(_l)[_l] _H> 86! 6*a!(_1)[_1]

*a'juq s f* — a's' fr(=1)[-1] —— a‘'sy fE(—=1)[-1]

On a toujours la commutativité du carré total et du petit carré de gauche. Les fléches verticales sont bien entendu des
2-isomorphismes. Etant donné que pour tout A le morphisme :

i*j*q*(s”f’*a!A) N s”f’*a!A(—l)[—l]

est scindé, on déduit que le petit carré de droite du dernier diagramme est lui aussi commutatif. C’est exactement ce
que ’on cherche & prouver. C.Q.F.D

COROLLAIRE 1.6.25 — Sous les hypothéses de 1.6.1 on a un carré commutatif :
sl!fl*a! —H> Thfl(a*e%)gl*a!

l |

a!s!f* = N a!Thil(e/’{s)g*
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Les 2-morphismes verticaux sont de gauche a droite les composées des 2-isomorphismes :
I'fl*a ; Sl'a'f* N a!s!f*
( *JV)gI* ! E“: hfl(a*e/i{g)a!g* N a!Thil(%)g*

PROPOSITION 1.6.26 — (Compatibilité avec l'oubli de structure) Sous les hypothéses de 1.6.1, on a un carré
commutatif :

s'(bo f)* —=sh(bo f)"

S!f*b* - N Sbfgb*

COROLLAIRE 1.6.27 — (Compatibilité avec l'oubli de structure) Sous les hypothéses de 1.6.1, on a un carré
commutatif :

s'(bo f)* —=Th™Y(A)(bo g)* f)*

S!f*b* - i Th_l(/)g*b*

PROPOSITION 1.6.28 — Soient f: V =V(#) ——=Y un fibré vectoriel surY (avec .4 localement libre) et

s limmersion de la section nulle. Le fibré normal A est canoniquement isomorphe 4 M et le 2-isomorphisme de
pureté :

I hfi
est égal au 2-isomorphisme induit par N, ~ A .

DEMONSTRATION Ceci découle directement du théoréme 1.6.19 et de la proposition 1.6.12. C.Q.F.D

1.6.4 Compatibilité du 2-isomorphisme de Pureté avec la composition des immersions
fermées

On suppose donné un diagramme commutatif de S-schémas :

Ty 2s>x

N

avec f, g et h lisses et s et t des immersions fermées. En prenant les cones normaux relativement aux immersions s,
sotet sgoton obtient respectivement les trois diagrammes commutatifs'®

T—>Y—>V

NN N

18Nous nous excusons pour les mauvaises notations. En fait si on voulait rester fidéle aux notations de la sous-section précédente (c’est
3 dire indicer par 0 le passage au cone normal d’une immersion) on aurait plutot noté : (sy ot1) = (sot)o et (s} ot1) = (so o t)o.

SoOt
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et donc trois 2-isomorphismes de pureté. Le but de cette sous-section est de comprendre le relation entre ces trois 2-
isomorphismes : ce que I’on appellera la compatibilité du 2-isomorphisme de pureté avec la composition des immersions
fermées.

On aura besoin de ’espace de déformation au cdne normal de 'immersion s. Il sera encore noté C. On gardera
alors les notations du diagramme (1.37). Le fait qu’on puisse prouver la compatibilité de I'isomorphisme de pureté
en utilisant seulement ’espace de déformation C est assez surprenant étant donné qu’il existe au moins trois autres
espaces de déformations qu’on peut associer & la situation, & savoir : le double espace de déformation pour le couple
(t,s), U'espace de déformation du cone normal de 'immersion ¢ et celui de 'immersion s o ¢.

On va définir deux 2-isomorphismes : (s ot)'f* — (sg ot)' f; . Le premier (qu’on notera II;) est la composée :

) P!
(157) M (s0t) f* —Stls' e~ thsh fr < (s0 0 0)' 7

En langage de diagrammes planaires, II; est la composée :

(1.58)

Pour définir le second 2-isomorphisme (qui sera noté II) remarquons que le faisceau normal de 'immersion sg o ¢
est canoniquement isomorphe & t*.4; ® 4;. En effet, 'extension associée & la composée sg ot :

0 ——t" ANy —— Nspot — S —0

t* N
est canoniquement scindée via le morphisme A —— A o1 associé au carré commutatif :

spot

T —— V(A;)
|

|

T—Y

On en déduit de 1a un 2-isomorphisme 7 : (sy o t1)' ff —— (s} o t1)' f{* par la composée :

~ C_1
(s10t1) fff ——> Th Y (Mses)h* ——= Th™ L (A)Th L (t* ;) h*

lm

C_1 -1
Th=" (M) Th (¢ A, )t

Th™" (Msgot)h* ——= (s} 0 t1)' f1*

ou les deux C'_; désignent les 2-isomorphismes de composition pour les équivalences de Thom inverses associés res-
pectivement, aux deux suites exactes courtes :

0 t* Ay Nsot —>= M —>0 et 0——t" Moy —= Nygot —>= S —>0

On définit notre 2-isomorphisme I, par la composée :

(1.59) Tt (s0t) f* — > (51 0ty) ff — = (s} o) f1" T (50 0 1) f3
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Bien sir le premier 2-isomorphisme de pureté est celui associé & I’immersion s o t alors que le second est celui associé
4 sg ot. En termes de diagrammes planaires IIs est la composée :

H(Z)
/ \ i i
(1.60) = HEA) = HT(K)
s\ /tl (s'ltNH (sot)'
H(T)

Le résultat principal de cette sous-section s’énoncera alors :
THEOREME 1.6.29 — Les deuz 2-isomorphismes I1; et IIy sont égaux.

Avant de se lancer dans la preuve, rappelons que ’on avait noté C 'espace de déformation au cone normal associée
a Pimmersion réguliére s : Y —— X . On a les inclusions des diagrammes :

(1.61) AL —L a0
|
i AL
Tty 2= V(A) i

By — B, — - EY

|

E

Le 2-morphisme 7'. Réduction du probléme

On aura besoin d’un analogue du 2-morphisme 7 de la sous-section 1.6.1'°. On définit & partir du 2-morphisme 7
un 2-morphisme 7’ :
i jeq(sot) fr ————i.(s0 0 1) f5 (= 1)[~1]

par la condition que le diagramme suivant soit commutatif :

(1.62) tjuq*s fr —————ti.sh f5 (- 1)[-1]
Juq* (s 0 ) f* ————=ix(s0 0 t)' f (—1)[1]

Les 2-morphismes verticaux étant de gauche & droite la composée des 2-isomorphismes :

et

Mooy DE ¢ . 1
t'i.Sg (A ix(sg0t)

191 lecteur est renvoyé a cette sous-section pour la définition du 2-morphisme en question.



112 CHAPITRE 1. LES QUATRE OPERATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE

En utilisant la commutation de w(g*.A4;,t ) avec le 1-morphisme # (voir la proposition 1.5.25), on voit que le 2-
morphisme 7' est la composée du diagramme planaire :

En utilisant la commutativité du cube ci-dessous :

. °
t t
i!
. . i [+1]
_7,* 7/*[+1]
]
7" ° Jx °
i t
. °

Jx
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On peut remplacer la partie en pointille dans le diagramme planaire (1.63) par celle en pointillé dans le diagramme
planaire ci-dessous sans changer la composition :

(st)

.1 1 210y 2 . 2 1 oy 4 .
En fin, en utilisant la compatibilité des morphismes d’échanges Exz"* avec la composition des carrés on voit que 7’ est
aussi la composée du diagramme planaire :

(sot)'

H(T)

€0)
(1.64) p* ——— H(Ey) ——— H(EC))

/ / . T w(gtt At

Revenons maintenant & la preuve du théoréme 1.6.29. On forme les deux triangles (un pour chaque i) :

H(Z)

’

(%i) gt (sot) f* —————iu(s0 0 t)' f5 (-1)[-1]

Hl/

ix(s 0 t) f*(=1)[~1]

On a le lemme :

LEMME 1.6.30 — Pour prouver le théoréme 1.6.29 il suffira de prouver que les deux triangles (x1) et (x2) sont
commutatifs.
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DEMONSTRATION En effet, puisque i*j.¢*A ~ A @& A(—1)[—1] (voir le corollaire 1.6.2) il existe au plus un seul
2-morphisme (?) tel que le triangle :

!

gt (s0t) [ —————=i(s0 0 1) f§ (= 1)[~1]
0
J, )
ix(s0t) f*(=1)[~1]
soit commutatif. Donc si les deux triangles (x1) et (x2) sont commutatifs forcément on a ’égalité II; = II,. C.Q.F.D

La commutation du premier triangle

On va prouver que le triangle :

’

(%1) Jeq* (s 0 t) fr —————i.(so o t)' f3(—1)[-1]

al/

ix(s0t) f*(=1)[~1]

est commutatif. Pour cela considérons le diagramme planaire suivant :

(1.65)

*
o]
N
o
.
*
+
=

Jx

La composée de la partie du diagramme planaire (1.65) située entre les deux 1-morphismes :

(1.66) H(Z)LH(NZ) i H(Z) fo H(V(A3)) % H(Y)i*[+1]H(A§,)
et
(167) H(Z) L M) 5 M) — L M) 2 W)

(i.e. la partie en pointillés) est égale (par définition) & la composée des 2-morphismes :

Guq's f* — s fH (D)1 — = s f (—1)[1]
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Mais d’aprés le théoréme 1.6.19 le triangle suivant est commutatif :

Jugts fr —————=ixsp f3 (=1)[-1]

B8t f*(=1)[~1]
1l vient que la composée de la partie en pointillé du diagramme représente le 2-morphisme 7. On en déduit alors en

revenant aux définitions que la composée du diagramme planaire (1.65) est exactement notre 2-morphisme 7'. Il suffira
ainsi de prouver que la composée du diagramme planaire (1.65) est aussi égale & :

Gegt(s0 1) f* —L (s 0 ) f*(=1)[~1] —> (0 0 8)' fi (=1)[—1]

En utilisant le cube commutatif de la proposition?® 1.4.20 :

[ ] L [ ]
#! t!
i!
. . i [+1]
" iw[+1]
-/
j* ° .7* °
f f
. .
Jx

On peut voir que la composée du diagramme (1.65) est aussi égale & la composée du diagramme ci-dessous :

H(Z) L H(AL) % H(Z)

(1.68)

Jx

20 Attention aux notations : les morphismes s sont dans notre contexte les morphismes t, £, etc.
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En utilisant la compatibilité des 2-morphismes d’échanges Ez"* avec la composition des carrés (induite par la composée
q = jop) sur la partie en pointillés du diagramme planaire ci-dessus on voit qu’on change pas la composée en remplagant

(1.68) par :

H(Z) — = H(AL) — = H(Z)

(1.69)

Jx
En utilisant la compatibilité des 2-morphismes d’échanges Ez"' puis Exz"* avec la composition des carrés (induites
par la composée sg o t), on voit que la partie en pointillé du diagramme (1.69) peut étre remplacée par la partie en
pointillés du diagramme planaire suivant sans que le 2-morphisme composée change :
sk .1

b 7

H(Z) ——— H(AL) ————= H(2)
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En découpant le diagramme planaire précédent suivant la ligne :

Iy L ney ey L

H(Z)

on obtient la factorisation recherchée :

Gegt (50 ) f* —Lmiu(s 0 ) F*(=1)[=1] == i (s0 0 )\ £ (=1)[—1]

On a ainsi prouvé la commutation du premier triangle.

La commutation du second triangle

On aura besoin d’un nouveau 2-isomorphisme "de pureté" w. Pour le définir on rappelle les notations suivantes :

(1.70) AIT—£>A§/ .0 AIT—£>A§/ —§>A§(
L k
Ay Ay

Le premier des deux diagrammes ci-dessus n’est autre que la déformation au cone normal (voir le diagramme (1.61)).
On dispose ainsi de deux suites exactes canoniques :

8§

0—>'E*¢/‘{§ Jf/Aof /f 0 et 0—>tv*c/‘{§—>‘/‘{§oi—>€/%—>0

Comme f = f on a clairement .#; = A5. Par le lemme 1.6.17 le faisceau .#; s’identifie canoniquement & (p*.A4;)t~. On
g1 ~

déduit alors un isomorphisme A5 ~ p* A} v, (p* A;)t~1 ~ A induisant un isomorphisme b : V(A;) —— V(A5) .

On indicera par co chaque fois qu’on passe au cone normal?!. Ainsi fco (resp. fco) est la projection de V(A;.;)

(resp.V(Agop) ) sur AL. On notera I': (3cofeo) 5 — (8coteo)' £, le 2-isomorphisme composé :

- < ~ ~ C_1 . ~
(3coleo)' foo = Th™ (M) h* —— Th™ (#*A5)Th ™' (A))h*

lw_l(b)ow_l(id)
—1/,3 —1 » (C—l)_l -1 ~ ~ PP 12

Th™ (& A5) Th™ (Ah™ — Th™ (A k™ — (Seoteo) [2
Remarquons que les pull-back suivant i de 3o, tco, 8co €t tco sONt respectivement s1, t1, s et t;. De méme les pull-back

suivant j des méme morphismes sont respectivement 8.,, tco, Sco €t teo-
Notons immeédiatement le lemme suivant :

LEMME 1.6.31 — Les deuz diagrammes suivants :
i!(écofco)! V:op* S!lt'l fikq"p* j*(gcofCO)! VC*OI)* (gcofco)!f:oq* q* (81 o tl)'fik
i!Fl l’v j*FJ/ lw(q*t*d"s,%) lw(q*t*%,%)
Z.!(écotAco)! Ac*op* (Slltl)! {*i!p* j*(gcofco)! Ac*op* - (gcofco)!fcoq* > q*(sl o tl)!f*

sont commutatifs.
DEMONSTRATION La commutation du premier carré découle immédiatement du fait que les fibres au dessus de la
section nulle de Al des extensions :

0——=1i"A45 Aol % 0 et 00—t — St —=A—0

8§

sont canoniquement isomorphes aux extensions :

0——=t* Ny —— Nggot —> N —>0 et 0——=t* A, Noot A 0

210n aurait pu également indicer par 0 comme on 1’a fait jusqu’a présent. On espére que ce choix facilitera un peu la lecture.
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et que la fibre de l'isomorphisme b est I’isomorphisme évident V(A45,) ~ V(A;) utilisé dans la définition de +.
Démontrons la commutation du second diagramme. Les fibres au dessus de E! C A! des extensions :

0 ——* 4; N

3ol

N 0 et 00— Sg—>N—>0
sont canoniquement isomorphes a I’extension :
0——t* M — Nof —> N7 ——0

De plus, modulo les identifications canoniques j* A5 ~ A5 et j* A5 ~ A5 I'isomorphisme b correspond & V(— x ¢~ 1)
par le lemme 1.6.17.

Tl vient que modulo les isomorphismes canoniques j (3cofeo) 0% = (Beoleo) F50* €t ju(8coteo) F50* = (Beoteo) f50%,
I’isomorphisme j*I" est la composée :

. N C_ - .
(1.71) (Beofoo) F, = Th™ Y () h* ——> Th™ (B A5) Th™ (A B*

co

lw_l(q*t*ws,t‘l)

. . (C_)~t ~ ~ ~ ~
Th (B A5 Th™ ! (AR o Th ! ()" —> (Beoieo) F,

En considérant w_1(g*t* A5,t71) = w(q*t*.A;,t~1) comme un 2-automorphisme du 1-morphisme identité de H(EL),
on peut simplifier dans la composée précédente C_; et (C_1)~". Ceci montre que la composée de (1.71) est simplement
le 2-automorphisme w(g*t*A5,t1) de (coteo)' fr,- Le lemme est prouve. C.Q.F.D

On prend pour le 2-isomorphisme w la composée suivante :

~ e oIE o0 ,. . sz ro,. .
w: p*(s o t)!f* (S Ot)!f*p* — (Sco o tco)! :op* - (Sco o tco) Cop 3 o ﬂ fp

En d’autres termes w est la composée du diagramme planaire :

—>HA1

A e

(1.72) —> H(AL) V(p*Aa)) =
g\ ﬂE\t / (4!

On commence par le lemme ci-dessus qui dit que "w prolonge le 2-isomorphisme TIy" :

LEMME 1.6.32 — Le carré de 2-isomorphismes suivant est commutatif :

ip*(sot) fr —— (s o t) f*(-1)[-2]

i!(w)l lHQ

i'(30d) frp* — (s008)' f5(~1)[-2]

(Rappelons que par définition : (—1)[—2] = i'p*).
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DEMONSTRATION La composée du diagramme planaire suivant :

H(AL)
(1.73) —> H(AL) V(p*Hst)) = H(V(A%;)) = H(C) —=H(V(4))
o' v
(st)" J B (3coteo) 5t)! 7 (s0t)
—— H(AL H(AL)—— H(T)

* -1
est égale & la composée :
i'p*(s0t) f* ——=i'(300) frp* —= (s0 0 1) f5 (~1)[-2]

Il s’agit donc de prouver que la composée du diagramme planaire (1.73) est égale & la composée :

i'p*(s 0 ) f* ——= (s 0)! f*(—1)[=2] —> (50 0 )'f5 (—1)[2]

On remarque d’abord qu’on a un carré cartésien :

V(A)

|

— Ay
%

La proposition 1.6.24 appliquée & I'immersion fermée i nous donne alors un cube commutatif :

Gy

(1.74)

HV (Aot} WD)
S1l1

Les faces paralléles au plan de le feuille sont les 2-isomorphismes de pureté. Les autres sont des 2-isomorphismes
d’échange de type Ez'* ou Ez"'. On peut donc remplacer le diagramme planaire (1.73) par le diagramme planaire
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ci-dessus sans changer la composée :

I 7 / fe
(175) HE) e h(aL) H(V(A4))
(st)' (s0t)’

En utilisant le premier diagramme commutatif du lemme 1.6.31, on voit qu’on peut remplacer (1.75) par le diagramme
planaire suivant sans changer la composée :

* .|

A—>

AT

(176 H %H Al p e/‘{st HH st H Sot

-
(st)" FEa™ / /Sltl 31’\ (s0t)"

En appliquant encore une fois la proposition 1.6.24 & I’immersion ¢ dans le carré cartésien :

X —— AL

ft.lf

On obtient le cube commutatif :

H(AY) A
fo H(X)
1% (st)!
I H(V(A51))
H(V(A%)) H(T')
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On voit que la composée de (1.76) est égale a la composée du diagramme planaire suivant :

On reconnait dans la partie en pointillé le 2-morphisme II» (voir (1.60)). Ceci nous donne la factorisation recherchée :
I
i'p*(sot) f* ——= (s 0 t)' f*(=1)[-2] — (s0 0 )" f51 (—1)[-2]
Le lemme est prouvé. C.Q.F.D
Rappelons que notre but est de prouver que le triangle (%x2) est commutatif ce qui veut dire que la composée :
ju|
Geq* (50 t) f* —=iu(s 0 ) f(=1)[=1] — = iu(s0 0 1) f5 (—=1)[~1]
est égale au 2-morphisme 7’. Le 2-morphisme 6 en question est la composée :
Gxq* (5 0 1) f* =S G p*(s 0 ) f* —isi'p* (s 0 1) f[+1] — = iu(s 0 0) F* (= 1)[~1]
ot § est le 2-morphisme donné par la proposition 1.4.9. On veut donc montrer que 7’ est égal & la composée :
- I
Guq* (50 1) f* =S jug*p* (s 0 1) f* — = iui'p* (s 0 1) FA+1] — (s 0 )} F*(=1)[=1] — > i (50 0 1)} f5 (—1)[~2]
D’aprés le lemme précédent, la composée des deux derniéres fleches est égale a :
i'p*(sot) f* ——=i'(30 1) frp* —= (s0 0 1) f5(~1)[-2]

modulo I"application du 1-morphisme 4,. Ainsi il faut montrer que 7' est égal & la composée :
(1.77)

. c* .. [ .. w . g, 7 . *
Jq* (s 0t) f* ——= jug*p(s 0 t) f* — = iyi'p*(s 0 ) f¥[+1] —= iui' (3 0 ) f*p*[+1] —ix(s0 0 1) f5 (—1)[-1]
La composée (1.77) est égale & la composée du diagramme planaire suivant :

TG

H(Z)

(1.78)

Jx
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En inspectant le diagramme planaire (1.64), dont la composée vaut le 2-morphisme 7/, on voit facilement qu’il suffit
de prouver I'égalité des composées des deux diagrammes planaires ci-dessus :

- iy

H(AZ)

H(C) H(A})

(1.79)

(1.80)

En supprimant la partie en pointille du diagramme planaire (1.79) (resp. (1.80)) et en attachant son inverse au
diagramme planaire (1.80) (resp. (1.79)) on voit qu’il est équivalent de montrer I’égalité des composées des deux
diagrammes planaires suivants :

w(g*t* N t™1)

HEy) - nEy) s ne) H(EIZ)LH@)@H(E@
Ez"*
J* N gt N J* J*
(181 H(ky) —=H(O) o H(AY) - H(AY) <N ¢ wme
p* Nw p* p* p*
H(Z H(X H(T H(Z) ——H(X) — H(T
() — <>(st)!<> () — (’<3t)!”

Pour montrer cela, on revient  la définition du 2-isomorphisme w : le premier de ces deux diagrammes planaires (1.81)
s’écrit alors :

P H (AL) —>H (E})
/ / - / \ \\
r
(1.82) —>H (AL) HV(p*Ae)) = — H(EY)

(St)! ﬂEw!* £)! (écofco)! \\ / /
(Ez'™)
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On procéde alors comme dans la démonstration du lemme 1.6.32. On remarque d’abord qu’on a un carré cartésien :

fl Lf

1 1
Ej — A}

En appliquant la proposition 1.6.22 on obtient un cube commutatif :

H(AY) ﬂ H(C)
j* .7*
H(E}) I ) (3!
oo (5t)"
~ (§co£co)! 1
7, H(V(A37)) H(AL)
J* J*
HVAp) s HIED)

Les faces paralléles au plan de la feuille sont les 2-isomorphismes de pureté. Les autres sont des 2-isomorphismes
d’échange de type Ez'* ou Exz**. On peut donc remplacer le diagramme planaire (1.82) par le suivant sans changer
la composée :

(1.83) )2 H(aL)

(st)' ABz' \_(5%)"

En utilisant le deuxiéme diagramme commutatif du lemme 1.6.31, on voit qu’on peut remplacer (1.83) par le diagramme
planaire suivant sans changer la composée :

* %

H(Z) —— H(A})— > H(E} H(EY)
}V/ﬂ//ﬁj\\\i 7 72 7

(1.84) —> H(AY) V(p*Ast)) V(g*Ast)) V(g Ast)) :> H(E )

w(qt./th)
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En appliquant encore une fois le lemme 1.6.22 & I’immersion ouverte j du diagramme cartésien :

17 1
Ex > Ax

on obtient le cube commutatif :

H(A%) H(A%)
j* j*
1 f* 1 +\!
H(EL) H(EX ) (51)
Iz (50)!
el ) —— | el pany
j* J*
H(Vg" o)) — o HER)

On voit alors que la composée du diagramme planaire (1.84) est encore la composée du diagramme planaire ci-dessus :

*

H(Z) —— H(AL)

%

J

I 7 f 7

(1.85)  H(X) —— H(AL)

(st)’ B \_(5)"

w(g t* A t71)

Mais toute la partie en pointillé du diagramme planaire (1.85) se collapse en le 2-morphisme identique du 1-morphisme
(5 o f)' f* pour donner en fin de compte le diagramme planaire :

* -*

—>HA1

E

P
e

w(q £ Nayt™h)
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En utilisant la compatibilité des 2-morphismes d’échange avec les compositions des carrés on obtient ce que ’on cherche
i.e. le deuxiéme diagramme planaire de (1.81). Le théoréme 1.6.29 est prouvé.

Avant de passer au paragraphe suivant nous allons formuler le résultat démontré sous forme d’un diagramme
commutatif. Nous donnerons un énoncé détaillé :

THEOREME 1.6.33 — Supposons donné un diagramme commutatif de S-schémas :

Tsy 2sXx

N

avec f, g et h lisses et s et t des immersions fermées. On forme les cones normauz suivants :

T—t>Yi>V(¢/‘§)

%

A
puis :
T e V() 2 V(Sor) T e V(M) S V(o)
% W
A A

Les deux derniers sont associés aux immersions fermées : sot et sgot. On a alors trois 2-isomorphismes de pureté :
_ *
II: s'f > Sofo ,
1 1
Iz (sot) f* ——(s1ot1)'f{,

~II: (spot) fg — (st ot1) fi*
qui s’insérent dans un diagramme commutatif de 2-isomorphismes :

(SOt)!f* < t!slf*
&
n dshfi

i

0 (s00t)'fg

(s10t1)' fif —= (shota)' fi”

avec v la composée :

C_1 Cc_1)t
(510 11)' f; —> Th™ (Sa)h* ——> Th™ (M) Th™ (1 A ™ o Th™ (Mot )h* —> (5} 0 £2)' 1
Variantes

Le théoréme 1.6.33 admet une variante (ou plutdt un corollaire) qui nous sera plus utile dans la suite. On garde
les notations du théoréme 1.6.33. Pour obtenir cette variante on a besoin de quelques notations en plus. On introduit
d’abord une nouvelle suite d’immersions fermées :

T ——V(t*A;) ——=V(A)

%

Z
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Le carré :

(1.86) T —2=V(t'4;)
tl \Lv
Y —— V(A5)

est commutatif et méme cartésien. On déduit par passage aux cénes normaux les suites :

T —2= V(" 4,) —=V(A})

lfoo

Z

(1.87) T —> V() —= V(Hgou)
lfm
Z

u1

T —2 V(M) —> V(Hgou)

B

Z

Du carré commutatif (1.86) on déduit les égalités évidentes :

(1.88) Agou = ot for=fi vioup =8y 0t

La suite : T —%> V(t*4;) —>> V(#,) admet une rétraction canonique : V(A;) —= V(¢*.A;) —=T . De
plus, le T-schéma V(.4;,) s’identifie canoniquement au fibré vectoriel V(t* A4; @ A4;) via les deux projections évidentes :

V(M) —= V(" Ap) et V(M) —=V(A)

(la seconde projection étant celle induite du carré cartésien (1.86)). De plus 'immersion vg o u s’identifie & la section
nulle du fibré V(t* A4, & 4;). 1l vient alors facilement que les trois diagrammes (1.87) sont canoniquement isomorphes
entre eux et au diagramme :

T —=V(t* A;) —=V(t* N © )

On a le corollaire suivant du théoréme 1.6.33 :

COROLLAIRE 1.6.34 — Le diagramme suivant est commutatif :
(Sot)!f* ¢ t!S!f*
m
o t! 1 px
s0Jo
Ez"
(s10t1) ff u'v' fg
¥ n

!
(1 0 t1)' fi* — (vo 0 u)' fg —— u'v} f3o

. 11 ., Py . . . .. . . .
Le 2-morphisme Ex’> est associé au carré commutatif (1.86). Le 2-isomorphisme p est celui induit par l’isomorphisme
canonique du cone normal de l’immersion v avec le cone normal de l’immersion sq o t.
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DEMONSTRATION On a le diagramme commutatif suivant par 1.6.33 :

(sot)!f* ¢ t!slf*
ln
n P

\L(C!)—l
0l

(s1otr) fi —= (1 ot1) fi" =—F—— (50°%)'f§

En appliquant une deuxiéme fois le théoréme 1.6.33, mais cette fois & la composée :
T —— V(t*"A4;) —— V(A)
on obtient un second diagramme commutatif qu’on peut concaténer avec le premier de la facon suivante :

!
c

(Sot)!f* t!s!f*
ln
n tshfs

Jir
Y I

(s10t1) fi ——(syot1)' fi" =<—(s001)'fg

Ul“é)fgo

(H~1

(v 0 ur)! fpy " ~———— (w0 0 )’ i

en utilisant les égalités : spot = vou, s;ot; = vy 0ouy et fi = for (voir le carré commutatif (1.86) et les égalités
(1.88)).

Puisque vg o u est linclusion de la section nulle d’un fibré vectoriel sur T, on voit d’aprés 1.6.28 que le 2-
isomorphisme :

I : (vgou) fy — = (v} our)' ff,"

n’est autre que le 2-isomorphisme induit par l'isomorphisme de T-fibrés vectoriels :
V(M) — V(Apou)

De méme, on voit facilement que le 2-isomorphisme ' est simplement celui induit par isomorphisme de T-fibrés
vectoriels

V(%ou) I V(:/%O ou)

Le résultat annoncé est maintenant clair. C.Q.F.D

Voici la variante finale de notre théoréme. Cette variante concerne l'isomorphisme de pureté sous sa forme II :
s f* ——=Th™!(A;)g*
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COROLLAIRE 1.6.35 — Le diagramme suivant est commutatif :

(sot)!f* ¢ t!S!f*

I

' Th=Y(A;)g*

-1

Th™ (#*45)Th™! (A h*

Th™ (Aot h*

avec C' | le 2-isomorphisme de composition modifié (voir la définition 1.5.16) associé a la suite exacte courte de

Or-modules :
0 ——t' Ny —— Nyot —> N —0

et (—1 le 2-isomorphisme défini dans 1.5.9.
DEMONSTRATION On notera prg : V(A4;) ——=7Y la projection du fibré normal sur Y. On notera également par

pro la projection : V(t*.A4;) — T . On notera par contre pr; : V(A7) ——=T la projection du fibré normal de ¢,

pro @ V(Asot) — T la projection du fibré normal de s ot et prg : V(Az,0t) — T celle de sg o t. Il existe un
carré cartésien canonique :

V(t*Ay) ——=V(A)

t

T——Y

et les prg sont bien sir lisses. Par la proposition 1.6.20 on a un carré commutatif de 2-isomorphismes :

pritg* ————— priti gt
Ewl \LE‘:E

v'prig* VDT YT
(C*)_ll l(c*)_l

Il
vy —————— oo

avec prog la projection : V(A,) ——= V(A7) . Ce diagramme commutatif se réécrit :

1 px c* | *(E‘m!*)_l * gl %
v fg ——=v'prig* ——=protyg

(Ez!*)—l

*

! px c 1 * % |
VoSG0 > VoProod1 > proti 91
D’autre part on a un carré commutatif évident :

IR L D .
t's0fo > 1'50p70 9

*

11 c 11
wv f§ —=uwvprgg*

En concaténant judicieusement les deux derniers diagramme commutatifs avec le diagramme commutatif du corollaire
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1.6.34 on obtient le diagramme commutatif (& fleches solides) suivant :

(1.89) (sot) f* < ts'f*
m

1l ops _ C -

I t'sofo >t S0Prog

lEm“

(51081 f7 Ll es L BT
1001)J1 u'v' fg >uvprggt ——>u'prgt'g
v 0 ln

! * (E !*)—1
(s 0 t1)! fi* —— (vo 0 )} fig —— v} ffo —— u'vhpriegt —— u'pritig)
|-

(311 Otl)!pr§h* ............................................................ i > u!pra‘tllprfh*
Calculons le 2-isomorphisme d en pointillé qui rendra le diagramme total commutatif. Pour cela on forme le diagramme :
(1.90)

- Ea:!*)_l
! ! prx s ! px ! opex c |0 I ( U
(sy0t1) fi > (vo o u)’ fao u'vy foo = WUpPTrood1 > uproty gy

l o |

' ! a ! c 1! c* 1! ! !
(s} ot1)'prih* ——= (vo o u) (pry o proo)*h* —— u'vy(pry o proo)*h* —— wvgprieprih* —— wpr§typri h*

S

d

Les petits carrés de ce diagramme sont tous commutatifs. D’autre part, modulo les égalités :
Th™ (AHpot) = (sh 0 t1) 0 pr Th (" 4;) = u' o pr Th Y (AH) =t opr}

la composée d des trois derniers 2-isomorphismes de la ligne inférieure de (1.90) est par définition le 2-isomorphisme
de composition :

C_1: Th™'(A) Th™! (t*A4:)Th™" (A)

associé au diagramme commutatif suivant :
V(A)
T—>V(AH) —=T

ainsi que le carré cartésien :
Yo

V(As) —= V()

\LPTOO

81
T — V()
ou encore le 2-isomorphisme de composition associé & la suite exacte courte de &r-modules localement libres :

0 M a t* A, 0

11 vient donc que le 2-isomorphisme § est simplement le 2-isomorphisme de composition associé a la suite exacte courte :

0 e/% e/‘{soot t*f/‘{s 0

En revenant & la définition du 2-isomorphisme -, on voit que la composée :

s1 Otl !f* $ SI Otl !fl* - SI Otl !pT*h* —5>u!pr*t!pr*h*
1 1 1 1 3 011
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est égale & :

Cm_1

/_1/\

(510 00) fF —m Th™ (Mot h* — Th () ThL (M) B S Th (o) B e Th (£ A5 Th™ (A5 B

~ cL
et donca (sy oty) fif ——=Th™ (Aor)h* — Tht(t* A;)Th 1 (Af)h* avec C’, le 2-isomorphisme de composition
modifié associé & la suite exacte courte :

0 ——=t" Ny —— Nyt — > M —>0

Le corollaire est prouvé. C.Q.F.D

1.6.5 Le foncteur croisé (H*,H,,H;, H')
Quelques préparations

On va définir deux classes de 2-isomorphismes qui formeront les ingrédients principaux pour la construction des
2-isomorphismes de connexions du 2-foncteur :

H': (Sch/S) — > %

annoncé dans la scholie 1.4.2. Le 2-isomorphisme de pureté jouera un role fondamental dans la suite (spécialement
dans la construction de la deuxiéme classe de 2-isomorphismes).

Un isoéchange sur le couple ("™™H' LissH'),  On va définir une structure d’échange sur le couple (™™H' LissH')
relativement a la classe des carrés cartésiens de S-schémas dans (Sch/.S) ayant les fleches verticales lisses et les fleches
horizontales des immersions fermées. On notera Ez"'(.) les 2-morphismes d’échange qui définissent cette structure
d’échange. Cette notation est abusive au moins & ce stade de la construction, puisqu’elle peut étre confondue avec les
2-isomorphismes d’échange de le structure d’isoéchange triviale sur ("™™H', 'mmH") (par exemple).

PROPOSITION 1.6.36 Il existe une structure d’échange sur le couple ("™™H', LissH') relativement d la classe des
carrés cartésiens de S-schémas (de (Sch/S)) ayant les fleches verticales lisses et les fléches horizontales des immersions
fermées. Le 2-morphisme d’échange relativement a un carré cartésien (C) :

ThO| 2 |ThEy)

f/* VY . f*

1 sera noté Ex"(C). De plus cet échange est un isoéchange.

DEMONSTRATION Il s’agit de prouver que la formule qui donne les Ez"'(C) définit une famille de 2-morphismes
compatibles avec les 2-isomorphismes d’échange de chacun des 2-foncteurs ™™H' et “sSH'. On pourra pour cela
reprendre la preuve de la proposition 1.5.19. Une fagon plus économique est d’utiliser directement la proposition
1.5.19. Voici comment on procéde :
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D’aprés la proposition 1.5.19 on dispose d’un foncteur croisé sur le quadruplet (H*, H,, “5H;, 1SH"). On s’intéresse
uniquement 3 I’échange sur le couple : (H.,"s5H'). Par restriction on obtient un échange de type X sur le couple
(mmH, LsSHY) pour la classe des carrés cartésiens. Par le théoréme de changement de base pour une immersion fermée
il est aisé de voir que cet échange est en fait un isoéchange. En prenant ’inverse on obtient un échange de type \,
sur ("mmH, LissH') En utilisant enfin ’adjonction globale entre les deux 2-foncteurs ™™H, et ™™H' (ce dernier étant
’adjoint & gauche) on déduit un échange de type ,/ sur le couple ("™™H', FissH") 1l est aisé de voir que les 2-morphismes
d’échange de cette structure sont donnés par les formules de ’énoncé. C.Q.F.D

Une troisiéme forme du 2-isomorphisme de pureté On suppose donné un triangle commutatif de S-schémas :

avec f et g des morphismes lisses et s une immersion fermée. En prenant le cone normal de 'immersion s on obtient
le triangle commutatif :

On a construit dans la sous-section 1.6.3 deux 2-isomorphismes (essentiellement équivalents) :
- T s
~II: s'f* ——=Th™'(A)g*

Remarquons que le second des ces deux 2-isomorphismes est “plus intrinséque” dans le sens qu’il ne fait pas apparaitre
la section sg ni la projection fy. Dans ce paragraphe on va définir une troisiéme forme du 2-isomorphisme de pureté
qui cette fois ne fera apparaitre que les S-morphismes s, f et g. Ensuite on établira les différentes compatibilités pour
ces nouveaux 2-isomorphismes de pureté.

DEFINITION 1.6.37 — Pour chaque triangle commutatif comme ci-dessus, on définit un 2-isomorphisme (qu’on
notera encore I1) :

m: ! > g
par la composée :

S Th(Q) f* —> Th(s*Qy)s! f* — > Th(s* Q) Th™" (A2)g" —Z Th(2) Th(A) Th™(A2)g™ — > Th(2)g"

s'f! g

le 2-morphisme C' étant le 2-isomorphisme de composition modifié Th(s*Qs) ——= Th(Q,)Th(A%) associé a la suite
exacte courte de Oy -modules localement libres :

0—= N ——=5 0 ——>Qy ——=0
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Le 2-morphisme § est la counité de Uadjonction (qui est un 2-isomorphisme). Dans le langage des diagrammes planaires,
ce 2-isomorphisme de pureté est la composée du diagramme planaire :

Th(s*Qy)
v Th(€2y)
(1.91) Y) s H(X)
V4
Zy F*
Th™' (A%)
HY) —H(2)

Compatibilité avec les restrictions suivant des morphismes lisses. On a la proposition suivante :

PROPOSITION 1.6.38 — Supposons donné un diagramme commutatif :

LA

u

9

)
N

4 carré cartésien avec s, f et g comme avant, et v lisse. On a alors un diagramme commutatif de 2-isomorphismes :

I~<

II

t(f ov)’ (gou)

t'o! f! Ew”; u's'f! o u'g!

avec Ex"' le 2-isomorphisme d’échange de la proposition 1.6.36. En d’autres termes le solide ci-dessous :

’ . . 11 . . . . . . 1
(avec sur la face carrée le 2-isomorphisme Ex et sur les faces triangulaires soit le 2-isomorphisme de connexion ¢
soit le 2-isomorphisme de pureté I1) est commutatif.
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DEMONSTRATION 1l s’agit de prouver que les composées des deux diagrammes planaires :

(1.92)

sont les mémes. Pour cela, on explicite le premier des deux diagrammes en revenant aux définitions des 2-morphismes
II et Ex". On obtient ainsi le diagramme planaire suivant :

(1.93)

En utilisant le fait que les équivalences de Thom sont des autoéquivalences des restrictions & (Sch/X) des 2-foncteurs
H*, et 'mMH' et que ces autoéquivalences sont compatibles & 1’échange sur le couple (H*,"™™H') on obtient un cube
commutatif :

[} t! °
T
. e Th(v*Qy)
S Th()
Th(s* Q) - — .
7

avecw =vot=sou: T—> X .1l vient que la composée du diagramme planaire (1.93) est égale a la composée
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du diagramme planaire suivant :

(1.94)

En utilisant :
— La compatibilité avec les 2-isomorphismes de connexions des 2-isomorphismes structuraux de ’autoéquivalence

de Thom induite par Q; sur la restriction de ™™H' & (Sch/X) (voir le théoréme 1.5.9),
— La compatibilité du 2-isomorphisme de pureté avec la restriction suivant un morphisme lisse (voir le corollaire

1.6.21).
on voit que ’on peut remplacer les deux parties en pointillé de (1.94) par deux autres diagrammes planaires ayant les

mémes composées pour obtenir le diagramme planaire suivant :

(1.95)

En utilisant le fait que les 2-isomorphismes de composition sont des isomorphismes d’autoéquivalences de la restriction
du 2-foncteur H* & (Sch/Y") (voir proposition 1.5.11), on voit que les deux diagrammes planaires ci-dessous :

*

Y H(T) HY) —% o ()
Th(s*Q;)
f Th(w*Qf) Th(Qg) Th(u*ﬂg) Th(w*Qf)
(1.96) Y H(T) et HO)—Y R <)y
2y Th (%) Th (A
Th™'(A)
H(Y) H(T) H(Y) —— H(T)

u* u
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ont la méme composée. En remplagant dans la partie en pointille de (1.95) le premier diagramme de (1.96) par le
second, on obtient le diagramme planaire suivant :

HY) 1) R iy L)
Th(€) Th(u*Qy,) A = Th(24,)
) ThE*Q,.) T
H(Y) - H(T) T) < — H(F)
V7
IT
H(T) (fo)*
M(C*)l(gu)*
(1.97) Y) - H(Z)

En utilisant P’associativité de la composition pour les équivalences de Thom (voir le théoréme 1.5.18), on voit que la
composée de (1.97) est égale a celle du diagramme planaire suivant :

H(Y) u Mles il

" \m

En divisant le diagramme planaire (1.98) suivant la ligne en pointillé :

H(Z) L H(T) ==————=H(T) M H(T)

On reconnait & droite de cette ligne le 2-isomorphisme de pureté :
I: #(fov) —= (gou)
et & gauche de cette ligne, le 2-isomorphisme de connexion :
¢i (gou) —ulg
Il s’agit en fait du second diagramme planaire de (1.92). La proposition est prouvée. C.Q.F.D
Compatibilité avec les restrictions quelconques au niveau de la base On a la proposition suivante :
PROPOSITION 1.6.39 — On suppose donné un triangle commutatif de S-schémas :

y 2= X

N

Z
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avec f et g lisses et s une immersion fermée. On se donne en plus un S-morphisme (dans (Sch/S)) a: 7' ——= Z
et on forme le triangle commutatif :

Y'LX'

BN

ZI
obtenu par pull-back suivant a. On notera par a les S-morphismes :
Y'—Y et X —X

Le diagramme de 2-isomorphismes ci-dessous :
! !
v o1 Ex0t v Ex yoep
a*sf > Sl.a*f. > Sl.fl.a*

nl ln

!
* 1 Ez "%

a g g a

est commutatif. En d’autres termes, le diagramme solide suivant :

SI!
<~——H(X")

H(Y™")
75

'
H(Y) <2 H(X)

est commutatif.

DEMONSTRATION Nous ne donnerons pas la preuve de cette proposition. Elle est tout & fait analogue & celle de la
proposition 1.6.40. Tl faut juste remplacer dans le paragraphe suivant a' par a*. C.Q.F.D

Compatibilité avec les sections a support On a la proposition suivante :

PROPOSITION 1.6.40 — On suppose donné un triangle commutatif de S-schémas :

avec f et g lisses et s une immersion fermée. On se donne en plus une immersion fermée a : 7' —— 7 et on forme
le triangle commutatif :

’
8

YI > XI

N

ZI
obtenu par pull-back suivant a. On notera par a les immersions fermées :

Y —Y et X' —X
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Le diagramme de 2-isomorphismes ci-dessous :

est commutatif.
DEMONSTRATION 1l s’agit de prouver que I’égalité des composées des deux diagrammes planaires suivants :

n

5 H(X)

(1.99)

H(Z) H(Z)

Pour cela, on explicite le premier de ces deux diagrammes planaires en revenant & la définition du 2-isomorphisme II.
On obtient ainsi le diagramme planaire :

(1.100)

=N

Th ' (A) “
H(Y) < H(2)

En utilisant le fait que les équivalences de Thom induites par {2y forment une autoéquivalence du 2-foncteur restriction
de '™mH' 3 (Sch/X)I™™ (voir la proposition 1.5.11) on voit que le diagramme planaire (1.100) admet la méme composée
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que :

(1.101)

En utilisant la compatibilité du 2-isomorphisme de pureté avec les sections & support sous la forme donnée dans le
corollaire 1.6.25, on voit que la composée de (1.101) est égale a la composée de :

(1.102)

<~ H(2)

9

En utilisant le fait que les 2-isomorphismes de composition sont des isomorphismes d’autoéquivalences de la restriction
de ™mH' 3 (Sch/Y") (voir la proposition 1.5.11) on voit que les deux diagrammes planaires ci-dessous :

H(T) HY) —% = H(T)
Th(s™* Q) Th(Q,) Th(Q, Th(s™*Qy)

(1.103) H(T) et H(Y) a H(T) Th(-A) (T)
Th! () \ \ Th= ()

H(T) H(Y) ———=H(T)

ont la méme composée. En remplacant dans la partie en pointillé de (1.102) le premier diagramme de (1.103) par le
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second, on obtient le diagramme planaire suivant :

(1.104)

On divise le diagramme planaire (1.104) selon la ligne en pointillé :

H(Z) v H(Y') = H(Y") _Th@) H(Y")

La partie de droite n’est autre que le 2-isomorphisme de pureté :
1I: s/! f/! S gl!
La partie de gauche n’est autre que le 2-isomorphisme d’échange Exz" relatif & la structure d’échange sur le couple
(fmmH! LissH') de la proposition 1.6.36 :
Ex g”a’ N a!g’

Il vient que la composée de (1.104) est égale & la composée du second diagramme planaire de (1.99). La proposition
est alors démontrée. C.Q.F.D

Compatibilité avec la composition des immersions fermées On a la proposition suivante :

PROPOSITION 1.6.41 — On suppose donné un diagramme commutatif de S-schémas :

Ty Ss>x

N

avec s et t des immersions fermées et f, g et h des morphismes lisses. Le diagramme de 2-isomorphismes ci-dessous :

(sot)f' T h!

oA

est commutatif.
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DEMONSTRATION 1l s’agit de prouver que les composées des deux diagrammes planaires ci-dessous :

(1.105) H(T) (o) H(X)
y 1

B! !

H(Z)

sont les mémes. Pour cela on remarque (en revenant aux définitions) que la composée du premier des deux diagrammes
est égal & celle de :

(1.106) H(T)

En utilisant le fait que les 2-isomorphismes de composition sont des isomorphismes d’autoéquivalences de la restriction
de ™™H' 4 (Sch/Y)™™ (voir proposition 1.5.11) on voit que les composées des deux diagrammes planaires ci-dessous
sont égales :




1.6. PURETE. CONSTRUCTION DU FONCTEUR CROISE (H*, H,, H,, H") 141

En remplagant dans la partie en pointillé dans 1.106 le second diagramme planaire de 1.107 par le premier on obtient :

(st)
b
Th(Qs) HT) — ' hyy—2 W(x)
o Th(t*Qg) Thits™8y) This™s2s) ThQ,)
(1.108) - NEYERLL P ohy— " um
SO KO 12
7w —L e
t bn -
T) H(T)

En utilisant la compatibilité des 2-isomorphismes structuraux des autoéquivalences de Thom avec les 2-isomorphismes
de connexions de ™™H' on voit que la composée du diagramme (1.108) est égale 4 la composée de :

t! s
(1.109) YR H(T) H();)hl(/) H(X)
Thl(t*4;) ] Yy f
7w —L Wz
t! \U/H h*
i) Th-lué) Pl
u

En utilisant la compatibilité du 2-isomorphisme de pureté avec la composition des immersions fermées sous la forme
donnée dans le corollaire 1.6.35, on obtient en fin de compte que la composée de (1.108) est égale & la composée du
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diagramme planaire :

Th (st)
(Qn) H(T) H(X)
Mh(t*s*Q
o ThtS) e Th(®;)
- < (st)
(1.110) H(T) ¥ YA T) H(X)
% r
Th 1(%01&) 11 H(Z)
Th_l(t*c/f{;.) X .
c, h
H(T) H(T) H(T)

Donc pour terminer la preuve de la proposition, il suffit de montrer que la partie du diagramme planaire (1.110) située
& gauche de la ligne en pointillé :

W) Th ' (Hor) H(T) Th(t*s*Qy) HeT)
définit le méme 2-isomorphisme que le diagramme planaire :
H(T)
Th(24) Th(t*s*Qy)
&
Hr) ety
©z
Th™ (Hot)
H(T)
On laisse ceci en exercice. La preuve de la proposition est terminée. C.Q.F.D

Compatibilité avec I’oubli de structure On termine les préliminaires avec la proposition suivante :
PROPOSITION 1.6.42 — On suppose comme d’habitude, donné un triangle commutatif de S-schémas :
Yy —=X

N

Z

avec f et g lisses et s une immersion fermée. En suppose donné en plus un S-morphisme lisse :
Z—>B
Le diagramme de 2-isomorphismes suivant :
s'(bo f)! = (bog)

S!f!b! - S g!b!

DEMONSTRATION Cette proposition se prouve de la méme maniére que les trois précédentes. Toute fois elle est bien
plus simple que les autres. Elle sera donc laissée en exercice. C.Q.F.D
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La construction du foncteur croisé : (H*,H,, Hi, H')

On veut appliquer le théoréme 1.3.1 aux 2-foncteurs partiels :
(Sch/S)lmm —— xR

(Sch/S)Lisse —— TR

Il faut donc définir pour tout carré commutatif (C') :

k

%X

K3
—_—

avec f et g lisses et 7 et k des immersions fermées un 2-isomorphisme :

a(C): k' f! ———— g''

et ensuite vérifier la compatibilité avec les compositions des carrés.
Pour construire a(C), on forme le diagramme commutatif :

7 X xyT—>x

SN b

2

T——Y
Et on prend a(C) la composée des 2-isomorphismes :
Ef! e s f! (Ba")" s I g's!

En d’autres termes a(C) est la composée du diagramme planaire :
k!

b

© f
(E$!’!)_1
H(T) <————H(Y)
i
PROPOSITION 1.6.43 — Les 2-morphismes a(C) sont compatibles avec la composition verticale des carrés.

DEMONSTRATION On se donne un diagramme commutatif :

v

S

-
3

.
z—rs
d
T

k<<~,—><

i
- s
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avec f, g, n et m des morphismes lisses et i, k et [ des immersions fermées. On forme le diagramme de S-schémas :

Vo WxxZ—WxyT —>w

Tous les carrés de ce diagrammes sont cartésiens. Il s’agit de prouver que le diagramme de 2-morphismes suivant :

(i0s0t)'(f om)’ (gon)i

| |

(o sotymf ——>ni(ioa) ! ——nigi

est commutatif. En d’autres termes il s’agit de voir que les composées des deux diagrammes planaires ci-dessous sont
égaux :

(1.111)

et

(1.112)

Pour prouver ceci on travaillera sur le second diagramme planaire en le simplifiant. En utilisant la compatibilité des
2-isomorphismes d’échange Ez' de la proposition 1.6.36 avec la composition horizontale des carrés on voit que la
composée du diagramme planaire (1.112) est égale & la composée de :
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HOV) < H(W xx Z) <~ H(W xy T)~——H(W)

(1.113)

En utilisant la compatibilité des 2-isomorphismes d’échange Ez"' de la proposition 1.6.36 avec la composition verticale
des carrés, ainsi que I’axiome de cocycle pour le 2-isomorphismes de connexion ¢' du 2-foncteur '™™H' on obtient le
diagramme ci-dessous ayant la méme composée que (1.113) :

(1.114)

En utilisant la compatibilité du 2-isomorphisme de pureté avec la restriction suivant le morphisme lisse m (voir la
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proposition 1.6.38) on voit que la composée de (1.114) est égale & la composée du diagramme planaire suivant :

(ist)"

(1.115)

D’aprés la proposition 1.6.42 les composées des deux diagrammes planaires suivants sont égales :

HOV) " MOV xx 2) HOV) <t MW xx 2)

On voit alors que la composée de (1.115) est égale & la composée du diagramme planaire suivant :

(ist)"

(1.116)

H(T) < H(Y)

En utilisant en fin de compte la compatibilité du 2-isomorphisme de pureté avec la composition des immersions fermées
sous la forme donnée dans la proposition 1.6.41, on obtient le diagramme planaire suivant ayant la méme composée
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que (1.116) :

C’est exactement le diagramme planaire (1.111). La proposition est prouvée. C.Q.F.D

La compatibilité avec la composition horizontale des carrés est un peu plus subtile :

PROPOSITION 1.6.44 — Les 2-morphisme a(C) sont compatibles & la composition horizontale des carrés.

DEMONSTRATION On se donne un diagramme commutatif :

w—tsz-—t.ox
" gl ;
vl r .y

les fléches verticales étant lisses et les fleches horizontales étant des immersions fermées. On forme les deux diagrammes
commutatifs :

WLVXTZ—J.>ZL>XX1/T—Z.>X

S T A

et :

W Vxr Z o Vxy X o X xy T —i> x

el )

1% T——=Y

Notre but est de prouver que le diagramme suivant :

(kol)'f! h'(io j)

|

l!k.!f! l!g!i! h!j!i!
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est commutatif. C’est & dire il faut prouver que la composée du diagramme planaire suivant :

(K1)’

(1.117)

est égal au 2-isomorphisme a associé au carré commutatif :

(1.118) w—rt o x

h !

V———Y

i0j

On travaillera sur le diagramme planaire (1.117). L’axiome de cocyle pour les 2-isomorphismes de connexion ¢' du
2-foncteur ™™H' montre qu’on peut remplacer (1.117) par le suivant sans changer la composée :

(k1)*

(1.119)

Remarquons que le diagramme de S-schémas :

VxrZ -V xy X
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est obtenu & partir du diagramme :

par pull-back suivant I'immersion fermée : j : V —— T . On a donc d’aprés la proposition 1.6.40 un solide commu-
tatif :

H(V x7.Z) < H(Z)
K \\\\\\\"\W[\\\ K
g H(V xy X) d —HX xy T)
H(V) . wr)
;

La ligne non pleine est le 1-morphisme : (j o k1)' = (ko © j)' et les 2-morphismes adjacents & ce 1-morphisme sont les
2-isomorphismes de connexions ¢' du 2-foncteurs ™™H' (les morphismes kg, k; et j sont des immersions fermées). Tl
vient que les deux diagrammes planaires suivant ont la méme composée :

(koj)' 129}

H(V) <————H(T)
5!

On voit ainsi que la composée du diagramme planaire (1.119) est égale & la composée de:

(k1)*

(1.120)

(i)

.y . . . . . 1 !
En utilisant encore une fois I’axiome de cocycle pour les 2-isomorphismes de connexion ¢' du 2-foncteur ™™H' on
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obtient le diagramme planaire :

(i5)’
En utilisant d’une part la compatibilité des 2-isomorphismes de pureté avec la, composition des immersions fermées
telle qu’elle est donnée dans la proposition 1.6.41 et d’autre part la compatibilité des 2-isomorphismes Ez"' de la

proposition 1.6.36 avec la composition horizontale des carrés cartésiens on obtient que la composée de (1.120) est égale

A celle de :
(kl)'

1 1
5 !
h f Gy f
H(V) H(Y)
(i5)’
Mais ce diagramme planaire n’est autre que celui qui définit le 2-isomorphisme a associé au carré 1.118. La proposition
est prouvée. C.Q.F.D

Ainsi, on est dans les conditions d’application du théoréme 1.3.1. On obtient donc un 2-foncteur contravariant :

HL: (Sch/S)

TR
et des isomorphismes de 2-foncteurs :
Imm ! _~ g Imm ! et Liss! _~ o Liss !

On notera comme d’habitude f* & la place de H:(f).

Pour construire le 2-foncteur H,, on remarque que pour tout S-morphisme f, le 1-morphisme f' admet un adjoint
4 gauche. En effet si f = po s est une factorisation de f avec s une immersion fermée et p lisse on peut choisir comme
adjoint & gauche : pxTh™(Qp)s..

LEMME 1.6.45 — Quitte a remplacer H' et H: par des 2-foncteurs isomorphes, on peut supposer qu’on a les
égalités :
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_ LissHL — LissH!
- )
_ ImmHl — ImmH!
)
_ LissH' — LissH'
! 1]

- ImmH_' — Immpy
1= *-

Dans la suite on supposera donc la conclusion du lemme ci-dessus est satisfaite. Dans ce cas il y a plus de danger
de ne plus souligner le point d’exclamation : on écrira alors : H', Hy, f' et fi. On résume ce qui a été démontré dans
la proposition suivante :

PROPOSITION 1.6.46 — Il existe G un unique isomorphisme prés?2, un couple de 2-foncteurs :

H', H,: (Sch/S) TR
globalement adjoints l’'un de Uautre (H' est adjoint global a droite de H,) tels que :
— H' prolonge (au sens strict) les deuz 2-foncteurs : ™™™H' et LissH',
— Hy prolonge (au sens strict) les deux 2-foncteurs : ™™H, et Li5H,,
et tel que I’échange par rapport aux carrés commutatifs sur le couple (!™™H' LissH') construit dans la sous-section
1.6.5 devient ’échange trivial induit par les 2-isomorphismes de connexion de H'.

11 nous reste & construire la structure de foncteurs croisés sur le quadruplet : (H*,H,, H;,H'). On commence par
définir un échange sur le couple : (H*, H'). Plus précisément, on va recoller les deux échanges sur :

— (H*,TmmHY) (voir proposition 1.4.15),

— (H*,LiH') (voir proposition 1.5.19).

On se servira de la proposition 1.2.7. Pour pouvoir appliquer 1.2.7 on a besoin de :

PROPOSITION 1.6.47 — Supposons donné un diagramme commutatif de S-schémas :

R
a | /I
k

g — m

Al
P s

i

avec i, j, k et l des immersions fermées, f, g, m et n des morphismes lisses et tels que les quatre carrés ayant deuz
cotés paralléles libellés a sont cartésiens. Alors le diagramme de 2-isomorphismes ci-dessous :

est commutatif. En d’autres termes le cube :

3

S
[ ]
[ ]

22Nous ne sommes pas complétement convaincu de 1’unicité 3 un unique isomorphisme prés du foncteur H' prolongeant les 2-foncteurs
ImmpP! of LissH! Jorsqu’on n’impose pas la condition finale.
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est commutatif.

DEMONSTRATION On forme les deux digrammes commutatifs de S-schémas :

]

XyTHX Z’S%,XIXY/TI;X
T Y T—! >y

Ces deux diagrammes sont reliés par des S-morphismes a tous déduits de a: Y/ ——=Y par pull-back. On forme un
diagramme solide & partir des deux diagrammes planaires :

k' I

e

H(Z) < H(X xy T) = H(X)

f/! % L f!
(EBx™)
H(T) =<— H(Y) H(T") <————H(")
it J

en reliant les sommets se trouvant au méme niveau par un 1-morphisme a* et en mettant sur les nouvelles faces créées
un 2-morphisme Ez'*. Il s’agit bien entendu de prouver que ce diagramme solide est commutatif. Pour prouver cela
on divise ce solide en les trois sous-diagrammes solides :

" n
H(Z') <<—H(X'xy/ T") H(Z") <—H(X’xY, T')
a* Cl* \ jl!
H(Z) <2— H(X xyT) H(T") <% H(XxyT) H(X")
g! kl 'il! a*
H(X)
ainsi que le cube :
1
[ ] ] [ ]
a* a*
il!
L] ° m!
m'
g
fl! ° J °
/ o
a a
[ ] e

Le premier diagramme solide est commutatif d’aprés la proposition 1.6.39. Le second est commutatif par la compati-
bilité des 2-morphismes d’échange avec les 2-isomorphismes de connexion du 2-foncteur '™™H'. Il reste donc & prouver
que le cube est commutatif. Pour cela on revient & la définition des 1-morphismes f', " m' et m"* et de 'échange sur
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(H*,L15H"), On voit donc que ce cube se factorise par le cube commutatif :

° °
ANy
1!
° ¢ [ m*
ml*
3
f . i
f*
a* a*
[ ] [ ]

On utilise alors I’astuce (devenue classique) qui consiste & diviser le cube suivant les deux 1-morphismes (paralléles) :

= (foa)* =(aom)",

~ (f'ea)” = (aom)".
et d’utiliser le fait qu’on a un échange sur le couple ("™™H' H*). La proposition est prouvée. C.Q.F.D

A ce stade on dispose donc d’un échange contradirectionnel de type ,/ sur le couple de 2-foncteurs (H*,H') pour
la classe des carrés cartésiens. On veut prouver que cet échange fait partie d’une structure de foncteur croisé sur le
quadruplet (H*,H,,Hy, H'). Mais ceci est presque clair! En effet, en utilisant ’adjonction globale entre H' et Hy on
obtient un échange sur le couple (H*, H;). Il suffira par la proposition 1.2.14 de voir que cet échange est un isoéchange.
Mais il suffit de vérifier ceci pour les restrictions de cet échange sur :

_ (H*,ImmH!)7

_ (H*,LissH!).
Ces échanges ne sont autres que ceux définis dans les propositions 1.4.15 et 1.5.19. Le fait que le premier échange
est un isoéchange découle trivialement du théoréme de changement de base pour une immersion fermée et de 1’égalité
1y = i, valable pour une immersion fermée .

Le fait que le second échange est un isoéchange découle de I'axiome 3 et de 'égalité : f; = f#Thfl(Q 7) valable
pour un S-morphisme lisse f.

On a donc prouvé le résultat suivant :

PROPOSITION 1.6.48 — Il existe une unique structure de foncteurs croisés sur le quadruplet (H*,H.,H,,H") qui
prolonge les deux foncteurs croisés :
- (H*, H*,I’f’mHg,If”mH!) de la proposition 1.4.15,
— (H*,H,, L%sH,, LissHYY de la proposition 1.5.19.

On termine la section par le résultat suivant :

LEMME 1.6.49 — La structure d’échange sur le couple ("™™H,,H,) induite par restriction du foncteur croisé
qu’on vient de construire coincide modulo ’égalité "™™H, = I™™H, qvec I’échange induit par restriction de l’échange
trivial?® sur le couple (Hi, H,).

DEMONSTRATION Par construction, ’échange sur ("™™H,, H;) prolonge les deux échanges sur :

23(est & dire celui obtenu & ’aide des 2-isomorphismes de connexion.
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1. (tmmH, ImmH,) de la proposition 1.4.15,
2. (mmH, LissH,) de la proposition 1.5.19.

Par I'unicité du prolongement, il suffit de prouver que modulo ’égalité '™™H, = ™MK, ces échanges coincident
respectivement avec les échanges sur :

1. ("mmH, ImmHy,) induit par les 2-isomorphismes de connexions de H,
2. (tmmH, LissH,) induit également par les 2-isomorphismes de connexions de H.

N .

En ce qui concerne les premiers échanges, on voit qu’il y a rien & prouver si on regarde le foncteur croisé sur
(H*, H,,, TmmH, TmmHY de la proposition 1.4.15.

On s’intéresse donc exclusivement aux deux échanges sur :

- (tTmmH, LissH,) de la proposition 1.5.19.

— (tmmH, LissH,) induit par les 2-isomorphismes de connexions de H;.
En prenant les adjoints globaux & gauche de tous les 2-foncteurs (ils en ont tous méme ™™H,) on se raméne & prouver
que les deux échanges sur :

— (tmmH! LissH') de la proposition 1.6.36,

— (tmmH! LissH') induit par les 2-isomorphismes de connexion de H'.
sont égaux. Mais ceci est évident par la construction méme du 2-foncteur H' comme étant I'unique 2-foncteur qui
prolonge ™™H' et LisSH' et tel que 1’échange sur les carrés commutatifs a(.) construit dans la sous-section 1.6.5 devient
’échange trivial induit par les 2-isomorphismes de connexion de H'. C.Q.F.D

1.7 Le morphisme de 2-foncteurs H, — H,. Fin de la démonstration

Dans cette section, afin pour pouvoir utiliser la 2-dualité, on va “alléger les propriétés” établies jusqu’ici. On suppose
donné :

- Un foncteur croisé sur un quadruplet (H*,H,, H;, H') de 2-foncteurs de (Sch/S) dans TR,

— Pour tout S-schémas X et tout &x-module localement libre .#, deux équivalences?* :

E(M), E_1(M) : H(X) —> H(X)

quasi-inverses 'une de l'autre. De plus si .# est le faisceau nul, ces deux équivalences sont 2-isomorphes au
1-morphisme identique, et si .# est isomorphe & .#' les équivalences obtenues sont 2-isomorphes.
On suppose que ces données vérifient les propriétés suivantes :

1. ImmHy, = ImmHY, "ot les échanges obtenus par restriction du foncteur croisé sur les couples :
_ (H*7ImmH! — ImmH*)
_ (ImmH! — ImmH*7 H!)
coincident avec les structures triviales?®.
2. (homotopie) Soit ¢ : A}, ——= X la projection de la droite affine au dessus d’un S-schémas X. Les deux
2-morphismes d’unités et de counité :

1 —> q.q* et g ——>1

sont des 2-isomorphismes.
3. (localité) Il existe deux 2-triangles distingués :

, 6 n. .,

Wi 1 JuJ Wi [+1]
§jt =1 it —— 4]
4. Pour f: Y ——= X et .# un Ox-module localement libre, il existe des 2-isomorphismes?® :
f*E(M) —— E(f*4)f* et ['E(#) —— E(f*4)f'
[P E_((M) —— E_1(f*4)f* et fE (M) ——E_(f*4)f

240n ne demande pas que ces équivalences admettent des isomorphismes de composition associés aux suites exactes courtes de &x-
modules localement libres.

2513 seconde propriété est le contenu du lemme 1.6.49.

26 Ces 2-isomorphismes ne sont pas supposés former une autoéquivalences d’aucun des 2-foncteurs H*, Hx, H, ou H'. Ils sont encore moins
supposés étre compatibles avec les échanges du foncteur croisé.
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5. Pour f: Y ——= X un S-morphisme lisse, on a des 2-isomorphismes :

fr———=EQ)f* et f*——==E () f

Les données et les conditions précédentes sont permutées par la 2-dualité dans le sens précis qu’on décrira ci-dessous.
Si on pose :

— Pour tout S-schéma X on note G(X) la catégorie triangulée opposée H(X)°P de H(X),

— Pour tout S-morphisme f on pose : fy = (£1)°P, f* = (f')°P, fo = (f.)°P et f¥ = (f*)°P.
On définit un foncteur croisé sur : (G*,G,,Gy,GY) en posant Ez, o = Ex,, Ex] = Ex{, etc. Toutes les propriétés
ci-dessus sont alors vérifiées. Ceci nous permettra de faire des raisonnements par dualité dans la suite.

A Taide de ces données on va définir pour tout S-morphisme (séparé) un 2-morphisme :
ap: fi—— fu

On insiste sur le fait que f est séparé (bien que c’est automatiquement le cas puisque on ne considére que les S-
schémas quasi-projectifs) car la séparation joue un role crucial dans la définition de a;y. On montrera ensuite que pour

f projectif le 2-morphisme o est un 2-isomorphisme. On utilisera essentiellement le foncteur croisé (H*,H,, Hi, HY).

L’axiome de ’homotopie jouera un role décisif.

1.7.1 Deéfinition et propriétés des 2-morphismes f, — f,

DEFINITION 1.7.1 — Soit un S-morphisme entre S-schémas quasi-projectifs (donc le morphisme est séparé) :

On forme le carré cartésien :

et on note A l'immersion diagonale :
X—Xxy X

L’immersion A est alors une immersion fermée puisque F' est séparé. En particulier on a une égalité : Ay = A, (en
effet : Tm™H, = TmmH_ ). On prend alors pour a = ay la composée :

Ez. (C!)_l

£ filldx. —— fiprau Ay ——— fupruA, =—— fuprinAy —— fuldx, — f.
En langage des diagrammes planaires, oy est la composée :
Remarque 1.7.2 — Les 2-morphismes « sont compatibles & la dualité dans le sens suivant : le 2-morphisme

fv — f» qu’on construit par la méme formule mais en utilisant le foncteur croisé sur (G*, G4, Gv,G") coincide

avec la fléche :
a?P

(f*)OP =fo<—""— (f!)OP = fx
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On a la proposition suivante :

PROPOSITION 1.7.3 — Les 2-morphismes oy sont compatibles aux 2-isomorphismes de connexions de H, et H,.
Plus précisément, pour toute suite de S-morphismes composables :

X—f>Y—>Z

le diagramme de 2-morphismes :

Qgojf

(gof) (g0 f)x

g!f! o, g*f! ar g*f*

est commutatif. Bien entendu il en est de méme du diagramme obtenu en remplacant la ligne horizontale inférieure
du diagramme précédent par :

a a
g!f! —f>g'f* Hgg*f*

DEMONSTRATION Le 2-morphisme : (go f)i —— (g o f)« est par définition la composée du diagramme :

(1.121)

On dispose d’un diagramme commutatif de S-schémas :

Xx X 25 Xx,¥V -2 x

Yx X —2o¥Vx,y 2oy

l f l lg

X Y Z

a carrés cartésiens. En utilisant la compatibilité des 2-morphismes d’échange Ex.(.) avec les compositions horizontales
et verticales des carrés cartésiens on voit que le 2-morphisme Ez, qui se trouve dans le diagramme planaire (1.121)
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est égal a la composée du diagramme planaire :

Il vient que la composée des 2-morphismes :

(en™!

gfi——=(gof)

est égale & la composée du diagramme planaire :

H(X)

(1.122)

(=1

pru

!ﬂ(gof)*Lg*of*

f

H(Y)

Vax 2%
H(X% 2X) — 2" o H(Xx 7Y) — 2 H(X)
(%]
© 1 ©
)™ Ez. Bz,
< T2x D2x
H(YxzX) ———= H(Yx zY)
qu ©z pu V4
FEzx, Ex,
H(X HY
() ———=H) —

Mais "immersion fermée A se factorise par deux immersions fermées :

Ag Ay
X—— X xy X— X xzX

On voit donc que la face ¢, de (1.122) adjacente au 1-morphisme :

H(X)

se factorise par la face :

A,

H(X xz X)

Az* * All*
/ U(C*)_\A

A,

157
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De méme la face (¢;)~! de (1.122) adjacente au 1-morphisme :

mxy——éL—>mXxZX)

(le méme que le précédent) se factorise par :

A
[ ] [

En utilisant le fait que '™™H, = ™™mH_ (et plus particuliérement que ¢; = ¢,) on voit que la composée du diagramme

planaire :
A2* * All*
A* U’(c* -1
[ ] [ ]
A
kﬂ\ . A

—— A, 0 Ay . Ainsi la composée du diagramme planaire (1.122) ne change pas si on

est lidentité : Af, o Ao,
remplace le 1-morphisme :

A,
H(X) — QX H(X xz X)
par le 1-morphisme composé :
A * Aj *
H(X) 2 H(X xy X) ! H(X xz X)
2! Al

et les faces adjacentes par les composées des 2-isomorphismes de connexions adéquoits.

D’autres part, 'immersion fermée A} s’insére dans un diagramme commutatif :

XxvX X
Al d2

P'1 XXZX XXZY

Yx ZX

En utilisant alors la relation de cocycle pour les 2-isomorphismes de connexion des 2-foncteurs : Hy et H, on voit que
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la composée de (1.122) est égale & la composée du diagramme planaire :

XyX —> H(X)
d
p 2%
. All* U,Ea:**
E xn

V2« q2x

H(XxZX)—>H(XxZY) H(X)
d1!
V1!
©z 1! ©z bil
Ez*! EZ*I
T2x% D2«
H(Yx zX) H(Yx zY) H(Y)
qu ©z pu ©z 9!
Ezx,. Ez.
(1.123) H(X) H(Y) H(Z)
f* g*
On invoque maintenant le cube commutatif de S-schémas :
Py
XX yX
N \\
P1 XxzX XxzY
f
X Y 1
V1 Al
dy
Y x ZX Y x ZY

T2

159

Toutes les faces de ce cube sont des carrés cartésiens et les S-morphismes Ay, A, dy et da sont des immersions fermées.

On forme alors un cube dans TR :

!
H(XxyX) Do H(X)
All* d2*
Al
Vo«
pll, H(XXZX) H(XXZY)
fi
I«
(1.124) H(X) H(Y 11
V11 A
d Aqy
H(Y % 2X) H(Yx 5Y)
T2x

En prenant sur les faces carrées paralléles au plan de la feuille les 2-morphismes d’échange Ex. ;. Les autres faces

sont :
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! !
i Al Pax da«
e — 0 [ ] [ ] [ ] [ ] o — 0
A 4 U1 Al 1
du| 4, Pu Pu| Ay, |V I f Goan |
e — > 0 [ ] [ ] [ ] [ ] o ——— >0
T2x dit V2x Ay

Etant donné que 1’échange sur (H.,H;) prolonge I’échange trivial sur (H,,™™H,) (modulo I’égalité ™mH, = ImmH_),
on voit que la premiére face est égale a :

fe

o —> 0

dl* yE‘z Al*

Tox

De méme, puisque 1’échange sur (H,, H;) prolonge ’échange trivial sur (‘"™™H,, H) (modulo I’égalité '™™H, = ImmH,)
on voit que la deuxiéme face est égale a :

i
A1>s<

!
U1!
pl! %m*!

dl*

On voit donc que le cube (1.124) est égal au cube (plus familier):

!
H(XxyX) Por H(X)
All* d2*
Al
Vo«
pll, H(XXZX) H(XXZY)
fi
fs
H(X) H(Y T
1)1! Al*
dl* Al*
H(Y % 2X) H(Y'x 2Y)
T2x

ou les faces perpendiculaires au plan de la feuille sont soit Ex,. soit Exi.. On a déja vu plusieurs fois que de tels
cubes sont commutatifs. L’astuce est de diviser le solide en deux selon les 1-morphisme : (v2 0 Af), = (da2 o ph)« et
(roodi)x = (A1 o f)« et puis utiliser la compatibilité des 2-morphismes d’échange Exz, (.) avec les compositions des
carrés. On a ainsi obtenu la commutation du cube (1.124). Ceci montre alors que la composée du diagramme planaire
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(1.123) est égale a la composée de :

H(X)
A2*
Ay
H(XxyX) —22 S H(X)
p'u
Ezg fg d2*
f* Ex, Q2*

H(X) HY) = H(Xxz) H(X)
dl! Al*
Booll A 11 %w fi
H(Yx 2X) — 2> H(Yx 7V) — 2 = H(Y)
qi! /ZEZ ' pu ,%Ez ' q
(1.125) H(X) = H(Y) — H(Z)

En utilisant en fin de compte la compatibilité des 2-isomorphismes d’échange Ex).(.) avec les compositions des carrés
on voit que la composée de (1.125) est la méme que celle de :

1 o fi \
fs H(X)

)
\ f!
Aq
1 H(Yx 7Y) — 2 S H(Y)
pu %w ' g
) T H

Y
(1.126) H(X (Y) H(Z)

g«

La composée du diagramme planaire (1.126) est clairement égale & la composée des 2-morphismes :

o (67
9 fi —> gufi —> g. -

La proposition est prouvée. C.Q.F.D
Une autre facon d’énoncer la proposition précédente est :
COROLLAIRE 1.7.4 — Les 2-morphismes ay : fi — f. définissent un morphisme de 2-foncteurs (qui sont

égauz sur les objets) :
a: HH——=H.,



162 CHAPITRE 1. LES QUATRE OPERATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE

De plus ce morphisme prolonge le morphisme identique :

ImmH‘ - ImmH*
On a la proposition suivante :
PROPOSITION 1.7.5 — Supposons donné un carré cartésien dans (Sch/S) :
x' 2 x
f 'l lf
YI L Y
Le diagramme de 2-morphismes ci-dessous :
EZ*I

f'g* %g*ﬁ

a,l laf,

! 1
f+9. Tg*f*

est commutatif.

DEMONSTRATION Notons d’abord qu’on a un cube de S-schémas ayant pour faces des carrés cartésiens :

X'x YIXI

XXYX

\ lXX
NS

Ce cube de S-schéma définit un cube dans la 2-catégorie TR :

Ty

H(X'XYIX H(XXYX
plv
D1t
(1.127) A fi
\ g \
H{Y) H(Y)

G«

Sur les faces on a soit un 2-morphisme Ez, soit un 2-isomorphisme Ez... Ce cube est commutatif (pour voir cela, on
peut le diviser en deux). Revenons & la preuve de la proposition. On va expliciter la composée :

F %! e 71}
ha =25 g fl —2 guf!
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D’aprés la définition de oy on obtient donc le diagramme planaire :

(1.128)

(1.129)

Pour s’en convaincre, il suffit de voir que la partie du diagramme située au-dessus de la ligne en pointillé :

AI ! !
HX) —— s H(X xyr X —22* Hx) —F L Hx)

est égale & la composée des 2-morphismes :

C*(AIJJ'Q)
! ! ! !
g* Op2* OA* %g*

Mais ceci est clair par la relation de cocycle pour le 2-foncteur H, étant donné que la partie en question du diagramme
ne fait intervenir que des 2-morphismes de connexion c,(.) ou d’échange Ex.. = ¢(.)c(.)~!. En utilisant maintenant
le cube commutatif (1.127) ainsi que ’égalité des deux 2-morphismes d’échanges : Exi. et Ex.. associés au carré
cartésien :

X! Xyt XI?X XyX



164 CHAPITRE 1. LES QUATRE OPERATIONS DE GROTHENDIECK DANS UN CADRE MOTIVIQUE

on voit que la composée de (1.129) est égale a la composée de :

H(X)

(1.130) H(X'xy/X") ¢/Ez. H(X)  HX)

!

Pu f fi

H(Y")

En utilisant en fin la compatibilité des 2-morphismes d’échange Ex,; avec la composition des carrés on obtient :

H(
/
H(X")
(1.131)
f*
H(

H

X') | Be.. H(Y)
\
H

(X) <= HX)

s
(Y

Evidement, la composée du diagramme planaire ci-dessus est égale & la composée des 2-morphismes :

hig. - [«9. Py 9 fx
La proposition est donc prouvée. C.Q.F.D
On a également les analogues suivants :
PROPOSITION 1.7.6 — Supposons donné un carré cartésien dans (Sch/S) :
X' L’> X
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Le diagramme de 2-morphismes ci-dessous :

L ——

fig. T afi

est commutatif.

DEMONSTRATION Cette proposition découle de 1.7.5 par un argument de 2-dualité. En effet la commutativité du
carré de ’énoncé équivaut & la commutativité de :

, Ez, . ,
e = 9:fs

a®P T Ta"}’

hge = 9Jo

Ce qui est assuré par la proposition 1.7.5 appliqué au foncteur croisé sur le quadruplet (G*, Gy, Gv,G"). C.Q.F.D

PROPOSITION 1.7.7 — Supposons donné un carré cartésien dans (Sch/S) :

X’LX

Le diagramme de 2-morphismes ci-dessous :

* Bay 1 1%
g f! — N9

afl laf,

g fe —— fig”

est commutatif.

DEMONSTRATION Le diagramme commutatif de 1’énoncé s’obtient du diagramme de 1.7.5 via I’adjonction globale

entre H, et H*. C.Q.F.D
PROPOSITION 1.7.8 — Supposons donné un carré cartésien dans (Sch/S) :
gl
X' —X
f'l lf
vy oy

Le diagramme de 2-morphismes ci-dessous :

est commutatif.

DEMONSTRATION Le diagramme commutatif de ’énoncé s’obtient du diagramme de 1.7.6 via ’adjonction globale
entre Hy et H'. On peut également le déduire par un argument de 2-dualité & partir de la proposition 1.7.7. C.Q.F.D
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1.7.2 Pour f projectif, fy — f, est un 2-isomorphisme
Le cas des espaces projectifs

Soit X un S-schéma quasi-projectif. Dans ce numéro on prouvera que si p, est la projection canonique P% —— X
alors :

THEOREME 1.7.9 — Le 2-morphisme :
Qp, @ Pn! — Pnx
est un 2-isomorphisme.

On va raisonner par récurrence sur I’entier n. Pour n = 0 il y a rien & démontrer. On fixe donc n > 1. Pour simplifier
les notations on notera simplement p & la place de p, la projection P% ——= X mais on conservera la notation p,,
pour m # n?7. L’hypothése de récurrence nous dit donc que le 2-morphisme :

Qp,_y i Pn—1! ——Pn—1x

est un 2-isomorphisme. On considére le diagramme commutatif de S-schémas :

prt Py x

A AN

Py —— (PR)* P Ax

T
Pn—1 X
Les notations sont expliquées ci-dessous :
— h est ’inclusion de I’hyperplan défini par ’annulation de la derniére coordonnée homogéne,
— Jo est I’inclusion de ’'ouvert complémentaire envoyant la section nulle de A% sur la section & I'infini de P%,
— ico est l'inclusion de la section & l'infini de P%,
— Joo €st 'immersion de ’ouvert complémentaire & 4o,

— v est la projection sur ]P”;[1 de centre i,. La projection v est naturellement un fibré en droites sur ]P”)‘[1 avec t
pour section nulle. On choisit .4 un Gpn-1-module tel que (P%)* soit isomorphe & V(A").

Fixons un objet A de H(X). On considére le complexe (ou plutdt le triangle) dans la catégorie additive H(P%) :
(D) hhip* A —2> p* A — > it p* A —2 > hyh'p* A[+1]
On a les deux propositions :

PROPOSITION 1.7.10 — Si on applique p. au triangle (A) on obtient un triangle distingué de H(X).

DEMONSTRATION On forme le diagramme suivant dans H(P%) :

(1.132) hiblp* A —"= p* A — = iouitp" A — ' p* A[+1]

|,k

hblp* A — p A — s jo.jap A — s hhipr A[+1]

Le triangle inférieur étant le premier triangle distingué de I’axiome de localité. La fléche a est I’évaluation en p* A de
la composée :

A wow o~
JoxJo > J0xSxS Jg — = looxlo

Le diagramme (1.132) est commutatif : en effet la commutativité du second carré de (1.132) découle de la proposition
1.1.17.

27En fait on aura seulement besoin de p,_1.
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Appliquons p, au diagramme (1.132). On obtient alors le diagramme commutatif :

(1.133) pehih'p* A s puprA— p*ioo*i;op*A—0>p*h;h!p*A[+1]

H H Tp*(a)

pluh'p A —2> pp*A —" > pjoujip* A —" > p.hipr A[+1]

On va prouver que ce diagramme se prolonge en un isomorphisme de triangles, ce qui prouvera la proposition. On
divise la démonstration en deux étapes :

Etape 1 : La fleche p.(a) du diagramme (1.133) est un isomorphisme. On montrera plus généralement que le
2-morphisme :

Pafordip* — > PuforSus*Jip* — > Puicoritp*

est un 2-isomorphisme. Le 2-morphisme en question est la composée du diagramme planaire suivant :

un :

(1.135)

q* G«

En effet, les deux diagrammes planaires (1.134) et (1.135) ne différent que par des 2-isomorphismes de connexion du
type ¢* et c.. Mais en utilisant 'axiome de cocycle pour les 2-isomorphismes de connexion des 2-foncteurs H* et H,
on voit immeédiatement que la composée de (1.135) est simplement la composée de :

(1.136)

Par pureté, on sait que le 2-morphisme d’unité : 1 —— p.p* est un 2-isomorphisme. En attachant ce 2-isomorphisme
au diagramme planaire (1.136), on se raméne finalement & prouver que la composée du diagramme planaire suivant :

(1.137)
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est un 2-isomorphisme. Mais par la proposition 1.1.17 la composée du diagramme planaire 1.137 n’est autre que le
2-morphisme d’unité de ’adjonction entre (gos)* et (gos).. Puisque gos = idx ce 2-morphisme d’unité est forcément
un 2-isomorphisme. D’ou le résultat recherché!

Etape 2 : Fin de la prewve. Pour terminer la preuve de la proposition, on pourra prouver que la fléche :

(1.138) Pejoriip" A —"> p.Iul'p* A[+1]

est nulle. En effet si c’est le cas le diagramme :

pehibip* A —2=pp* A —" > priceuitp* A —2> p.hhip* A[+1]

H Tp*(a) ‘

p.lh'p*A Pup* A —" pujoriip* A —— p.huh'p* A[+1]

sera commutatif et d’aprés I’étape précédente il aura les fléches verticales des isomorphismes.
Mais pour que la fleche (1.138) soit nulle il suffit (compte tenu du fait que le triangle inférieur est distingué) que
la fleche :

(1.139) pep* A —"> pojoiip* A
admette une section. Par la proposition 1.1.17 on a un diagramme commutatif :
Pep* A —"= pujo.jip* A
] l”
A——— qq* A

La fléche horizontale inférieure est un isomorphisme par I’axiome de ’homotopie. On peut donc prendre comme section
a (1.139) la composée :

Pejordip’ A —= gt A<= A——=p.p"A

En effet on a le diagramme commutatif :

DeJosjop* A —— q*q*A ~—A — s pup*A—" > pujouiipt A

Dujosjp*A —> q*q*A <— A—"> g A —"> pujosjip*A

P*jO*jSP*A p*jO*jE)kp*A
La proposition est prouvée. C.Q.F.D
Remarque 1.7.11 — Le lecteur pourra remarquer que ’hypothése de récurrence n’a servit nulle part dans la

démonstration de la proposition 1.7.10. En fait on a juste utilisé I’axiome de I’homotopie et quelques sorites élémentaires
sur les adjonctions globaux (la proposition 1.1.17). En ce sens, la proposition 1.7.10 est élémentaire. La démonstration
de la proposition 1.7.12, suit les méme lignes de la démonstration précédente mais utilisera des résultats plus élaborés
ainsi que ’hypothése de récurrence.

PROPOSITION 1.7.12 — Si on applique py au triangle (A) on obtient un triangle distingué de H(X).
DEMONSTRATION On forme le diagramme suivant dans H(P%) :

[ n

hih'p* A p*A fooxitp* A —— hyh'p* A[+1]

N

Joorjiop* A =2 prA it pr A —L s gt prA[H]




1.7. LE MORPHISME DE 2-FONCTEURS H, — H,.. FIN DE LA DEMONSTRATION 169

Le triangle inférieur étant le triangle distingué habituel et a est ’évaluation en p* A de la composée :
hh! === joartit'sl, S Jooldbe

Ce diagramme est commutatif par la proposition 1.1.17. Lorsqu’on applique p; on obtient le diagramme commutatif :

(1.140) phuhp* A —2 > pip* A — s prige.if p* A —% > pihyhlp* A[+1]
T
. 5 ’ L . 9 .
Piisctjnop™ A pp*A PricoxizeP™ A ——= prjcrfibep* A[+1]

1l suffit comme dans la démonstration de 1.7.10 de prouver que :
— La fleche pi(a) : pihh'p* A — pijocrjl p*A est un isomorphisme.

— La fleche pyjooiji p*A 2. pp*A admet une rétraction ou encore (une fois qu’on sait que pi(a) est un isomor-

phisme) que la fléche :

(1.141) pluhip A —"> pip* A

admet une rétraction.
On établira chaque point dans une étape a part :

Etape 1: la fleche py(a) du diagramme (1.140) est un isomorphisme. On prouvera plus généralement que la composée
des 2-morphismes :
puh'p* — prjaitit' i p® — > Prioctibep”

est un 2-isomorphisme. En langage de diagrammes planaires, le 2-morphisme en question est la composée de :

(1.142) H(X)

*

p Joo X Joo! D!

Dire que la composée du diagramme planaire (1.142) est un 2-isomorphisme est équivalent & dire que la composée du
diagramme planaire suivant en est un :

HEY )
LNy / h L ME
P4 U N
(1.143) H(X) T H((P%)*) —— H(®%)") L H(X)
U/c* C!U/
k 1/ x 1%
" HEE Y H(Ey )

) —1
(b étant la composée des 2-isomorphismes : j. p* —— E(Q;_)jip* = jip* &v* )28, En effet les deux dia-
grammes planaires (1.142) et (1.143) ne différent que par des 2-isomorphismes de connexions du type c*, ¢' et ¢ ainsi
que le 2-isomorphisme b. On voit alors qu’on pourra se contenter de prouver que la composée du diagramme planaire
suivant :

28Le ﬁ(P’r}L{ y+-module Q;_ est nul puisque joo est une immersion ouverte.
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(1.144) HPY ) —=H((PR)") ==H((P%)") —;= H(®Y ")

vl
est un 2-isomorphisme. Rappelons qu’on avait choisi un ﬁP;—rmodule inversible 4" tel que v soit isomorphe & la

projection du fibré : V(A) —— ]P”;‘,_1 . Par un calcul facile?®, on voit qu’on a un isomorphisme entre €, et v*.#". En

particulier €2, provient d’un pull-back par v. Rappelons également qu’on peut associer & .4 une équivalence E(A")
de H(P'’¥™). Pour prouver que la composée de (1.144) est un 2-isomorphisme il suffit de le faire aprés composition a
gauche par E(A4) c’est & dire :

H(PY )

t

(%,

(1.145) HPL ) HPY ) —=H((P%)") H((P%)*) —5= HPY )

oy

—_—
E(X)
Mais v' et v*E(A4") sont 2-isomorphes par la composée des 2-isomorphismes :

V*E(AN) —= E(* A )v* ——= E(Q,)v* —— !

(le second isomorphisme provient de I’isomorphisme entre v*4" et ). Ainsi, pour prouver ce que ’on veut, il suffira
de prouver que la composée du diagramme planaire :

]P:n 1

est un 2-isomorphisme ou encore que la composée du diagramme planaire suivant en est un :

(1.147)

puisque les deux diagrammes planaires (1.146) et (1.147) différent par des 2-isomorphismes de connexions de type c'
et ¢ ainsi que par le 2-morphisme de counité : ¢! ——=1 qui est un 2-isomorphisme par l’axiome de I’homotopie (

29Fn effet soit & ——> B un fibré vectoriel. Par définition Qe est le faisceau normal de 'immersion diagonale d: £ —— E X E .

Notons p; la projection sur le premier facteur : E xg E —— FE . Maintenant, le B-schéma E X g E s’identifie 4 la somme directe E @ E
et la projection p s’identifie & I’application x @ y — x. En particulier p définit un fibré vectoriel sur E isomorphe au pull-back de E par e
et ’immersion diagonale d devient une section. De 13 il est facile de conclure que V(Qe) ~ p*E.
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étant donné que v est la projection d’un fibré en droites). Mais par la proposition 1.1.17 la composée du diagramme
planaire (1.147) est égale au morphisme de counité de 'adjonction entre (v o t); et (v ot)'. Puisque v ot = idpn-1, ce
p.e

2-morphisme de counité est un 2-isomorphisme. D’oi1 le résultat recherché3°!

Etape 2 : La fleche 1.141 admet une rétraction. On construira dans cette étape une rétraction a la fleche 1.141 :
phh'p*A——pp*A

Pour cela on va utiliser le 2-morphisme ), : P! —— P« (voir la définition 1.7.1). Par naturalité, le diagramme
suivant :

(1.148) phubip A —"—>pp*A

D h h!p*A —6> p*p*A

est commutatif. La fleche horizontale inférieure admet une rétraction par la proposition précédente®!. On en fixe une
qu’on notera p. D’autre part la fléche :

phihip*A s phh'p*A

est un isomorphisme et méme le 2-morphisme o, : prhi —— p.hr est un 2-isomorphisme. En effet par la proposition
1.7.3 on a un carré commutatif :

@ —_
Pn—11 fnt DPn—1x
prthy — p,.hy =—— p.h.

4 fléches verticales des 2-isomorphismes de connexions, et par I’hypothése de récurrence le 2-morphisme a,, _, est un
2-isomorphisme. Ceci dit, on peut prendre comme rétraction la composée :

pp*A i>p*p*A —p>p*h!h!p*A %p;hgh!p*A
En effet on a le diagramme commutatif suivant :

Qp

p!hlh!p*A

pprA pp*A—"=p.hb'p* A <o phub'p*A

5 ‘ ‘

phlp* A —= p, k' p* A—= p.p*A — p,Iyh'p* A <T— pihyh'p* A

phuhlp* A —> p.Iuh'p* A puhuh'p* A <aN—p pihih'p*A
p!h!h!p*A p!hlhgp*A
La proposition 1.7.12 est prouvée. C.Q.F.D
COROLLAIRE 1.7.13 — Sip est la projection : Py —— X , le 2-morphisme :

ap: ppt —————— p.p*

30Le lecteur pourra remarquer que I’on n’a toujours pas utilisé I’hypothése de récurrence.
31Ceci a été établi dans la démonstration de la proposition 1.7.10. On peut également le déduire directement de ’énoncé de la proposition
en question. En effet, cet énoncé affirme que le triangle suivant :

5 L 0
pxhih!p* A —— p.p*A LS Pxloox s P* A —— p*h,!h,!p*AH_l]

est distingué. Mais dans un triangle distingué ou le troisiéme coté est nul, le premier coté admet une rétraction et le second une section
i.e. le triangle est scindé.
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est un 2-isomorphisme.
DeEMONSTRATION 11 suffit de voir que pour tout objet A de H(X) la fleche :
pp*A——p.p*A

induite par le 2-morphisme «a;, est un isomorphisme.
En appliquant le 2-morphisme a,, : P —— P« au triangle (A), on obtient par naturalité un diagramme commu-
tatif :

phih'p* A ’ > ppra —~ Pricoxif p*A —2 > phh'p* A[+1]

L, | |

pehibip* A —2> pp* A —" > priceuitp* A — %> hhip* A[+1]

qui est un morphisme de triangles distingués par les propositions 1.7.10 et 1.7.12. Il suffit donc de montrer que les
deux 2-morphismes :

sont des 2-isomorphismes. Mais d’aprés la proposition 1.7.3 on a les diagrammes commutatifs :

Qp,
Pn-1! fnt Pn—1x idX! idX*
R
p!h! —>p*h! —p*h* p!'ioo! :p!ioo* —>p*ioo*

a fleches verticales des 2-isomorphismes. Il devient alors clair que le second 2-morphisme de (1.149) est un 2-
isomorphisme. Pour le premier 2-isomorphisme de (1.149) on conclut en utilisant I’hypothése de récurrence. C.Q.F.D

Par 2-dualité on obtient aussi le corollaire :
COROLLAIRE 1.7.14 — Le 2-morphisme :
ap: ppt ———— pup'

est un 2-isomorphisme.

DEMONSTRATION En effet le corollaire 1.7.13 s’applique au foncteur croisé sur le quadruplet (G*, G4, Gy, GY). Ainsi
le 2-morphisme :

pep* ———— p.p~
est un 2-isomorphisme. Ceci veut exactement dire (puisque x correspond & ! et v correspond & *) que le 2-morphisme :
pp ———=p.p
est un 2-isomorphisme. C.Q.F.D

On va construire & 1’aide des deux corollaires 1.7.13 et 1.7.14 deux 2-morphismes : Px — P

1. Le premier 2-morphisme est la composée :

(67
$1 1 Pe —" [y D <~ 1 [P pa)s — 2 P

(les notations [.], et []s désignent le couple de 1-morphismes qui définissent les 2-morphismes d’unité et de
counité).

2. Le deuxiéme 2-morphisme est la composée :

¢2: Px —>p, [p'pily . [pp']s pr 2
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On a le lemme :

LEMME 1.7.15 — Le 2-morphisme ¢1 appliqué a p* donne lUinverse du 2-morphisme o, : pp* —— p.p* .
Dualement, le 2-morphisme ¢o appliqué a p* donne Uinverse du 2-morphisme a, : pp' — p.p' -
DEMONSTRATION On démontrera seulement la premiére assertion : la seconde découlera par 2-dualité en remarquant

que ¢, est exactement le ¢ mais construit & partir du foncteur croisé sur le quadruplet (G*, Gy, Gv,GY). Considérons
le diagramme suivant :

n (&3 J
(1.150) pp* — = [P P Iy pe}s 0 <= o [p* {pe )5 p* Iy ———— pp*
] n
¢ @p ¢
DiP = »p

les notations [.],, et [.]5 désignent le couple de 1-morphismes qui définissent les 2-morphismes d’unité et de counité dans
la ligne horizontale supérieure du diagramme (1.150). Les notations {.}, et {.}s désignent le couple de 1-morphismes
qui définissent les 2-morphismes d’unité et de counité verticaux du diagramme (1.150).

Pour prouver le lemme il suffit bien évidement de prouver que le diagramme (1.150) est commutatif.

Le triangle de droite n’est autre que le triangle :

D« L ;D*p*p*

N

Dx

évalué en p*. Mais ce triangle est commutatif par définition des adjonction.
De méme le triangle de gauche n’est autre que le triangle :

p*p.pt —=p*

|7

p*

sur lequel on applique p'. Ce triangle est également commutatif par définition des adjonctions.
11 reste donc & prouver la commutation du carré :

«
P {P*puts p* <—— pp* {pu P}y
¢ “p *
PPt <~————pip

Ce carré se factorise horizontalement de la maniére suivante :

(o7
(1.151) pu {P*puts p* == pup* {p 0"}y <—— pp* {p 0™}y

) ) )

pup* 2

pxp* <——— pip*

Mais le second carré de (1.151) est commutatif par naturalité de «, et le premier carré de (1.151) n’est autre que le
carré :

D*p«p* = p*p.p*
p* p*
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sur lequel on a appliqué p,.. En particulier il est aussi commutatif par définition d’un adjonction. Ceci termine la
preuve de la commutation du carré central de 1.150 et donc la preuve du lemme. C.Q.F.D

On est en mesure maintenant de prouver le cas n de la récurrence et donc le théoréme 1.7.9 :

PROPOSITION 1.7.16 — (le cas n de la récurrence) Le 2-morphisme :
Qap . Dl —— D«

est un 2-isomorphisme.

DEMONSTRATION Pour montrer que le 2-morphisme «;, est inversible il suffit de montrer qu’il a un inverse & droite
et un inverse & gauche®?. Nous prouverons que ¢; est un inverse a gauche de a, et que ¢» est un inverse & droite de
ap. Il faut donc montrer que les composées :

(1.152) up: P~ 2 p,
et
(1.153) usy: P py %2 p

sont les 2-morphismes identités. Pour prouver cela il suffira de le faire pour les 2-morphismes “u; : p* ——= p* et

®uy : p' —p' obtenus par adjonction.

Etape 1 : Commencons par le 2-morphisme p* — p* . Il est obtenu par la composition :

(1.154) p* —L= p*p.p* = P pap* — > Px
Le 2-morphisme du milieu est par définition la composée :
(1.155) Ppp* —2= prppt —2= ppup*

Mais par le lemme 1.7.15, les deux 2-morphismes : p,p* o pp* et pp* % p«p* sont inverses 'un de ’autre. 11
vient que le 2-morphisme composée de (1.155) est le 2-morphisme identité. Ainsi, la composée de (1.154) est simplement
la composée :

P — Pt — >
Par la définition des adjonctions cette composée est le 2-morphisme identité.

Etape 2 : On fait pareil pour le 2-morphisme p' — p' . 1l est obtenu par la composition suivante :

1" Lo U2 o1 6 !
p >=ppp ppp p
Le 2-morphisme du milieu est par définition la composée :
I % | y 92 | |
(1.156) Ppp ——= PPy ——ppp

Etant donné que pp! e PP et p.pt ta, ppt sont inverses 'un de autre (par le lemme 1.7.15), on voit alors

que la composée de 1.156 est I'identité. Ainsi, notre 2-endomorphisme p' —— p' est la composée des 2-morphismes :
LI J B
p——=ppp ——P

C’est donc le 2-morphisme identité. C.Q.F.D

32Par 2-dualité, il suffit juste de prouver que ap admet un inverse a gauche. En effet en appliquant ceci au foncteur croisé (G*, G4, Gv,GV)
on voit que a?,p admet aussi un inverse & gauche ce qui équivaut & dire que ap admet un inverse & droite.



1.7. LE MORPHISME DE 2-FONCTEURS H, — H,.. FIN DE LA DEMONSTRATION

Le cas général. Application

THEOREME 1.7.17 — Soit f: X ——=Y wun S-morphisme projectif. Le 2-morphisme :

ayf . f|—>f*

est un 2-isomorphisme.
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DEMONSTRATION Dans le numéro précédent on a réglé le cas de lespace projectif sur Y. Il est facile en utilisant la
compatibilité du 2-morphisme : P —— P« avec les échanges d’en déduire le cas ou p est la projection: P(.¥) ——=Y

avec . un Oy-module localement libre.
Pour traiter le cas général, on choisit une Y-immersion :

X —P(¥)

RN

Y

(avec .Z localement libre sur Y') et on invoque le diagramme commutatif :

ar

f! f*

ms DSy — > DS«
Le théoréme est prouvé. C.Q.F.D
On termine par une application importante du théoréme précédent :
COROLLAIRE 1.7.18 — Supposons donné un carré cartésien de S-schémas :
gl
X' —X
f'l lf
Vi—=—>Y
avec [ projectif. Le 2-morphisme d’échange :
Exy: g fi ——— f.9"”
est un 2-isomorphisme.
DEMONSTRATION En effet par 1.7.7 on a un carré commutatif :
Ez;
gefr ————— fig"”
T
Etant donné que les 2-morphismes Ez}, ¢ et ap sont des 2-isomorphismes, le résultat est clair. C.Q.F.D
Remarque 1.7.19 — L’analogue du corollaire 1.7.18 est connu dans [SGA 4] sous le nom du "théoréme de

changement de base pour un morphisme propre".
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Chapitre 2

Compléments sur les 2-foncteurs
homotopiques stables et les quatres
opérations

Introduction. Beaucoup de théorémes de base en cohomologie étale se démontrent par dévissage en utilisant le
théoréme de changement de base propre et le théoréme de changement de base par un morphisme lisse. Parmi ces
théorémes, on note :

— La constructibilité des faisceaux de cohomologie Rf,.#, pour f de type fini et % un faisceau de A-modules

constructible,

— Les encadrements de la dimension cohomologique des Rf. (par exemple, le théoréme d’Artin sur les images

directes cohomologiques par des morphismes affines!),

— Le formalisme de dualité de Verdier (qui repose en partie sur la notion de faisceau constructible).

Mis & part la section 2.4, on peut dire que le but de ce chapitre est d’établir des analogues motiviques d’une partie
de ces théorémes en se basant sur le théoréme de changement de base pour un morphisme projectif démontré dans le
chapitre précédent. Pour cela, on doit d’abord préciser les notions de constructibilité et de dimension cohomologique
dans le cadre motivique voire méme dans le cadre abstrait d’un 2-foncteur homotopique stable. Fixons donc un
2-foncteur homotopique stable H: Sch/S ——= ¥R .

Comme remplacant des faisceaux constructibles, il est naturel d’utiliser les objets compacts. Malheureusement,
pour que la notion de compacité ait un sens, il faudra que les catégories H(—) admettent des petites sommes. Ainsi, on
a opté pour une autre définition qui garde un sens pour n’importe quel H. Pour motiver la dite définition, plagcons nous
un instant dans le 2-foncteur SH. Parmi les objets compacts de SH(X), on trouve les motifs (U;) AGm” ™ associés a un
X-schéma lisse U. Il est bien connu que ces motifs engendrent la catégorie avec petites sommes SH(X). Par un résultat
classique (voir la proposition 2.1.24), on déduit que tout objet compact de SH(X) peut étre construit en un nombre
fini d’étapes a partir des (U)4 A Gm”™ en prenant des cones successifs et des facteurs directs. Ainsi la sous-catégorie
des objets compacts de SH(X) est la plus petite sous-catégorie triangulée stable par facteurs directs contenant les
motifs (U)4 A Gm”™. D’autre part, si f est le morphisme structural du X-schéma lisse U, on sait que (U;) = fxS¥,
avec SO la sphére unité. N’ayant pas d’objets distingués dans H(S), ceci nous améne & définir la sous-catégorie des
objets constructibles de H(X) comme étant celle engendrée par les fx Ay avec A variant dans une classe d’objets de
H(S) fixée & I'avance.

Pour ce qui est de la dimension cohomologique dans H, le formalisme des ¢-structures s’impose (voir [BBD82]).
Reste bien stir & en choisir une. En vue des applications potentielles, notre choix est tombé sur une généralisation de
la t-structure homotopique sur DM (k) ou SH(k) (avec k un corps). Notre point de départ, est un théoréme de Fabien
Morel [Mor05], affirmant que la ¢-structure homotopique de SH(k) est "engendrée" (au sens de la définition 2.1.71)
par les motifs de la forme : (X;) A Gm”™™ avec X un k-schéma lisse et n € Z. Ainsi, nous étudierons les ¢-structures
sur H(—) engendrée par les objets analogues & savoir des fxAx:(n)[n] avec f lisse de source X', A variant dans un
ensemble d’objets de H(S) fixé a I’avance.

Ayant expliqué nos notions de constructibilité et de dimension cohomologique, faisons un bref apercu des résultats
obtenus dans ce chapitre.

1- La section 2.1 regroupera une grande partie des techniques générales employées dans ce chapitre. La premiére
partie concerne les catégories triangulées. On y trouvera les notions élémentaires de sous-catégories suspendues et
cosuspendues engendrées par une classe d’objets. On discutera également des objets constructibles, compacts et des

INotons tout de suite, qu’on est trés loin de démontrer et méme de formuler un analogue du théoréme d’Artin motivique.
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catégories bien engendrées. On redémontrera quelques théorémes bien connues comme le lemme de représentabilité de
Brown. Tous ces résultats se trouvent bien entendu dans la littérature (voir par exemple le livre de Neeman [NeeO1]).
On passe ensuite aux dérivateurs triangulés auxquels on consacre une sous-section relativement grande. Une bonne
partie des résultats discutés se trouvent dans [Gro90], [Mal01a] et [Mal01b]. Mise & part, la section 2.4, la théorie
des dérivateurs sera trés rarement utilisée dans ce chapitre. Elle le sera par contre beaucoup plus dans le chapitre
suivant. On enchaine sur les histoires d’engendrement de t-structure et de t-exactitude des foncteurs, avec lesquels on
termine la partie "techniques triangulées" de ces préliminaires.

La suite des préliminaires concerne surtout les catégories monoidales. Dans cette partie trés technique, on introduira
les notions de modules et projecteurs dans le but d’alléger les problémes de cohérences rencontrés dans la théorie de
dualité de Verdier. Le lecteur remarquera qu’on travaillera systématiquement avec des catégories monoidales non for-
cément symétriques ou unitaires. Cette généralité est peut-étre inutile étant donné que toutes la catégories motiviques
connues sont monoidales symétriques et unitaires. Il y a au moins trois raisons valables pour justifier ce choix :

— Les catégories monoidales sont formellement plus faciles & étudier que les catégories monoidales symétriques et

unitaires, pour la simple raison que ces derniers contiennent plus de structures.

— Le fait de travailler avec une structure monoidale non forcément symétrique nous force a conserver les objets
dans le bon ordre, ce qui rend, il nous semble, I’exposition plus claire.

— Il est tout de méme bon de savoir que la théorie de dualité de Verdier peut se faire sans I'isomorphisme de
commutation. Ou, si ’on préfére, de savoir & quel endroit I'isomorphisme de commutation intervient. En fait,
I'unique différence avec le cas symétrique, est que les opérateurs de dualités ne sont pas involutifs.

On termine, la section par un retour & la géométrie. Un numéro sera consacré aux notions de 2-foncteurs homotopiques
stables, Q-linéaire, séparé, quasi-séparé, parfait pour les petites sommes, etc. Dans un deuxiéme numéro on rappellera
trés briévement la résolution des singularités.

2- La seconde section est consacrée aux analogues des théorémes de constructibilité et de dimension cohomologiques
dans le formalisme étale. Pour simplifier, on décrit les résultats obtenus uniquement lorsque la base S est le spectre
d’un corps parfait k£ admettant la résolution des singularités. Dans un premier temps, on prouve le théoréme de
constructibilités des quatre opérations, qui affirme que pour f quasi-projectif, les foncteurs f*, f., fi et f' envoient
un objet constructible sur un objet constructible. Un des résultats intermédiaires de cette preuve est particuliérement
intéressant. Il s’agit de la proposition 2.2.27 qui décrit un systéme de générateur des catégories des objets constructibles.
Cette proposition sera utilisée dans le chapitre 2.

Pour ce qui concerne les dimensions cohomologiques des opérations i.e. leurs propriétés de t-exactitude la situation
est plus complexe. Notons simplement que pour f un morphisme de k-schémas quasi-projectifs, le foncteur f, est
t-exact a droite et f,[d] est t-exact & gauche avec d la dimension de la source, que ’on peut remplacer par la dimension
maximale des fibres lorsque f est projectif. Pour des résultats plus détaillés, voir le scholie 2.2.95. Notons également,
qu’on arrive & borner la t-dimension des opérations f' alors qu’il semble impossible de trouver des bornes supérieures
(homologiques) pour les opérations f* et f; en général. Retenons également, que pour prouver le scholie 2.2.95, on
introduit une autre ¢-structure qu’on appelle la ¢-structure engendrée perverse, qui partage des points communs avec
la t-structure perverse en cohomologie étale (voir [BBD82]). La t-structure engendrée perverse est, & notre avis,
intéressante en elle-méme. De plus, elle constitue un outil puissant pour résoudre des questions de t-exactitude 3
gauche concerant d’autre t-structures, notament la ¢-structure engendrée non perverse, et ceci grace & son systéme
de générateurs dégagé dans la proposition 2.2.69 ainsi qu’aux théorémes 2.2.82 et 2.2.86. Notons enfin un résultat
intéressant, qu’on peut considérer comme un petit pas vers un théoréme d’Artin motivique pour les schémas affines.
1l s’agit en fait de la t-exactitude de 'opération j, lorsque j est I'immersion d’un ouvert dans une courbe. En effet, la
dimension cohomologique de ce foncteur chute de 1 4 0!

3- La section 2.3 est consacrée au formalisme de dualité de Verdier. Une bonne partie de cette section est consa-
crée & des problémes de cohérence. Une fois ces problémes surmontés, on aboutit & un accouplement canonique
f*(=)® f'(=) —= f'(- ® =) qui fait de f' un f*-module au sens de 2.1.93. C’est cette structure qui sera a la base
de la plupart des formules habituelles reliant les quatre opérations, le produit tensoriel et les homomorphismes internes.
On définira également des accouplements f.(—) ® fi(—) —— fi(—) . On montre ensuite ’existence et 'unicité des
objets dualisants (au sens de 2.3.66) et on déduit les formules habituelles de commutations aux foncteurs de dualités.

4- La derniére section est d’un esprit différent des deux derniéres. Il ne s’agit plus d’analogies avec la cohomologie
étale, mais simplement de préparer le terrain pour le dernier chapitre. On y trouvera une définition fonctionnelle de
ce que doit étre un dérivateur algébrique homotopique et stable. La définition choisie est minimale. On montrera dans
un appendice ( dont la rédaction est en cours) comment étendre le 2-foncteur SH en un dérivateur algébrique SHL
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2.1 Préliminaires généraux

Pour la commodité du lecteur, on regroupe dans cette section quelques résultats généraux qui seront utilisés dans
les sections qui suivent. Beaucoup de ces résultats sont bien connus et facilement accessibles dans la littérature : pour
cela, ’exposition sera parfois bréve, et le lecteur sera renvoyé a la source pour des démonstrations jugées longues.

La premiére moitié de ces préliminaires concerne les catégories triangulées. On traitera, d’abord, les questions
d’engendrement, de sommes infinies et d’objets compacts. On introduit juste aprés la notion de dérivateurs triangulés
pour terminer avec des compléments sur les t-structures. La seconde moitié est essentiellement consacrée aux catégories
monoidales. On rappellera briévement les définitions de catégories monoidales et de foncteurs pseudo-monoidaux entre
eux pour s’intéresser ensuite & leurs adjoints. Juste aprés, on étudie les bi-foncteurs homomorphismes internes dans
une catégorie monoidale fermée. On termine les préliminaires sur les catégories monoidales par un petit paragraphe
portant sur les catégories monoidales triangulées voire sur les dérivateurs monoidales triangulés. Dans les deux derniers
paragraphes, on retourne & la géométrie algébrique avec quelques mots sur les 2-foncteurs homotopiques et sur la
résolution des singularités.

2.1.1 Sous-catégories triangulées et engendrements

Pour ce qui concerne la définition des catégories triangulées ainsi que les conséquences directes des axiomes, le
lecteur peut consulter [Ver96] ou [Nee01]. L’autoéquivalence de suspension sera notée comme d’habitude [+1]. Etant
donné une catégorie triangulée 7, on s’intéressera & trois sortes de sous-catégories de T :

DEFINITION 2.1.1 — Soit T une catégorie triangulée. Une sous-catégorie pleine C de T est dite stable par
extensions si pour tout triangle distingué :

A A A A[+]]

de T, on a Vimplication : [A' et A” € Ob(C)]=——=[4 € Ob(C)] .

1- Une sous-catégorie triangulée de T est une sous-catégorie pleine C C T stable par extensions et par les auto-
équivalences de suspension [+1] et de cosuspension [—1].

2- Une sous-catégorie suspendue (resp. cosuspendue) est une sous-catégorie pleine C C T stable par extensions et
le foncteur de suspension [+1] (resp. de cosuspension [—1]).

Remarque 2.1.2 — 1- Une sous-catégorie triangulée est clairement une sous-catégorie pleine qui est suspendue et
cosuspendue. Précisons également qu’une sous-catégorie triangulée est elle méme une catégorie triangulée.

2- Les deux notions de sous-catégorie suspendue et cosuspendue sont échangées par la dualité. Plus précisément,
soient 7 une catégorie triangulée et T°P sa catégorie triangulée opposée. Une sous-catégorie suspendue (resp. cosuspen-
due) C C T induit par passage aux catégories opposées, une sous-catégorie cosuspendue (resp. suspendue) C°P C T°P.
En effet le foncteur de suspension de 7°P est I'inverse de celui de 7.

Le lemme suivant est une trivialité :

LEMME 2.1.3 — Soient T une catégorie triangulée et C C T une sous-catégorie pleine. La catégorie C est une
sous-catégorie suspendue (resp. cosuspendue) si et seulement si pour tout triangle distingué de T :

A A A7 A'[4]
On a les deux implications :
— (Stabilité par extension) [A' et A" € Ob(C)]=——=>[A € Ob(C)],
— (Stabilité par conoyau) [A' et A € Ob(C)] == [A" € Ob(C)] (resp. (Stabilité par noyau) [A et A" € Ob(C)]
—=[A" € Ob(C)] ).

Soit f : D ———= D' un foncteur. Si C' C D' est une sous-catégorie, on note f~1(C') la sous-catégorie de D dont
les objets sont les A € Ob(D) tel que f(A) € Ob(C') et les fléches sont les a € FI(D) tel que f(a) € FI(C'). On a :

LEMME 2.1.4 — Soit f : T ——=T' un foncteur triangulé entre deux catégories triangulées. Soit C' C T' une

sous-catégorie triangulée (resp. suspendue, cosuspendue) de T'. Alors f~(C') est une sous-catégorie triangulée (resp.
suspendue, cosuspendue) de T .
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LEMME 2.1.5 — Soient T une catégorie triangulée et A C Ob(T) un ensemble (ou une classe) d’objets de
T. Il existe une plus petite sous-catégorie triangulée (resp. suspendue, cosuspendue) < A >~ (resp. < A >s+7€t,

<A >7¢) de T contenant les objets dans A.

DEMONSTRATION En effet, On définit par récurrence des sous-catégories < A >™ avec :
— < A >9 la sous-catégorie pleine de T ayant pour objets les suspensions et cosuspensions itérés d’objets de AU{0},
— < A >™ est la sous-catégorie pleine de 7 dont les objets sont ceux qui s’obtiennent comme une extension entre
deux objets de < A >"1,
Du fait que < A >" contient un objet nul, on déduit les inclusion < A >"C< A >"+!. L’union des < A >™ convient
clairement. Les cas réspés se traitent de la méme maniére. C.Q.F.D

DEFINITION 2.1.6 — 1- La sous-catégorie < A >°°! est appelée la sous-catégorie triangulée strictement engen-
drée par A. Les objets de cette catégorie sont dits A-strictement constructibles.

2- De méme, la sous-catégorie < A > (resp. < A >*"') est appelée la sous-catégorie suspendue (resp. co-
suspendue) strictement-engendrée par A. Les objets de cette catégorie sont dits A-strictement positivement (resp.
négativement) constructibles.

LEMME 2.1.7 — Soit f: T —— 7' un foncteur triangulé entre deuzx catégories triangulées. Supposons donnée
une sous-catégorie triangulée (resp. suspendue, cosuspendue) C' C T'. Soit A un ensemble (ou une classe) d’objets de
T . Supposons que f(A) CC'. Alors < A >*=°tC (' (resp. <A >57*CC', <A >*"*C ().

DEMONSTRATION Ceci découle immédiatement de la minimalité de < A >%~¢ et du fait que f~1C’ est triangulée. De
méme pour les cas respés. C.Q.F.D

Le “strictement” de la définition 2.1.6, est employé pour distinguer la notion analogue ou I’on permet d’ajouter les
facteurs directes :

DEFINITION 2.1.8 — Soit C une sous-catégorie pleine d’une catégorie additive D. On dit que C est stable par
facteurs directs si pour tout triplets (A, B,C) d’objets de D Vimplication suivante :

[A~BaC et Ac Ob(C)]=—= [B € (]
est vraie.

LEMME 2.1.9 — Soient T une catégorie triangulée et A C Ob(T) un ensemble (ou une classe) d’objets de T. Il
existe une plus petite sous-catégorie triangulée (resp. suspendue, cosuspendue) < A > (resp. < A >it, < A >°) de
T contenant les objets dans A et qui soit stable par facteurs directs.

DEMONSTRATION La preuve est aussi évidente que celle de 2.1.5. 11 suffit seulement d’ajouter les facteurs directes
quand on passe du rang n — 1 & n. C.Q.F.D

DEFINITION 2.1.10 — 1- La sous-catégorie < A > est appelée la sous-catégorie triangulée engendrée par A.
Les objets de cette catégorie sont dits A-constructibles.
2- De méme, la sous-catégorie < A >_C|f (resp. < A >°t) est appelée la sous-catégorie suspendue (resp. cosuspendue)
engendrée par A. Les objets de cette catégorie sont dits A-positivement (resp. A-négativement) constructibles.

LEMME 2.1.11 — Soit f: T ——T' un foncteur triangulé entre deux catégories triangulées. Supposons donnée
une sous-catégorie triangulée (resp. suspendue, cosuspendue) C' C T' stable par facteurs directes. Soit A un ensemble
(ou une classe) d’objets de T. Supposons que f(A) C C'. Alors < A >C (' (resp. <A >EC ', < A>c ().

DEMONSTRATION Ceci découle immédiatement de la minimalité de < A >57¢ et du fait que f~'C’ est triangulée et
stable par facteurs directes. De méme pour les cas respés. C.Q.F.D

Rappelons qu’une catégorie discréte est une catégorie qui n’a pour fleches que les identités. Si I est une petite
catégorie discréte, un foncteur T —— C est parfois appelé une famille d’objets de C.

DEFINITION 2.1.12 — 1- Soit D une catégorie. On dit que D est une catégorie avec petites sommes (resp. avec
petits produits) si les limites inductives (resp. projectifs) indicées par des petites catégories discrétes sont représentables
dans D.

2- Soit C est une sous-catégorie pleine d’une catégorie D avec petites sommes (resp. petits produits). On dit que C
est stable par petites sommes (resp. petits produits), si la colimite (resp. limite) dans D d’une petite famille discréte
d’objets de C est un objet de C.
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La notion de catégorie avec somme (resp. avec produits) est particuliérement féconde lorsque la catégorie en question
est munie d’un triangulation. On parle alors de catégories triangulées avec petites sommes (resp. petits produits).

Remarque 2.1.13 — La notion d’une catégorie triangulée avec petites sommes est duale de celle d’une catégorie
triangulée avec petits produits. Ainsi, dans la suite, il sera uniquement question de catégories triangulées avec petites
sommes. Les énoncés et notions concernant les catégories triangulées avec petits produits s’obtiennent par passage aux
catégories opposées?.

LEMME 2.1.14 — Soient T une catégorie triangulée avec petites sommes et A C Ob(T) un ensemble (ou une
classe) d’objets de T . Il existe une plus petite sous-catégorie triangulée (resp. suspendue, cosuspendue) < A > (resp.
KA>,, K A>_)deT contenant les objets dans A et qui soit stable par petites sommes.

DEMONSTRATION Pour tout ordinal a, on définit par récurrence transfinie des sous-catégories pleines < A >*C T de
la maniére suivante :

— Les objets de < A >° sont les suspensions et cosuspensions itérées d’objets de A U {0},

— On prend pour < A >% la sous-catégorie pleine de T dont les objets sont ceux qui s’obtiennent comme une
extension de deux objets de dans < A >° ou comme une petites sommes d’objets dans Ugycq < A > avec ag
strictement contenu dans a.

La catégorie obtenu comme 'union des < A > convient clairement. Les cas réspés se traitent exactement de la méme
maniére. C.Q.F.D

DEFINITION 2.1.15 — 1- La sous-catégorie < A > est appelée la sous-catégorie triangulée avec petite sommes
engendrée par A. Les objets de cette catégorie sont dits A-ind-constructibles.
2- De méme, la sous-catégorie K A > (resp. K A>>_) est appelée la sous-catégorie suspendue (resp. cosuspen-
due) stable par petites sommes et engendrée par A. Les objets de cette catégorie sont dits A-ind-positivement (resp.
A-ind-négativement) constructibles.

LEMME 2.1.16 — Soit f: T —— 7' un foncteur triangulé commutant aux petites sommes, entre deux catégories
triangulées avec petites sommes. Supposons donnée une sous-catégorie triangulée (resp. suspendue, cosuspendue) C' C
T' stable par petites sommes.

Soit A un ensemble (ou une classe) d’objets de T . Supposons que f(A) C C'. Alors K A >C C' (resp. K A>,C (',
<KA>_cl).

DEMONSTRATION Ceci découle immédiatement de la minimalité de < A >*—° et du fait que f~'C’ est triangulée et
stable par petites sommes. De méme pour les cas respés. C.Q.F.D

L’analogue avec “facteurs directs” de la définition 2.1.15 est superflu du moins pour ce qui concerne les sous-
catégories triangulées & cause du résultat suivant® (voir [?7]) :

LEMME 2.1.17 — Soient T une catégorie triangulée avec petites sommes. Alors la catégorie additive sous-jacente
a T est pseudo-abélienne.

La définition suivante est classique :

DEFINITION 2.1.18 — 1- Soit T une catégorie triangulée avec petites sommes. Un objet A de T est dit com-
pact si le foncteur homy (A, —) commute aux petites sommes i.e. pour toute petite famille (B;);cr d’objets de T,
I’homomorphisme canonique :

®ier homy (A, B;) — hom7 (A, Dic; B;)

est un isomorphisme.
2- On notera Teomp la sous-catégorie des objets compacts de T. C’est une sous-catégorie triangulée stable par
facteurs directe de T .

2Tes catégories triangulées qui apparaissent dans la nature (par exemple les catégorie homotopique de certaines catégories de modéles)
admettent toutes des petites sommes et produits. Toutefois, en pratique, les petites sommes directes semblent étre plus utiles que les petits
produits. Ceci peut s’expliquer par ’abondance en pratique des objets compacts et la rareté de leurs duaux : les objets cocompacts.

3Ce résultat ne sera pas utilisé par la suite. Pour cela, on ne donnera pas de preuve. Notons tout de méme que dans le cas o 7 est
compactement engendrée au sens de la définition 2.1.20, on peut obtenir le lemme en question comme conséquence directe du critére de
représentabilité de Brown (voir la proposition 2.1.21).
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Soit (u; : Dj — D;y1 )ien un systéme inductif indicé par N dans une catégorie triangulée 7 admettant des
petites sommes. On peut associer & ce systéme inductif une colimite homotopique HoColim ;(D;) bien définie & un
isomorphisme (non unique) prés par le triangle distingué :

®:(idp; ,—u:)
@ierD;

®;erD; —— HoColim ;D; ——
On définit des fleches D; —— HoColim D; en prenant la composée :

D; —— ®;D; — HoColim D;

De plus, les triangles suivant sont commutatifs :

Ui

D; Ditq
HoColim D;
étant donné que la composée :
(idp; ,—u:) i
Di—————D;®Din1 ®;D; HoColim D;

est nulle par construction. Ceci permet de définir un homomorphisme de groupe abéliens :
CoIimieN hom(A, Dz) I hom(A, HoColim iENDi)
naturel en A € Ob(7T). Le lemme suivant est facile :

LEMME 2.1.19 — Soit A un objet d’une catégorie triangulée avec petites sommes T . Les conditions suivantes sont
équivalentes :

1. A est un objet compact,

2. Pour tout systeme inductif (u; : D; — D1 )ien, le morphisme canonique :

ColimieN hOIIl(A, Dz) I hOIIl(A, HoColim iENDi)

est un isomorphisme.

DEFINITION 2.1.20 — Soit T une catégorie triangulée avec petites sommes. On dit que T est compactement
engendrée, s’il existe un ensemble d’objets compacts A C Ob(T) tel que K A > = T. L’ensemble A est appelé un
ensemble de générateurs compacts de T .

On a le bien-connu critére de représentabilité de Brown :

PROPOSITION 2.1.21 — Soit T une catégorie triangulée avec petites sommes, compactement engendrée. Soit
h: T ——=Ab un foncteur exact contravariant qui transforme les petites sommes en petits produits. Alors h est
représentable.

DEMONSTRATION Si A est un objet de 7, on peut représenté un élément a € h(A) comme une flecche a: 4 ——h
(par exemple dans la catégories des préfaisceaux en groupes abéliens sur 7).

Pour tout entier n € N, on va construire par récurrence les données suivantes :

— Un objet &, de T,

— Un élément o, € h(P,),

— Une fléeche u,, 1 : ®,_1 —— ®,, lorsque n est non nul tel que le diagramme suivant est commutatif :

Un—1 Qn
¢, | —&,——h

N~ T

Qn—1
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Fixons un ensemble d’objets compacts A qui engendre la catégorie triangulée avec petites sommes 7. On supposera,
quitte & ’élargir, que ’ensemble A est stable par suspensions et cosuspensions. On posera :

dy = &) A
A€EA, a€h(A)

et on prend pour aq le produit des a dans :

h@)= [ MA)

A€A, ach(A)

Lorsque n est un entier non nul, on définit ®,, par un triangle distingué :

( : 4
A€A, beKer(an—1:homy (A, 2, —1)—h(A))

En utilisant 'hypothése que h est exact, on déduit immédiatement que a,—1 € h(®,_1) est 'image d’un certain
élément oy, € h(®,,).

Une fois les ®,, construits, on pose & = HoColim ®,,. Par définition, et du fait que h transforme les petites sommes
en petits produits, on a une suite exacte :

h(®) — [T, h(@,) —

[T, M(®n)

Et donc une surjection : h(®) —— Lim h(®,) . On choisit alors un antécédent « par cette surjection de la limite des
Qn.-

On montrera que & : & — h induit un isomorphisme de préfaisceaux. Etant donné que le préfaisceau représenté
par ® ainsi que h sont tous les deux exacts, et transforment petites sommes en petites produits, on se raméne

immédiatement & montrer que ’lhomomorphisme homy (A, ®) —— h(A) est un isomorphisme pour A dans A (noter,
qu’ici on utilise le fait que A est stable par suspension et cosuspension). La surjectivité de cet homomorphisme découle
facilement de la surjectivité de homy (A4, &g) —— h(A) . Pour montrer 'injectivité, on considére un élément a dans
le noyau. Comme A est compact, la flecche a : 4 —— & provient d’une certaine fléche a’ : A —— ®,, . Mais par
construction, la composée :

A—— 0 —— Py
est nulle. Ceci assure la nullité de a. C.Q.F.D
COROLLAIRE 2.1.22 — Soit T et T' deux catégories triangulées avec petites sommes. On suppose que T est

compactement engendré. Soit f : T —— T' un foncteur triangulé covariant commutant aux petites sommes. Alors
f admet un adjoint a4 droite.

DEMONSTRATION Soit B’ un objet de 7'. Le foncteur 7 — Ab qui & un objet A de T associe hom (f(A), B')
transforme petites sommes en petits produits. Par le critére de représentabilité de Brown, ce foncteur est représenté
par un objet g(B') de T. De plus, on a un isomorphisme :

hom7 (f(A), B') — = hom7(4, g(B"))

1l existe alors une unique fagon d’étendre 1’association B’ ~ g(B’) en un foncteur covariant, de sorte que l'isomorphisme
ci-dessus soit naturel en A et B'. C.Q.F.D

L’adjoint & droite de f est automatiquement triangulé. En effet :

LEMME 2.1.23 — Soit f: T ——T' un foncteur triangulé entre deux catégories triangulées. Sig: T' —— T
est adjoint & f, alors g est triangulé.

DEMONSTRATION On traitera uniquement le cas ou g est adjoint & droite de f. L’autre cas, se traite de maniére
analogue. Supposons donné un triangle distingué de 7" :

Al B’ c’ A'[+1]

et complétons la fleche g(A') —— g(B') en un triangle distingué de 7 :

g(4") 9(B') D 9(AN[+1]
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A T’aide les axiomes des catégorie triangulée, il existe une fléche en pointillée rendant commutatif le diagramme suivant

de 7" :

F9(A") — f9(B’) f(D) Fe(AN+1]
,
A B’ o A'l+1]

En effet, le triangle du bas est distingué ainsi que celui du haut puisque f est un foncteur triangulé. Maintenant, par
adjonction, on tombe sur le diagramme commutatif :

g9(4") 9(B") D g(A)[+1]
lu
g(”ﬁl’) g(l“-‘?’) 9(C") g(A’U[H]

Etant donné que le triangle du haut est distingué, il suffira de prouver que u est inversible. Il suffit encore de montrer
que pour tout objet X de 7, 'homomorphisme induit par w :

hom7 (X, D) — hom7(X, g(C"))

est un isomorphisme. On utilisera pour cela le lemme des cinq appliqué aux morphismes de suite exactes :

hom(X, g(A")) —— hom(X, g(B')) ——— hom(X, D) —— hom(X, g(A’)[+1]) —— hom(X, g(B')[+1])

| | |

hom(X, g(A")) —— hom(X, g(B')) —— hom(X, g(C")) —— hom(X, g(A’)[+1]) —— hom(X, g(B')[+1])

La ligne du bas, étant exacte puisque isomorphe 3 :
hom(f(X), A") — hom(f(X), B') —— hom(f(X),C") — hom(f(X), A'[+1]) — hom(f(X), B'[+1])
Le lemme est prouvé. C.Q.F.D

La preuve de la proposition suivante utilise la construction qu’on a exposée dans la preuve du lemme de représen-
tabilité de Brown :

PROPOSITION 2.1.24 — Soit T une catégorie triangulée avec petites sommes engendrée par un ensemble d’objets
compacts A. La sous-catégorie Teomp est la plus petite sous-catégorie triangulée de T contenant A et stable par facteurs
directes. En d’autres termes on a l’égalité :

7-comp =< A >Ct

DEMONSTRATION L’inclusion < A >°C Teomp est claire. Fixons un objet compact C de 7. On va montrer que C' est
A-constructible.

On applique la construction de la preuve de la proposition 2.1.21 au foncteur représentable h = homs(—,C). On
obtient ainsi une présentation de C' comme une colimite homotopique du systéme inductif (u, : ®, — Ppt1 Jnen:
Colim &, ——

Puisque C est compact, on a :
Colim hom7(C, ®,,) ~ homs(C, Colim &,,) ~ hom+(C, C)
Ainsi, on choisissant un représentant de l'identité de C' dans la colimite de gauche, on obtient une factorisation de
I'identité : /_\
C —— @no —C

pour un certain ng € N. Ceci prouve que C est facteur direct de ®,,,.
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Posons ®_; = 0. On va construire par récurrence descendante pour k € {—1,...,n¢} un triangle distingué :

(2.1) Ni 3y, Dy, Ni[+1]

avec Ny dans < A >~ et tel que C soit facteur direct de Dy. Pour k = ng on prendre N,, = 0. Si on arrive &
construire N_; le corollaire découlera. En effet puisque ®_; = 0, on obtient que C' est facteur direct de N_;[+1].
Dans la suite, on utilisera uniquement le fait que pour tout n € N il existe un triangle distingué :

Dicr, Az (I>n—1 ®, (®i€Tn Az)[+1]

avec I, un ensemble d’indices qu’on n’aura pas besoin de préciser et A; des objets de A. Insistons que ceci reste
vrai méme pour n = 0. Supposons le triangle (2.1) construit pour un k& € {1,...,n0}. On va le construire au rang

k — 1. On considére d’abord la composée : Nj, —— &) —— Djcr, Ai[+1] . L'objet N}, étant compact, il existe un
sous-ensemble fini F}, C I}, tel que la composée en question se factorise par l'inclusion ®;cr, Ai[+1] C @icr, Ai[+1].
On choisit alors un triangle distingué :

ik, As D1 o, (Bierm, Ai)[+1]
L’axiome de I'octaédre appliqué au carré commutatif :

Dier, Ai — Pp_1

|

Dicr, Ai — 1

fournit un triangle distingué :

Bicr,—F, Ai (1)21_)1 7 (@ien,—F,Ai)[+1]

De plus par construction, on voit que la composée : Ny — & — @1, —F, Ai[+1] est maintenant nulle. On en
déduit de cette maniére une factorisation :

Ny —— ‘Pil_)l — &

Formons un triangle distingué :

Ni all), b\, Ni[+1]
L’axiome de l'octaédre appliqué maintenant au carré commutatif :

N ——— &,

|

(1)
Ny —= 9,
fournit un triangle distingué :
Bicn,—F.Ai b, Dy, (Dien—r Ai)[+1]

L’étape suivante consiste & considérer la composée : ¢ — Dy — ®jcr1,—F, Ai[+1] . L’objet C' étant compact,
on déduit qu’il existe un ensemble fini G, C I}, contenant Fj, tel que la composée en question se factorise par l'inclusion
BicGu—F, Ak C Bier, -, Ai. On forme alors un triangle distingué :

Dicc-F Ai — DM, Dy (Biec,—F,Ai)[+1]

En appliquant 'axiome de 'octaédre au carré commutatif :

Bicr,-F, Ai —— D,(Cljl

|

BicG,-FAi — D,(cl_)1
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on obtient un triangle distingué :

Dien, -G, Ai D1 Dy, (Bien,—a, Ai)[+1]

De plus, par construction, la composée C —= Dy —— ®B;ecr,—a, Ai[+1] est nulle. Ceci fournit une factorisation :

TN

C Dk:—l Dk

On déduit alors facilement que C est facteur direct de Dy_;.
Pour terminer, considérons la composée :

b

de—1 —= ¢, DV, — =Dy,

On va montrer que l'objet Nj_1 dans le triangle distingué :

Nk_1 (I)k—l Dk:—l

est strictement A-constructible. En utilisant suffisamment de fois I’axiome de ’octaédre on se raméne & montrer que les
“noyaux” des fléches : a, b et ¢ sont A-constructibles. Ces “noyaux” sont respectivement ®;c g, Ai, N et Bicay,—Fy, As-
Les objets A; sont dans A et les ensembles d’indices Fj et G}, sont finis. De plus par induction Ny est A-strictement
constructible. Le corollaire est prouvé. C.Q.F.D

On continue avec un critére qui permet de décider si un ensemble d’objets engendre une catégorie triangulée avec
petites sommes. La définition suivante est également classique :

DEFINITION 2.1.25 — Soit A un ensemble d’objets d’une catégorie triangulée T. On note A+ la sous-catégorie
pleine de T formée des objets B € Ob(T) avec :

homy(A[m],B) =0, VAeAetVneN

Un objet de A+ est dit orthogonal @ A.
Le lemme suivant est facile :

LEMME 2.1.26 — La sous-catégorie A~ C T est une sous-catégorie triangulée stable par facteurs directs. Si T
admet les petits produits, alors A+ est stable par petits produits. Finalement si T admet les petites sommes, et si les
objets de A sont petits, alors A+ est stable par petites sommes.

PROPOSITION 2.1.27 — Soit T une catégorie triangulée avec petites sommes. Soit A C Ob(T) un ensemble
d’objets compacts. Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

1. L’ensemble A engendre la catégorie avec petites sommes T i.e. K A>=T,
2. La sous-catégorie AL est réduite a 0,

3. La famille de foncteurs homy(A[n],—): T —— Ab avec A € A et n € Z est conservative.

DEMONSTRATION Les deux derniéres assertions sont clairement deux facons différentes de dire la méme chose.

Tl est immeédiat que la premiére condition implique la seconde (d’ailleurs sans I’hypothése de compacité sur les
objets de A). Prouvons 'implication réciproque.

Notons To =K A > et i : Ty C T le foncteur d’inclusion. On prouvera que 4 est une équivalence.

1l est clair que le foncteur ¢ commute aux petites sommes. Puisque 7o est compactement engendrée, on dispose
d’un adjoint & droite L : T ——= 7o . Puisque 7 est pleinement fidéle, le morphisme d’unité 1 ——= L o4 est un
isomorphisme. Il reste donc & prouver que le morphisme de co-unité o0 L, ——= 1 est inversible.

Soit donc B un objet de T et choisissons un triangle distingué :

(2.2) io0 L(B) B C io L(B)[+1]
On montera que C est nul. Pour tout objet A de 7y, on a :

hom(i(A)[m],i o L(B)) = homy; (A[m], L(B)) = homr(i(4)[m], B)
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En utilisant le triangle distingué (2.2), on déduit immédiatement que : hom7(i(A),C) = 0. En particulier C' est un
objet de A+ = 0. C.Q.F.D

Notons le résultat suivant :

LEMME 2.1.28 — Soit f : T ——=T' un foncteur triangulé entre deux catégories triangulées avec petites
sommes. On suppose que f admet un adjoint & droite g.
1- Si le foncteur g commute aux petites sommes, alors f envoie un objet compact de T sur un objet compact de
T
2- Réciproquement, supposons que f envoie un objet compact de T sur un objet compact de T'. Si T est compac-
tement engendrée alors g commute aux petites sommes.

DEMONSTRATION Soit A un objet compact de 7. Le foncteur homy (f(A),—) est isomorphe & homy(A,g(-)) =
hom,q7 (A4, —) o g. Le foncteur g commute aux petites sommes. De méme pour hom (A4, —). Ceci montre que f(A)
est compact.

Pour la réciproque, on considére une petite famille (4;); d’objets de 7'. On veut monter que le morphisme cano-
nique :

®Dig(Ai) — g(®iAi)
est inversible. Par la proposition 2.1.27, on se raméne & prouver que pour tout objet compact C' de 7 ’homomorphisme :
hom7(C, ®ig(Ai)) —hom7(C, g(®i4:))

Comme C est compact, on se rameéne & prouver que ’homomorphisme :

@i hom7(C, g(A4;)) — hom7(C, g(i4;))

induit par les fleches canoniques g(A4;) — g(®;A;) est un isomorphisme. Mais cet homomorphisme correspond par
Padjonction (f,g) a :

Cet homomorphisme est effectivement inversible puisque f(C) est compact. C.Q.F.D

2.1.2 Dérivateurs triangulés. Application aux 2-triangles distingués

Dans notre étude des foncteurs homotopiques stables, notamment dans notre construction des foncteurs cycles
proches, il est pratique d’utiliser le langage souple des dérivateurs. Les dérivateurs, n’étant pas le sujet d’étude de
cette thése, on adoptera un point de vu différent et moins satisfaisant que celui de [MalO1la] et [Mal01b]. Ainsi au lieu
de donner le systéme d’axiomes minimal que doit vérifier un dérivateur triangulé pour pouvoir y faire de I’homotopie,
on a préféré inclure dans la définition des structures et propriétés supplémentaires qui découlent des axiomes initiaux.
A titre d’exemple, un dérivateur triangulé sera pour nous un 2-foncteur D de la catégorie des petites catégories dans la
2-catégorie des catégories triangulées. Par contre dans [Mal01b] , un dérivateur triangulé est simplement un 2-foncteur
D & valeur dans la 2-catégorie des catégories abstraites vérifiant un certain nombre de propriétés permettant de munir
les catégories D(—) d’une structure triangulée canonique.

Définition d’un dérivateur triangulé

Dans la suite, on fixe une sous-catégorie pleine Dia de la 2-catégorie stricte des petites catégories vérifiant les
conditions suivantes :
— DO : La catégorie vide ), la catégorie ponctuelle e, et la catégorie Al = {0 — 1} sont des objets de Dia,
— D1 : La 1-catégorie sous-jacente & Dia est stable par coproduits finis et produits fibrés et passage aux sous-
catégories,
— D2 : Pour tout foncteur u: A —— B de Dia et b € Ob(B), les catégories A/b et b\ A sont dans Dia.

Remarque 2.1.29 — Avec les notations de D2, la catégorie A/b a pour objets les couples (a, f) avec a € Ob(A) et
f :u(a) = b € FI(B). Une fleche de A/b entre deux objets (a, f) et (a', f') est simplement une fleche g : a — o’ € FI(A4)
tel que f = f' ou(g). On définit b\ A de sorte que (b\A)°P = A°P/b. Les deux faces suivantes :

Afp AL 4 A Iy
(2.3) pap| v |u poal 7 |
e b B e b B
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jouent un réle important dans la théorie des dérivateurs triangulés.

Remarque 2.1.30 — Soient A une catégorie et a un objet de A. On notera souvent dans la suite par a 'unique

foncteur e —— A qui envoie 'objet de e sur a. De méme si C' est une catégorie, on notera pc 'unique foncteur
C —— e . Notons que le foncteur po admet un adjoint & droite si et seulement si la catégorie C' admet un objet
final. Dualement, le foncteur pc admet un adjoint & gauche si et seulement si la catégorie C' admet un objet initial.

On appellera dans la suite Dia la 2-catégorie des diagrammes. Un dérivateur triangulé est un 2-foncteur de la 2-
catégorie Dia dans celles des catégories. Contrairement & [Gro90] et [Mal01a], on ne supposera pas que ce 2-foncteur
est strict. Pour la commodité du lecteur, on rappellera la notion de 2-foncteurs stricts et pas forcément stricts.

Dans la suite, une 2-catégorie sera implicitement supposée stricte.

DEFINITION 2.1.31 — 1- Soient ® et ®' deux 2-catégories. Un 2-foncteur F : © ——= %', strict, 1-covariant
et 2-covariant est l’ensemble des données suivantes :
— Une fonction F qui & un objet A de ® associe un objet F(A) de D'.

— Pour tout couple d’objet A et B de ® un foncteur F4 g : homgp(A, B) — homg:(F(A),F(B)) covariant,

envoyant les 1-morphismes identités sur des 1-morphismes identités (lorsque A = B).
Tel que pour un triplet d’objets (A, B,C) € Ob(D)3, le carré suivant :

Fec xFaB

homs (B, C) x homyp (A, B) homs/ (F(B),F(C)) x homs(F(A),F(B))
homyg (A, C) Fic homsp: (F(A)7 F(C))

soit commutatif (au sens strict).

2- Les autres types de l-variance et de 2-variance s’obtiennent de la maniére habituelle en remplacant ' par
(@I)l—opp’ (@I)Z—opp ou (@I)l?—opp'

Pour obtenir la définition des 2-foncteurs non nécessairement strictes, on destrictifie la définition précédente :

DEFINITION 2.1.32 — 1- Soient © et ®' deux 2-catégories. Un 2-foncteur F : © ——= %' , non nécessairement
strict, 1-covariant et 2-covariant est l’ensemble des données suivantes :
— Une fonction F qui 6 un objet A de © associe un objet F(A) de D',
— Pour tout couple d’objet A et B de ® un foncteur Fap : homgp(A, B) — homg:(F(A),F(B)) covariant,
envoyant les 1-morphismes identités sur des 1-morphismes identités (lorsque A = B),
— Pour tout triplet d’objets (A, B,C) € Ob(D)3, une transformation naturelle inversible :

homs (B, C) X homg (A, B) Fo.oxFas homsg: (F(B), F(C)) x homa: (F(A), F(B))
o N;>c o
homsy (4, C) > homyp/ (F(4), F(C))

induisant le 2-morphisme identité sur le l'objet 1-morphisme identité (dans le cas A= B =C).
Ces données doivent vérifier la condition de cohérence suivante. Etant donnée une suite de 1-morphismes composables
de® :

adpg 9. ok

Le carré de 2-morphismes de ®' est commutatif :

F(hogo f) cloolh)

C(f,hog)l
F(hog)oF(f)

F(h) o F(go f)

lC(f,g)

F(h) o F(g) o F(f)

c(g,h)
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2- Les autres types de l-variance et de 2-variance s’obtiennent de la maniére habituelle en remplacant ' par
(@I)l—opp’ (@/)2—01;1) ou (91)12—01)1).

Notons le lemme simple ci-dessous dont la vérification est laissée aux lecteurs :

LEMME 2.1.33 — Soit f: A—— B un l-morphisme de ® admettant un adjoint & droite g : B— A .
Alors F(f) admet pour adjoint a droite F(g) et les morphismes d’unité et de counités sont donnés par les composées :

1=—=F(1) F(gf) ——=F(f)oF(g) et F(g9)oF(f) —=F(9f) —=F(1) =—=1

On peut maintenant donner la définition adoptée dans cette thése de la notion de dérivateurs triangulés.

DEFINITION 2.1.834 — Un pré-dérivateur triangulé D de domaine Dia est un 2-foncteur (non nécessairement
strict) 1-contravariant et 2-contravariant :

D: Dia—— %R

S’il n’y a pas de confusion possible, on notera pour un foncteur u (resp. une transformation naturelle « ) de Dia, u*
le foncteur D(u) (resp. o* la transformation naturelle o* ).
Le pré-dérivateur D est un dérivateur s’il vérifie la liste d’aziomes ci-dessous :

1. D(@) = 0 la catégorie nulle.

2. Soient I et J deux catégories de Dia. Considérons ’accouplement évident :
D(I x J) x 1P ——DI(J)

qui & un couple (X,i) € Ob(D(I x J)) x Ob(I°?) associe lobjet (i x idy)*X (en notant comme d’habitude
i: e——=1] le foncteur qui pointe l’objet i). Par adjonction on déduit un foncteur :

D(I x J) —= HOM(Z°P, D(.J))

Ce foncteur est appelé le foncteur I-squelette. L’image d’un objet X de D(I x J) par ce foncteur est appelé le
I-squelette de X .

Le foncteur I-squelette vérifie les trois propriétés suivantes :

— Ce foncteur est conservatif pour toutes les catégories I et J de Dia,

— Ce foncteur est plein et essentiellement surjectif lorsque I est un directe,

— Ce foncteur est une équivalence lorsque I est discréte.

3. Pour tout foncteur u: A——> B de Dia, le foncteur u* : D(B) —— D(A) admet un adjoint & droite u. et
un adjoint & gauche ux,

4. Soient u : A——> B un foncteur de Dia et b un objet de B. Les faces (2.3) induisent par 2-fonctorialité les
deuz faces de TR :

D(A/b) I D(A) D(b\A) Ina D(A)
P a*ﬂ u* Pha ﬁ*ﬂ u*
D(e) <2 D(B) D(e) <2 D(B)

Les deux faces obtenues par adjonction :

D(A/b) Jap D(A) D(b\ A) Iha D(A)
(P« o U (Po\ A # &*  |uy
D(e) <2 —n(B) D(e) ~—D(B)

sont des 2-isomorphismes.
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5. Notons O la catégorie 1 x 1 :
(17 1) <~ (07 1)

|

(170) -~ (070)

On appelle ir : ™ —— O la sous-catégorie pleine ayant pour objets Ob(O) — {(0,0)} . De méme on appelle
ia: 1 ——= 0O la sous-catégorie pleine ayant pour objets Ob(0) — {(1,1)}. Soit I une catégorie de Dia. Un

objet X de D(O x I) est dit cartésien (resp. cocartésien) si le morphisme évident X — (i1)«(i2)*X (resp.

(ir)g(ir)* X —— X ) est un isomorphisme. Dans un dérivateur triangulé D, un objet de D(CI X I) est cartésien
si et seulement si il est cocartésien.

6. Gardons les notations de l'axziome précédent. On définit un foncteur ¥ : D(I) ——=D(I) par la formule :
=1(0,00"(r)#(ir)*(1,1)«

Il existe un isomorphisme de foncteurs ¥ —— [+1] entre ¥ et lautoéquivalence de suspension de la ca-
tégorie D(I). De plus, soit X un objet cartésien et cocartésien de D(CI x I). On définit un morphisme :
(0,00*X ——=X%(1,1)*X par la composée suivante :

(0,0)°X <= (0,0)" (ir )¢ (ir )*X ——= (0, 0)"(ir ) (ir )* (1, 1) (1,1)"X == (1, 1)°X = (1,1)*X[+1]
Supposons que lobjet (1,0)* A est nul. Alors le triangle :

1,1 X 2 0,1)* X = (0,00 X — (1,1)*X[+1]

avec (1) et (2) les deux fleches canoniques est un triangle distingué.

Remarque 2.1.35 — Comme annoncé au début du paragraphe, la définition 2.1.34 continent des redondances.
Habituellement, les structures triangulés sur les catégories I(I) sont construites & partir des carrés cartésiens et
cocartésiens dont I’abondance est assurée par I’axiome 5. Ainsi, notre dernier axiome peut étre considéré comme la
définition de la classe des triangles distingués. Bien entendu, si on fait ce choix, des vérifications doivent étre effectuées.

On aurait pu également énoncer I’axiome 5 avec I la catégorie ponctuelle. En effet il est facile de déduire le cas
général en utilisant la conservation des foncteurs squelettes.

Remarque 2.1.36 — Soit D un pré-dérivateur triangulé de domaine Dia. Notons Dia’ la sous-2-catégorie pleine de
Cat dont les objets sont les catégories opposées des catégories dans Dia. On définit un pré-dérivateur D°? de domaine
Dia’ par P’association D°P (A4) = D(A°P)°P. On dit que D°P est le pré-dérivateur opposé & I. On vérifie facilement que
lorsque D est un dérivateur triangulé, il en est de méme de DFP.

Remarque 2.1.37 — Soit D est un pré-dérivateur triangulé de domaine Dia. Pour des catégories I et J de Dia, on
pose Dy (J) = D(I x J). Il est facile de voir que cette association s’étend d’une maniére canonique en un pré-dérivateur
triangulé Dy : Dia —— TR . C’est un bon exercice de vérifier que lorsque I est un dérivateur triangulée, alors il
en est de méme de Dy. L’unique difficulté est dans la vérification de ’axiome 4. Pour cela on peut se servir de la
conservation du foncteur squelette et de la formule (I x A/b)/i = (I x A)/(i x b) pour i € Ob(I).

Remarque 2.1.38 — Le dernier axiome parait plutdt compliqué & premiére vue. Nous allons essayer de montrer
qu’il est au contraire simple et naturel. Expliquons d’abord la définition du foncteur X. Le point est que dans une
catégorie triangulée, le carré suivant :

E——0

|

0 —— E[+1]

est cartésien et cocartésien ou encore de Mayer-Vietoris. D’ou 1’idée de définir le foncteur de suspension comme étant
la colimite du diagramme :
E——0

|

0
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La difficulté est de trouver pour chaque E € Ob(IDXe)) un objet de D(I" ) d’une maniére fonctorielle en E et ayant
pour squelette le diagramme ci-dessus. Une formule qui marche bien est (ir)*(1,1)«E. En effet, pour un objet a de
1 x 1 différent de (1,1), la catégorie e/a qui apparait dans la face :

E/Cl Je/a 12

a

Pe/a V4 a

e e

est vide. Ainsi par I’axiome 4, on a a*(1,1),E = 0. On démontre de méme que (1,1)*(1,1),.E = E.

La seconde partie de ’axiome 6, formalise 1’idée qu’un carré de Mayer-Vietoris donne un triangle distingué. Mieux,
si X est un objet cartésien et cocartésien de D(C) il doit déterminer un triangle distingué fonctoriel. La difficulté est
de définir ce triangle. En regardant le squelette de X :

b
X1 ——Xop1

X0 —d>X00

on devine que le triangle commencera par :

7_b d
X1 L’} X10 ® Xo1 Rany Xoo

Pour deviner/trouver la fléche connectante, on utilise la fonctorialité. En effet si on considére le morphisme de (ir )*X
vers l'objet de (™) ayant pour squelette :
X11—0

|

0

et en complétant en un carré cocartésien on tombe sur un morphisme de X vers un objet Y ayant pour squelette :

Xu 0
0——=XXn1

En passant aux triangles distingués hypothétiques, on obtient un diagramme commutatif :

(a,fb) c+d ?

X1 —X10® Xo1 Xoo —XX11
Xu 0 YXu=—=%Xn

Ceci nous force & prendre pour morphisme connectant celui induit par X ——=Y aprés application du foncteur
(0,0)*. C’est exactement la définition de la fleche connectante de 1’axiome 6. Finalement, pour éviter les problémes de
signes, on considére uniquement les carrés cartésiens et cocartésiens X tel que (1,0)*X = 0.
Fixons un dérivateur triangulé D de domaine Dia. Voici quelques conséquences faciles de la 2-fonctorialité :
LEMME 2.1.839 — Supposons donné un couple (u,v) de foncteurs adjoints :
u: A——B et v: B——A

entre catégories de Dia. Les composées suivantes :

(pB)#v" — (pa)pvgv” — (pa)# et (PB)sx — (PB)«ustt™ —— (pa)su”
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sont inversibles.

DEMONSTRATION Par le lemme 2.1.33, on a un couple de foncteurs adjoints (u*,v*). Il vient que u* est isomorphe &
v et que v* est isomorphe & u,. On traite uniquement le premier morphisme. Le second en découle par un argument
de dualité.

La composée : (pa)xu* ~ (pa)pvy — (pa ov)y = (pp)s définit clairement un isomorphisme de (pa)gzu*

vers (pg)x. Il s’agit de montrer que ce morphisme est égal au morphisme de ’énoncé :

(pa)pu* —— (pB)puspu” — (pB)#

On se raméne aisément & montrer que le diagramme suivant est commutatif :

(pB o u)gvy = (pA)#vg — (Paov)x = (PB)#

L

(pB)#upvs
Ceci découle immédiatement par 2-fonctorialité. C.Q.F.D
COROLLAIRE 2.1.40 — 1- Soit A une catégorie de Dia admettant un objet initial o. Les morphismes :
0" = (pa)goyo” —(pa)y et Pa——>pho"oy = oy

sont des isomorphismes.
2- Dualement si A admet un objet final o, les morphismes :

(pa)s — (pa)x0.0" =0 et 0k = 0.0"py —— Py
sont des isomorphismes.
Dans le méme esprit on a :

PROPOSITION 2.1.41 — Soiti: I C J une inclusion pleinement fidéle dans Dia. On suppose que le foncteur i
admet un adjoint G droite ou 4 gauche p : J——> T . Alors le foncteur p* est pleinement fidéle. En particulier les
deux 2-morphismes :

1 —— p.p* et pgp* —1
sont des isomorphismes.

DEMONSTRATION On traitera uniquement le cas ou p est un adjoint & droite de i. Comme i est pleinement fidéle, le
morphisme 1 ——= poi est un isomorphisme. Il vient par le lemme 2.1.33 que p* est adjoint & gauche de ¢* est que
le morphisme de co-unité est inversible. On en déduit que p* est pleinement fidéle. C.Q.F.D

Il est pratique d’introduire la définition suivante :

DEFINITION 2.1.42 — On note Ry et Ry les foncteurs de la 1-catégorie sous-jacente ¢ Dia dans celle des
endofoncteurs triangulés de D(e) définis par les formules :

A~ Ry(A) = (pa)g(a)” et (u: A= B)~ [Ry(u) = (pa)y(pa)” = bB)gugpu”(pB)" — (pB)#(PB)"]

A~ R.(A) = (pa)e(pa)” et (u: A= B)~ [R(u) = (pB)«(pB)" +— (PB)+ust™(pB)" = (pa)«(pa)’]

Remarquons que Ry est covariant alors que R, est contravariant. Ces foncteurs seront appelés la réalisation homolo-
gique et cohomologique respectivement. Remarquons également que le foncteur Ry (resp. R.) prend ses valeurs dans
la catégorie des endofoncteurs de D(e) munis d’une transformation naturelle vers (resp. depuis) le foncteur identité.

LEMME 2.1.43 — Soient ug,u; : A—= B deuz foncteurs de Dia. On suppose qu’il existe une transformation
naturelle t : uo —— u1 . Alors les deuz transformations naturelles :

Ry (uo), Rg(ur) : Ry(A) ——= Ru(B) (resp. Ru(ug), Ru(u1) : Ri(B) ——= R« (4))

sont égales.
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DEMONSTRATION On traitera uniquement le cas non respé. Le cas réspé s’en déduit par dualité. La transformation
naturelle ¢ équivaut & la donné d’un foncteur v : A x 1 ——= B tel que les composées :

id4 x0 idg x1

A Ax1 B et A—2" s Ax1——>PRB

soient respectivement ug et u;. Notons p =id4 x p1 : A x1—— A la rétraction commune & idg x 0 et idq x 1. 11
suffit clairement de prouver que le morphisme :

Ry (p) : Ry(Ax1) —=Ry(4)
est inversible. En revenant a la définition, on se raméne & montrer que le morphisme de counité :
pppt —=1

est inversible. Par ’axiome 2 de la définition 2.1.34, il suffit de prouver que ce morphisme devient inversible aprés
application de a* pour tout objet a de A. En utilisant ’axiome 4 de la définition 2.1.34, on sait que a*pg =~ (Po\ ax1)#Js-
Mais la catégorie a\ A x 1 admet un objet initial & savoir ((a,0),id,). Il vient par le corollaire 2.1.40 que (Po\Ax1)# =~
((a,0),idg)*. Ceci montre que a*pxp* ~ (po j, © ((a,0),id,)* ~ a*. On laisse aux lecteurs les soin de vérifier que cet
isomorphisme est bien celui induit par la counité de (px,p*). C.Q.F.D
Morphismes de dérivateurs triangulés

L’étape suivante consiste & définir les morphismes et les 2-morphismes de dérivateurs triangulés. Pour cela on

considére d’abord les 1-morphismes et 2-morphismes entre les 2-foncteurs généraux :

DEFINITION 2.1.44 — Soient® et®’' deux 2-catégories. On suppose donné deux 2-foncteurs F1,Fy : © ——= %' .
Un morphisme de 2-foncteurs m : Fy —— F5 est l’ensemble des données suivantes :

1. Pour tout objet A de ©, d’un 1-morphisme m4 : F1(A) ——=F3(4) ,

2. Pour tout 1-morphisme a: A—— B de D d’un 2-isomorphisme ay, :

Fi(4) A5 Fy(A)

Ces données doivent vérifier les conditions suivantes :
— Pour un 2-morphisme :

de D, le carré suivant de 2-morphisme de dcatD’ :

Fa(a) omy — mpoFy(a)

Fa(t) l l F1(t)

Fa(a') omsg —— mpoFyi(a)

est commutatif.
— Pour une suite composable de 1-morphismes de ® :

A—~p—LsC
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les deux diagrammes planaires ci-dessous :

Fi(A)— A5 Fy(A)

Fi@| 4 |Fa) Fi(4) 45 Fy(A)
Fiba)| = Fi(B)Fa(B) & |Faba) o Fib) | £ | Falbe)

F1(b) Z_ |Fa(D) F1(C) == F2(0)

F1 C)—>F2 C)

me
ont la méme composée.
La définition de 2-morphismes entre 1-morphismes de 2-foncteurs est relativement simple :
DEFINITION 2.1.45 — Supposons donnés deux 2-foncteurs F1 et Fy entre deux 2-catégories © et D' comme

dans la définition 2.1.44. On suppose également donné deux 1-morphismes m,m' : Fy ——=F, . Un 2-morphisme

0: m ——= ' estla donnée pour tout objet A de ® d’un 2-morphisme 84 : ma ——=m/y tel que le carré suivant :

Fz(a) oma ——= mp o Fy(a)

l |

Fy(a) omly ——mj oFi(a)
soit commutatif.

1l existe plusieurs définitions non équivalentes de morphismes de dérivateurs. La définition de 1-morphismes et de
2-morphismes de dérivateurs triangulées qu’on adoptera est la plus faible possible :

DEFINITION 2.1.46 — 1- SoitD; et Dy deux dérivateurs triangulés de domaine Dia. Un 1-morphisme de dérivateur
est simplement un 1-morphisme entre les 2-foncteurs (1 et 2-contravariants) sous-jacents.

2- De méme, un 2-morphismes entre deux 1-morphismes de dérivateurs ayant les mémes source et but, est simple-
ment un 2-morphisme entre les 1-morphismes de 2-foncteurs sous-jacents a ces dérivateurs.

8- Ces notions de 1 et 2-morphismes, définissent une 2-catégorie stricte, qu’on appellera la 2-catégorie des dériva-
teurs triangulés et qu’on notera 2D ER.

Soit m : )y ——= Dy un 1-morphisme de dérivateurs de domaine Dia. Supposons donné un foncteuru : 4 —— B
entre catégories de Dia. A partir de la face :

Dy (A)—2-T, (A)
u* /am u*
D1 (B) 5> D2(B)

ainsi que son inverse, on déduit en utilisant les adjonctions (u*,u.) et (ug,u*) deux faces carrées :

Dy (A)—"AL D, (A) Dy (A)—"A Dy (A)
Us @”1 Us et U R U
Dy (B)TB>]D)2 (B) Iy (B)TB>D2 (B)
On fait la définition suivante :
DEFINITION 2.1.47 — Soitm: D ——=1Y wun l-morphisme de dérivateurs triangulés. On dit que m commute

aux Dia-limites homotopiques (resp. aux Dia-colimites homotopiques) si les faces Exi (resp. Ex;;é) ci-dessus sont
inwversibles pour tout foncteur u de Dia.
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La proposition suivante décrit les adjonctions entre 1-morphismes de DENR :

PROPOSITION 2.1.48 — 1- Soit m : D ——=1V un l-morphisme de dérivateurs triangulées. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :
— Le 1-morphisme m admet un adjoint a droiten: Iy ——=D ,
— Le 1-morphisme m commute auz Dia-colimites homotopiques, et pour toute catégorie A de Dia, le foncteur
mya: D(A) ——=D'(A) admet un adjoint & droite.
Si en plus la 2-catégorie Dia contient toutes les petites catégories discrétes et que les catégories triangulées D(A) sont
compactement engendrées, on peut simplifier la seconde condition en la suivante :
— Le 1-morphisme m commute aux Dia-colimites homotopiques.
2- Dualement, les conditions suivantes sont équivalentes :
— Le 1-morphisme m admet un adjoint a gauchen: Iy ——=1D ,
— Le 1-morphisme m commute aux Dia-limites homotopiques, et pour toute catégorie A de Dia, le foncteur m4 :
D(A) ——= D' (A) admet un adjoint a gauche.

DEMONSTRATION On prouvera uniquement la premiére partie du lemme. Supposons que m : D —— 1) admet un
adjoint & droite n. En examinant la définition des 2-morphismes de DER, il est facile de voir que pour toute catégorie
A de Dia, le foncteur n 4 est un adjoint & droite de m4. De plus, pour un foncteur v : 4 —— B de Dia, les deux

faces carrées :

na ma

Dy (A)———D» (A) Dy (A)———Dx» (A)
u* 4, |u* et U S

sont échangées via les adjonctions : (ug o mp,np o u*) et (ma o ug,u* ona). Etant donné que la premiére face est
inversible, nous déduisons que m commute aux Dia-colimites. D’ol la premiére implication.

L’implication réciproque est tout aussi facile. Finalement la simplification de la seconde assertion découle immé-
diatement du lemme 2.1.22 et du fait que les colimites homotopiques de familles discrétes calculées dans I coincident
avec les sommes directes. C.Q.F.D

Foncteurs D-filtrants. Homotopies simpliciales
Avec les notations de la definition 2.1.42, on a le résultat important suivant :
PROPOSITION 2.1.49 — On suppose donné un dérivateur triangulé de domaine Dia. Soit f : J——=1T un
foncteur de Dia. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Le 2-morphisme : (ps)#f* =~ (pr)gf4f* — (pr)# est inversible,
2. Le 2-morphsime : (pr)* —— fo« [*(p1)* = f+(ps)* est inversible,
3. Pour tout i € Ob(I) le morphisme évident Ry (J/i) —=1 est inversible,

4. Pour tout i € Ob(I) le morphisme évident 1 —— R.(J/i) est inversible.

DEMONSTRATION Les deux premiéres conditions sont équivalentes puisqu’on passe de 'une a 'autre en utilisant les
adjonctions :
((pJ)#f*af*7(pJ)*) et ((PI)#a(PI)*)
De méme, les deux derniéres conditions sont équivalentes puisque R4 (J/i) est Padjoint & gauche de R, (J/i). Ainsi,
pour montrer la proposition, il suffit de montrer ’équivalence entre la seconde et derniére condition.
Par axiome 2 de la définition 2.1.34, la seconde condition équivaut & dire que pour tout 7 € Ob(I) le morphisme
suivant :

i*(pr)" —— " fu f* (pr)” — " fu(ps)”

est inversible. Considérons la face carré :

J

J)i —2 s J

pJ/i[ 0 [f

e—/L)I
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Par ’axiome 4 de la définition 2.1.34 , on sait que la face :
D(J/i) <2 D(J)

*
Ex}

(p.]/z)* X f*
Die) <~ D(I)

est inversible. Il vient que la seconde assertion équivaut a inversibilité pour tout ¢ € Ob(I) de la composée suivante :

1~ i*(pr)* ——i* fuf*(pr)* ——i* fu(ps)* N (/)3 @1)* = (P1/i)«(D1s3)*

Il est pas trop difficile de voir que cette composée est simplement le morphisme d’unité de I"adjonction ((ps/s)*, (D.7/i)«)-
En d’autres termes c’est exactement le 2-morphisme R, (J/i) ——1 . C.Q.F.D

DEFINITION 2.1.50 — Soit f: J——= I un foncteur de Dia. On dira que f est D-filtrant lorsque f vérifie 'une
des quatre conditions équivalentes de la proposition 2.1.49. On dira que f est universellement filtrant s’l est D-filtrant
pour tout Dia-dérivateur triangulé D.

Notons le résultat simple suivant :

PROPOSITION 2.1.51 — La classe des foncteurs D-filtrants est stable par composition et coproduits finis. La
classe des foncteurs universellement filtrants est stable par produits finis.

DEMONSTRATION Soit K —— J EEE I une suite composable de foncteurs de Dia. Pour montrer que f o g est D-

filtrant sachant que f et g le sont, il suffit de remarquer que le morphsime (pr)x(f o g)* — (pr)# est la composée
suivante :
(Px)#(f o 9)" = (pK)g" f* —— )" — (pr)#

La stabilité par coproduits finis est facile et laissée aux lecteurs. Pour la stabilité par produits finis, on considére
deux foncteurs universellement filtrants f: J——=7T et f': J' ——7]' .Leproduits f' x f: Jx J —=TIx1TI
se décompose :

fxid idx f’
IxJ S IxJ —>IxTI
En utilisant la stabilité par composition, on se raméne & montrer que f xid: J x K ——= 1 x K est universellement
filtrant sachant que f l’est.

Etant donné un dérivateur triangulé D, on considére le dérivateur triangulé D = D(— x K). En utilisant le fait

que f est Dg-filtrant on déduit que dans D le morphisme suivant :

(id x pJ)#(id x f)* —— (id x p])#

est inversible. Mais le morphisme qui nous intéresse s’obtient du morphisme ci-dessus en appliquant (px ). La pro-
position est prouvée. C.Q.F.D

11 est facile de donner des exemples de foncteurs universellement filtrant entre ensembles ordonnés.

DEFINITION 2.1.52 — Soient (I, <) un ensemble ordonné. On dit que (I,<) est semi-bien orodonné si toute
partie non vide A de I admet une borne supérieure sup(A) dans I (i.e. un plus petit majorant).

LEMME 2.1.53 — Soit J C I une inclusion entre deux ensembles semi-bien ordonnés. On suppose que tout
élément de I est minoré par un élément de J. Alors le foncteur J———= T est universellement filtrant.

DEMONSTRATION En effet, soit ¢ un objet (ou plutdt un élément) de I. La catégorie J/i correspond alors au sous-
ensemble ordonné de J formé des objets inférieurs ou égaux a i. Cet ensemble est non vide. Il admet donc une borne
supérieure sup(J/7) (dans J!). Mais alors cet élément est objet final de J/i. Il vient par la proposition 2.1.41 que
R.«(J/i) =~ 1. D’ou le résultat. C.Q.F.D

On donne également deux exemples importants de nature simplicale. Notons A est la catégorie dont les objets
sont les ordinaux finis n pour n € N. Le point clef est le lemme suivant :
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LEMME 2.1.54 — On notera A/n X r la catégorie dont les objets sont les couples de fleches (m — n,m — r).
Le morphisme Ru(A/n xrt)——=1 est inversible.

DEMONSTRATION La catégorie A/n admet un objet final. Il vient que Rx(A/n) —— 1 est inversible. Notant

So: A/n——= A/n xr lefoncteur qui associe & une fleche (m — n) le couple : (m - n,m 2 r), on voit qu’il suffit

de prouver que Ry (so) est inversible. Pour cela, on va construire un foncteur v : A/n xr —— A/n qui réalise cet
inverse.

Le foncteur u associe & un couple (a : m — n,b: m — r) une fleche (ap : mg — n) avec :

— my le cardinal de I’ensemble b~1(0),

— ap =aot avect: mo — m l'unique injection croissante dont I'image est exactement b~ (0).
Il est clair que les injections ¢ ci-dessus, induisent une transformation naturelle ¢ : so ©u —— 1. En particulier, la
composée Ry (so) o Ry (u) est l'identité par le lemme 2.1.43. D’autre part, on voit facilement que la composée u o sg
est l'identité de A/n. On a donc également Ry (u) o Ru(sg) = 1. C.Q.F.D

On en déduit deux exemples de foncteurs filtrants :

COROLLAIRE 2.1.55 — 1- Le foncteur diagonal diag: A ——= A x A est universellement filtrant.
2- Pour tout n € N, le foncteur A/n—— A est universellement filtrant.
DEMONSTRATION Le premier point découle immédiatement du lemme 2.1.54 et de la quatriéme caractérisation des

foncteurs DHfiltrants de la proposition 2.1.49. Pour le second point, on utilise le fait que A/n/r = A/n xr. C.Q.F.D

En utilisant le fait que A/1 ——= A est filtrant, on peut définir une notion d’homotopie simpliciale entre les
morphismes de D(A) de sorte que deux fléches homotopes deviennent égales aprés application de (pa ).

On notera dans la suite ¢ : A/1 ——> A la projection canonique et so (resp. s1) le foncteur A —— A/1 qui
envoie un ordinal n sur la fléche composée :

n_ -0-".1 (resp. 1 —>0—"51)

DEFINITION 2.1.56 — Soient A et B deuz objets de D(A) et f,g: A— B deux fleches. Une homotopie de
f a4 g est une fleche :
h: Q#Q*A — B

tel que les composées suivantes :
A qp(so)pssq®A—ap*A—">B
A~ qp(s)psi¢A ——aqpA "> B
soient respectivement égales a f et g.

On a effectivement :

PROPOSITION 2.1.57 — Soient A et B deuz objets de D(A) et f,g: A—— B deux fleches homotopes. Les
deux fléches :

(pa)gA—L>(pa)gB et (pa)pA—> (pa)4B
sont égales.

DEMONSTRATION Soit h: g#q*A —— B une homotopie de f a g. Il suffit de prouver que les deux morphismes :
A= qu(s0)#siq*A ——quq* A et A=qu(s1)psTq*A——=quq* A
deviennent égales aprés application de (pa)y. Ces deux fléches admettent la rétraction commune :
apqd"A—— A

Ainsi, il suffira de montrer que :
(Pa)papq"A —pad

est inversible. C’est effectivement le cas puisque ¢ est un foncteur filtrant par le corollaire 2.1.55. C.Q.F.D
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Application aux 2-triangles distingués

On termine cette petite introduction sur les dérivateurs par une application aux 2-triangles distingués. Soient 7Ty
et 7> deux catégories triangulées. Une suite :

(2.4) f f f" f+1]

de foncteurs triangulés f, f' et f" : 71 —— T est appelée un 2-triangle. On dit que cette suite est un 2-triangle
distingué si pour tout objet A de 7y, le triangle :

f'(4) f(4) f"(4) fIA)+

est distingué. Etant donné un 2-triangle (2.4) et des adjoints (& droite pour fixer les idées) g, g’ et ¢" de f, f' et f"
respectivement, on peut former un autre 2-triangle :

(2.5) g’ g g g"[+1]

La question naturelle qu’on se pose dans ce paragraphe est la suivante : Si le 2-triangle (2.4) est distingué, en-est-il
de méme du triangle (2.5) %.

La réponse A cette question est probablement négative sans hypothéses supplémentaires. Toutefois, il semble difficile
de construire des contre-exemples.

On commencera 1’étude de cette question par un cas particulier qui provient justement de la théorie des dérivateurs
triangulés.

Soit D un dérivateur triangulé de domaine Dia. Soit X un objet de D(1). Notons s : 1 ——= [~ le foncteur qui
envoie 0 et 1 sur (0,1) et (1,1) respectivement. On vérifie facilement que l'objet s, X vérifie :

0,1)*s, X =0"X =X, , (LD)'s, X =1"X =X, et (1,0)*s,. X =0
Ainsi Vaxiome 6 de la définition 2.1.34 fournit un triangle distingué fonctoriel en X :
X —— Xo —— (0,0)*(ir ) (8 X) —= X [+1]
Il est alors naturel de poser Cone(X) = (0,0)*(ir )4 (s«X). On a ainsi un foncteur cone :
Cone: D(1) ——= D(e)
qui s’insére dans un 2-triangle distingué :

(2.6) 1* 0* Cone 1*[+1]

Ce 2-triangle peut étre considéré comme un 2-triangle distingué universel parmi les “bons” 2-triangles distingués. On
montrera que le 2-triangle formé des adjoints & droites de 1*, 0* et Cone est 2-distingué.
11 est utile de considérer la variante suivante du foncteur cone :
DEFINITION 2.1.58 — Soitt: 1——= _| le foncteur qui envoie 0 et 1 sur (0,0) et (0,1) respectivement. On

définit le foncteur triangulé 6 : D(1) —— (1) par la composée :

@) p@) <o) 2% poy Ly £ b
Ainsi si X € Ob(D(1)), on a 6(X) = t*(i2)*(ir )x (s X).

Remarque 2.1.59 — Pour faciliter la tache aux lecteurs, on fera un petit dessin décrivant les foncteurs s et ¢ qui
entrent en jeu dans la définition de 6 :

1=—0

lér os

(1,1) =<—(0,1) 1
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Remarque 2.1.60 — Si X est un objet de I(1), le squelette de 8(X) est simplement le second coté du triangle
distingué canonique 2.6 & savoir : * X —— Cone(X) .

On résume quelques propriétés du foncteur 8 dans la proposition suivante :

PROPOSITION 2.1.61 — Le foncteur 8 est une équivalence de catégories. Un inverse a 8 est donné par la composée
duale de 2.7 :
(ir)” 5*

o) (i), D(C) ~> () =5 D(1)

D(1)

1l existe également des isomorphismes canoniques :
- 1*06 ~ 0%,
— 0* 06 ~ Cone,
- 1*03 ~ 0%6% ~ 1*[+1].

Enfin, on peut récrire le 2-triangle distingué 2.6 :

T

(2.8) 1* — > 1% —— 1*¢2 163 ~ 1*[+1]

avec r la composée : 1* —— 0* ~ 1*0 .

DEMONSTRATION Pour montrer que 6 est une équivalence, on utilise ’axiome 5 de la définition 2.1.34 affirmant qu’un
carré est cartésien si et seulement si il est cocartésien. Ainsi, pour X un objet de (1) le carré cartésien (ir)xs.X
coincide avec le carré cocartésien (i1).t£6(X). Ceci fournit un isomorphisme canonique :

X~ 5™ (ir )" (ia)#t46(X)
Dualement, on a également un isomorphisme canonique :
X~ e(ir)*(iJ)*t#X

Il vient que 6 est une équivalence et son inverse est donné par son adjoint s*(ir )*(i2)«tx = 67 .

Les isomorphismes 1*4 ~ 0* et 0*§ ~ Cone sont faciles & construire.

L’isomorphisme 0*0? ~ 1*[+1] est moins trivial. Pour le construire on procéde de la maniére suivante. Soit 2 x 1
la catégorie :

(2,1) (1,1) (0,1)

1]

(2,0) (1,0) (0,0)

Et r : I C 2 x 1 la sous-catégorie pleine privée des objets (1,0) et (0,0). On note i : 1 —— J le foncteur qui envoie
1sur (2,1) et 0 sur(1,1).
Soit X un objet de D(1). Considérons I’objet rxi,X de D(2 x 1). Son squelette est :

1*X 0*X 0

| |

0 — Cone(X) —— Cone(8(X))

Notons e : 1 x1——=2x1 Le produit du foncteur 2 ——=1 envoyant 0 sur 0 et 1 sur 2, par le foncteur
identité. On vérifie facilement que e*(rxi.X) est un carré cartésien. Ceci induit canoniquement un isomorphisme :
Cone(A(X)) —— X(X) . C.Q.F.D

Remarque 2.1.62 — Il est probable qu’on dispose d’un isomorphisme canonique 6 ~ [+1] . Toute fois, on n’aura
pas besoin d’un tel isomorphisme dans la suite.

L’adjoint & droite de 1* est le foncteur 1, : D(e) ——=I)1) . Comme 1 est l'objet final de 1, par le corollaire

2.1.40, le foncteur 1, est canoniquement isomorphe & p* avec p: 1 —— e . On répondra par affirmatif & la question
proposée dans le cas particulier du 2-triangle (2.6), en montrant que le 2-triangle :

’
T

p -1 =07 —=0 2 ——=6'p* ——p
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est distingué avec 7' le morphisme déduit de r par adjonction. Il revient au méme de considérer le triangle :

]

(2.9) 6~ 1p* ——p* Op* 9%p* ~ 0~ 1p*[+1]

Fixons un objet X de D(e). Il est clair que 'objet § 1p* X admet pour squelette :
0—X

D’autre part ce squelette détermine son objet & isomorphisme unique prés. En effet si A est un objet ayant un squelette
de cette forme, le morphisme 1x1*A —= A est un isomorphisme. Pour la méme raison, un morphisme de §~1p*X
vers n’importe quel objet de D(1) est uniquement déterminé par son induit sur les squelettes. Ainsi le morphisme
1*X —— 0* ~ 1*0(X) est 'unique morphisme ayant pour squelette :

0—X
X:X

ot les squelettes des objets de (1) sont représentés par des fleches verticales.
D’autre part, ’objet 8p* X admet pour squelette :

X—0

La discussion précédente s’applique. Ainsi le morphisme p*X —— 6p*X est 'unique morphisme ayant pour sque-
lette :
X pr— X

|

X——0
ot les squelettes des objets de (1) sont représentés par des fleches verticales.

Il reste & comprendre le troisiéme coté du 2-triangle (2.9) : 6p* —— #?p* . Notons d’abord que le squelette de
0%p* X est :
0——s X[+1]

1l vient que le squelette du morphisme qui nous intéresse est nul puisque de la forme :

X——0

|

0 —>X[+1]

11 va donc falloir travailler un peu plus que tout a I’heure. On commence par un lemme :

LEMME 2.1.63 — Soient E et F' des objets de D(1) ayant pour squelettes respectives :
E, 0
0 Fy

On va définir des applications hom(E, F) —— hom(E; [+1], Fo) par différentes recettes :

1. En prenant le morphisme : hom(E, F) —— hom(Cone(E), Cone(F)) —— hom(E; [+1], Fp) ,

2. En prenant la composée suivante :

hom(E, F) —— hom(0E,0F) —— hom(0*0E, 0*9F) ~ hom(E;[+1], Fy)
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3. En prenant la composée suivante :

hom(E,F) ——hom(§~'E,§~'F) —— hom(1*0~'E,1*0~' F) ~ hom(E}, Fy[—1]) ~ hom(E; [+1], Fp)

4. Soita: E——= F . On choisit un objet G de D(O) dont le 1-squelette est le morphisme a. Le squelette de it-G
est simplement :

Ei,——0

|

0

Ainsi le morphisme canonique : (ir)git G —— G induit morphisme E\[+1] —— Fy aprés application de
(0,0)*. Ce morphisme ne dépend que de a.

Toutes ses applications coincident. De plus, c’est des isomorphismes de groupes abéliens.

DEMONSTRATION Notons par ordre oy, ag, sz et ay les applications de I’énoncé. 1l est clair que a; = ag puisque
le morphisme a est induit par le foncteur 0% qui s’identifie canoniquement au foncteur Cone. Montrons au passage
que a est un isomorphisme. Pour cela il suffit de prouver que le morphisme hom(6E,0F) —— hom(0*0E, 0*6F)
est inversible. Mais les squelettes de 8F et OF sont respectivement :

0 Fy
E; [+1] Fy

Il vient que les fléches §E —— OF sont uniquement déterminées par leurs squelettes. Mais il est facile de voir qu’un
morphisme entre ces deux squelettes n’est rien d’autre qu’un morphisme E[+1] —— Fy .

Prouvons que les morphismes as et as sont égaux. Par la proposition 2.1.61, les foncteurs 0*62 et 1*[+1]sont
canoniquement isomorphes. On en déduit un isomorphisme canonique 0*6 ~ 1*§~![+1]. On vérifie facilement qu’il est
compatible avec les identifications :

00E =FEy[+1] , 0%9F=F, et 19 'E[+1]=E[+1] , 10 'F[+1]=F

Ceci prouve que as = ag.
Montrons finalement que Iapplication a4 coincide avec a;. Notons C' le carré cartésien (ir)4it G et E' Iobjet de
D(1) ayant pour squelette :

0

|

E[+1]

Le 1-squelette de C est un morphisme de a' : F —— E' .

Le morphisme ' ——= @G induit alors un carré commutatif :

E:E
EILF

L’application a4 associe & a : E——> F la fleche E;[+1] —— Fy obtenue en appliquant 0* 4 b: ' ——F .
Appliquons le foncteur Cone :
Cone(E) = Cone(E)

Cone(E") LA Cone(F)
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Ce diagramme s’identifie alors a :

Ei[+1] == E1[+]]
| e
Ey[+1] " F
Ceci prouve ’égalité aq = a4. C.Q.F.D

On déduit facilement du lemme précédent que le morphisme : 6p* X —— §2p*X vient de l'objet cartésien et
X 0
0

— X[+1]
On a ainsi réussi & décrire complétement le 2-triangle (2.9). On résume la description obtenue :

cocartésien de D(C1) dont le squelette est :
B —

PROPOSITION 2.1.64 — Soit A un objet de D(e). Le triangle :

0~ 1p*A prA Op*A 0~ 1p* A[+1]

est canoniquement isomorphe au triangle suivant :

U —ts Uty —Ss U'[+]]

avec U', Uet U" les objets de D(1) uniquement déterminés par leurs squelettes respectives :

0 A A
A A 0

et a et b les fleches de D(1) uniquement déterminées par leurs squelettes respectives :

0——A A=——=A

De plus, le morphisme c est le 1-squelette de l’objet cartésien et cocartésien (ir)4(ir)*(1,1).A.

THEOREME 2.1.65 — Le 2-triangle (2.9) est distingué.

DEMONSTRATION 1l s’agit de prouver que pour tout objet A de D(e), le triangle décrit dans la proposition 2.1.64 est
distingué.

Notons d’abord que l'opérateur 6 s’étend & (1 x I) pour toute catégorie I de Dia. En particulier, 'opérateur 4
agit sur D(C1). En fait, on dispose de deux tels opérateurs suivant le facteur 1 de 1 x 1 considéré. Lorsqu’on prend
lopérateur 6 relativement au premier facteur, on parlera du foncteur 6 horizontal qu’on notera 6. Lorsqu’on prend
I’opérateur 6 relativement au second facteur, on parlera du foncteur 8 vertical qu’on notera 8,. Il est facile de voir que les
équivalences 6 verticales et horizontales commutent i.e. il existe un isomorphisme canonique 6, 08, ~ 6 086,. Une fagon
économique de vérifier ceci est de considérer 6, comme une auto-équivalence de dérivateurs : 1 —— D1 et d’utiliser
le fait qu’un morphisme de dérivateurs commutant aux Dia-limites et colimites, commute forcément au foncteur 4. On
a également deux foncteurs cones : Cone, et Coney, ainsi qu’un isomorphisme canonique : Cone, o 8, = 8 o Cone.

Considérons l'objet D de D(C1) donné par la formule (iL)xp%A. Son squelette est :

|

— A

:A
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Ainsi son 1-squelette est le morphisme a. Pour prouver le corollaire, on va identifier notre triangle & :
1*D — 16D —— 1*62D —— 1*6; D ~ 1*D[+1]

Pour les deux premiéres fléches, il suffit de passer aux squelettes. Pour identifier la troisiéme fléche avec celle décrite
dans la proposition 2.1.64, il suffit de montrer que 2D est le carré cartésien et cocartésien canonique de squelette :

A——0

|

0—— A[+1]

Le calcul du squelette est facile et laissé aux lecteurs. Par le lemme 2.1.63, pour calculer le morphisme de (1) induit
par 62D entre les deux objets ayant pour squelettes :

A 0
| |
0 A[+1]

il suffit de regarder I'induit sur les cones. Il suffirait donc de montrer que le squelette de Cone, 82D est :
A[+1] == A[+1]]

En utilisant la commutation de 6}, avec Cone,, il vient que Conevﬁ,le = HiConevD. Mais le squelette de Cone, D est
simplement : 4 —— ( . D’ou le résultat. C.Q.F.D

On peut en déduire le résultat suivant :

PROPOSITION 2.1.66 — Soient 71 et T2 deux catégories triangulées avec petites sommes. On suppose également
que T1 est compactement engendrée.
On suppose donné un 2-triangle distingué de foncteurs T, — T

fl f fII fl[+ 1]

et des adjoints a droites g, g' et g" de f, f' et f" respectivement.
Supposons qu’il existe :
— Un dérivateur triangulé Dy de domaine une sous-catégorie Dia C €at contenant les petites catégories discrétes
tel que T2 = Dy (e)

— Un foncteur F : T —— (1) ainsi qu’un isomorphisme de 2-triangles :

1*F — 0*F — Coneo F — 1*F[+1]

RN

f! f f" f1+1]

Alors le 2-triangle : g" 9 g 9"[+1] est distingué.

DEMONSTRATION En effet, I'existence d’adjoints & droite force les foncteurs f, f' et f & commuter aux petites
sommes. L’axiome 2 de la définition 2.1.34, montre qu’il en est de méme de F'. Ainsi, F' admet lui aussi un adjoint &
droite G (qui est triangulé par le lemme 2.1.23). Mais le 2-triangle :

9" 9 g 9"[+1]
est clairement isomorphe au 2-triangle distingué :
072p* ——=6~'p* ——p* ——Op* ~ 67 7p*[+1]
auquel on applique le foncteur G. Ceci prouve la proposition. C.Q.F.D

Remarque 2.1.67 — Pour un exemple d’application de cette proposition, le lecteur peut consulter la proposition
2.1.152.
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2.1.3 Quelques compléments sur les t-structures

Pour la définition et la théorie basique des t-structures, le lecteur pourra consulter [BBD82]. On fera attention que
dans la suite on utilisera la convention homologique. On va décrire une méthode simple die & Fabien Morel [Mor02]
qui permet de construire des t-structures.

DEFINITION 2.1.68 — Soient T une catégorie triangulée et G C Ob(T) un ensemble d’objets.
— Un objet N de T est dit strictement G-négatif si pour tout entier n positif ou nul, le foncteur homy(—, N[—n])
s’annule sur les éléments de G.
— Un objet P de T est dit G-positif si le foncteur hom (P, —) s’annule sur tous les objets strictement G-négatifs
de T.
On notera T<o la sous-catégorie pleine de T formée des objets strictement négatifs et T>o celle formée des objets
positifs. Plus généralement, pour tout entier m € Z, on notera Ty, (resp. T>m) la sous-catégorie pleine de T formée

des objets A[m] avec A € Ob(T<o) (resp. A € Ob(7T>0)).
I nous arrivera parfois de noter 7<,,—1 & la place de T<y,. On a le lemme facile suivant :

LEMME 2.1.69 — Gardons les notations de la définition précédente :

1- Tout élément de G est un objet de T<o. Si m < m' sont deux entiers relatifs, on a les inclusions : Tem C T<m
et Tom' C Tom.

2- Soit m un entier. La sous-catégorie T<,, est cosuspendue (voir la définition 2.1.1). Dualement, la sous-catégorie
T>m est suspendue.

3- La sous-catégorie T« est stable par limites catégoriques représentables. La sous-catégorie T>rn, est stable par
colimites catégoriques représentables®.

4- Si T admet des petits produits (resp. des petites sommes) alors T, (resp. T>o) est stable par limites homoto-
piques (resp. colimites homotopiques) de N°P -diagrammes (resp. N-diagrammes).

DEMONSTRATION L’inclusion G C Ob(7>¢) est évidente.
On montre que T est cosuspendue en vérifiant la stabilité par extensions et noyaux. Choisissons deux objets
strictement négatifs A et B ainsi que deux triangles distingués :

A E B A[+1] et N A B N[+1]

Pour P un élément de G et n € N on a les suites exactes :

hom(P, A[-n]) —— hom(P, E[—n]) —— hom(P, B[—n])

hom (P, B[-n — 1]) —— hom(P, N[—n]) —— hom(P, A[—n])

Puisque les groupes hom (P, A[—k]), hom(P, B[—k]) sont nuls pour k positif ou nul, on déduit que hom(P, E[—n]) et
hom (P, N[—n]) sont nuls. Ainsi F et N sont bien strictement négatifs. En particulier, T<( est stable par cosuspensions.
On en déduit immédiatement les inclusions : T, C T<m de 1.

Montrons que 7> est suspendue en vérifiant la stabilité par extensions et conoyaux. Supposons donné deux triangles
distingués :

A E B Al+1] et A B C Al+1]

avec A et B positifs. Pour N est un objet négatif, les suites exactes :

hom(B, N) —— hom(E, N) —— hom(A4, N)

hom(A[+1], N) = hom(A, N[-1]) —— hom(C, N) —— hom(B, N)

montrent que hom(E, N) = hom(C, N) = 0 (on utilise ici que N[—1] est encore strictement négatif). Donc E et C sont
bien positifs. En particulier 7> est stable par suspensions. On en déduit immédiatement les inclusions : T>m C To>m
de 1.

Remarquons que le point 4 découle immédiatement de 3, de la stabilité par noyau (resp. conoyau) et de la définition
de la limite homotopique (resp. colimite homotopique). Pour terminer, il nous reste a prouver le point 3.

4Les limites (resp. colimites) catégoriques sont & opposer avec les limites (resp. colimites) homotopiques. Les premiéres gardent un sens
dans toute catégorie. Les seconds peuvent étre définies pour certains diagrammes dans une catégorie triangulée ayant des produits (resp.
des sommes) infinies.
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Soit I une petite catégorie et F': | —— T un foncteur. Supposant que F' admet une limite L dans 7. Si P
est un objet de G, on a pour n € N : hom(P, L[—n]) = hom(P[n], L) = Lim;r hom(P[n], F(i)) = 0 ce qui prouve que
L est bien strictement négatif.

On procéde pareillement pour le cas respé. Si F' admet une colimite C' dans 7 on a pour N strictement négatif :
hom(C, N) = Lim; hom(F(i),N) =0. C.Q.F.D

Sous une hypothése de compacité on peut démontrer :

PROPOSITION 2.1.70 — On garde les notations de la définition 2.1.68. Supposons que T admet les petites sommes
et que les objets dans G sont compacts. Alors :
— Le triplet (T, T>0, T<o) forme une t-structure sur T .
— La sous-catégorie T<qo est égale & < G >4 (avec les notation de la définition 2.1.15) i.e. & la plus petite
sous-catégorie suspendue, stable par petites sommes et contenant les objets de G.

DEMONSTRATION Nous suivons la preuve de [Mor02]. Pour chaque objet E de T choisissons un triangle distingué :

o Aln ) E 22> ¢(E
(neN, A€gG, fehomy (A[n],E) " #E)
Posons ¢°(E) = E. On définit par récurrence sur k € N\{0} :

- ¢M(E) = ¢(¢* 1 (B)),

— Qg1 = Qgk-1(E) - ¢k71(E) —>¢k(E) .
On obtient ainsi un N-diagramme inductif :

Ap—1 ag

E=¢°E) —> -+ — ¢t 1(E)

¢*(E)

On définit un objet F.q de T par : Eoq = HokCE%}im ¢*(E). Cet objet recoit ’'objet E. On choisit enfin un triangle
distingué de T :

#H(E) —

E>q E Eco E>o[+1]
Pour prouver la proposition, il suffira d’établir les deux points suivants :
1. L’objet E«¢ est strictement négatif,
2. L’objet E'>o est dans < G >.

En effet, par le lemme 2.1.69, on a immédiatement l'inclusion : € G >, C T>¢. Ainsi, le second point suffit pour
montrer que E>q est positif et donc la premiére assertion de la proposition. D’autre part, soit P est un objet positif.
Le fait qu’on a une t-structure implique que le triangle distingué :

Psq p P

est I'unique triangle distingué ayant ses deux extrémités respectivement positive et strictement négative. Ceci montre
que P.o =0 et P = P5¢. En particulier P est dans < G > ce qui fournit l'inclusion inverse 7>9 CK G >.

Prouvons donc les points 1 et 2 ci-dessus. Pour 1, on choisit un objet B de G et un entier positif m. L’objet B
étant compact, on voit que :

hom(B[m], E<¢) = hom7(B[m], HoColim o (E)) & Colim hom(B[m], ¢*(E))

11 suffit donc de montrer que la colimite des groupes abéliens & droite est nulle. Il suffira encore de montrer que les
morphismes de transitions :

hom7(B[m], ¢*(E)) — hom(Blm], ¢**' (E))

sont nuls. Ceci est clair, étant donné que pour toute fleche b : B[m] —— ¢*(E) il existe une fleche en pointillés
rendant commutatif le diagramme :

L

Past An) S kE > pHk+1 E
(nEN, A€G, fehomy(A[n],¢*(E)) [ ] ¢ ( ) ¢ ( )
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Comme la composée des fleches horizontales est nulle (deux arétes consécutives d’un triangle distingué), le premier
point est prouvé.
Pour vérifier que E>¢ est dans < G >, on choisit des triangles distingués :

Fy — E —— ¢*(E) — Fi[+1]
ainsi que des morphismes de triangles :
(2.10) Fy, E ¢*(B) —

o N »

Fk+1 — F—— ¢k+1(E) - >

En utilisant la définition de la colimite homotopique il est facile de ce convaincre que E>q est une colimite homotopique
des Fy. Il suffit donc de montrer que les Fy sont dans < G >>. On montre ceci par récurrence sur k (pour k = 0,
Fy =0 cest clair).

On voit facilement en utilisant ’axiome de 'octaédre appliqué & (2.10), lexistence d’un triangle distingué :

Fk Fk+1 A[n]) —_— Fk[+1]

¥

(neN, A€G, fehomy (A[n],¢*(E))

La catégorie < G >, étant stable par extensions et petites sommes, le second point est également démontré. C.Q.F.D
DEFINITION 2.1.71 — La t-structure (T, T>0, T<o) sur T sera appelée la t-structure engendrée par G.

COROLLAIRE 2.1.72 — Sous les conditions de la proposition 2.1.70, pour un objet E de T on a :
— E est positif si et seulement si pour tout N strictement négatif, le groupe abélien hom(E, N) = 0,
— E est strictement négatif si et seulement si pour tout P positif, le groupe abélien homs(P, E) = 0.

Il existe deux conditions simples sur G qui assurent que la ¢-structure (7, 7>0, T<o) est non dégénérée :

PROPOSITION 2.1.73 — On garde les hypothéses de la proposition 2.1.70. On suppose en plus que :

— L’ensemble G est un ensemble de générateurs de la catégorie triangulée avec petites sommes T,

— Pour tout A dans G il existe un entier d4 tel que pour tout B dans G, homy(A, B[n]) est nul pour n > dy.
Alors la t-structure engendrée par G est non dégénérée.

DEMONSTRATION Montrons que 'intersection N,enT<—n est réduite & la catégorie nulle. En effet, soient N un objet
de cette intersection et m un entier relatif. Si m est positif, ’objet N[—m] est encore strictement négatif puisque T<q
est stable par cosuspensions. Si m est négatif, ’objet N[—m] est également strictement négatif puisque N € Ob(T<n,).
Ainsi pour A € G et m un entier relatif quelconque on a : hom(A, N[-m]) = 0. En d’autres termes, N est orthogonal
a l’ensemble G qui engendre 7. Il est donc forcément nul.

Avant de passer & l'intersection N,enT>n, montrons que si A € G et P € T>o on a hom7(A, P[n]) = 0 dés que
n > dy (avec d4 P’entier de I’énoncé). Pour cela on montre 'inclusion : 759 =< G > C T4 avec T4 la sous-catégorie
pleine de 7 formée des objets ? tel que hom7(A4,?[n]) = 0 si n > d4. En utilisant ’hypothése que G C Ob(74), on
voit qu’il suffit de prouver les deux points :

— Ta est stable par petites sommes,

— 7Ta est suspendue.
La premiére assertion découle du fait que A est compact. Pour la seconde on vérifie la stabilité par extension et
conoyau. On prend donc des objets @ et R de T4 et des triangles distingués :

Q E R Q[+1]

Q R C Q[+1]

On en déduit deux suites exactes :

hom(A, @[n]) —— hom(A4, E[n]) —— hom(A, R[n])

hom(A, R[n]) —— hom(A4, C[n]) —— hom(4, Q[n + 1])

ce qui montre que pour n > d4 on a bien : hom(A4, E[n]) = hom(A, C[n]) =0.

Muni de ce résultat, il est facile de montrer que Npen7>n = 0. Soit en effet P un objet de toutes les catégories T>p,.
Pour m un entier relatif, 'objet P[m — d4] est dans 7>¢ et donc par ce qui précéde hom(A, P[m]) = 0. En utilisant
encore une fois que G engendre 7 on déduit que P est nul. C.Q.F.D
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Quelques lemmes utiles

On fixe la terminologie & 'aide de la définition ci-dessous :

DEFINITION 2.1.74 — 1- On se donne une catégorie triangulée T munie d’une t-structure (T>0,T<o0). Un objet
de T<o est dit t-négatif. Un objet de T>o est dit t-positif. Un objet est majoré (resp. minoré) si un certain décalé de
cet objet est t-négatif (resp. t-positif); il est borné s’il est minoré et majoré.

2- Un foncteur triangulé f : T —— T' entre deux catégories triangulées avec t-structures est dit t-négatif (resp.
t-positif) s’il envoie tout objet t-négatif (resp. t-positif) sur un objet du méme t-signe. Il sera dit t-exact s’il est a la
fois t-négatif et t-positif.

Remarque 2.1.75 — D’habitude on dit d’un foncteur ¢t-négatif (resp. t-positif) qu’il est exact a droite (resp a
gauche). On a préféré employer une terminologie commune aux foncteurs et aux objets suivant la philosophie que dans
un 2-foncteur homotopique on peut remplacer I’étude des objets par celui des opérations. Notons a titre d’exemples
que la propriété pour un foncteur triangulée d’étre t-négatif (resp. t-positif) est stable par extensions et noyaux (resp.
conoyaux) au sens des 2-triangles distingués.

On a le lemme facile suivant :

LEMME 2.1.76 — Soient T et (T;); des catégories triangulées munies de t-structures. Supposons donné une
famille conservative de foncteurs t-exacts f; : T — T; . Soit E un objet de T. Alors E est positif (resp. négatif) si
et seulement si f;(E) est positif (resp. négatif) pour tout 1.

DEMONSTRATION On traite uniquement le cas positif (le cas négatif en découle par dualité). Il existe un triangle
distingué :
Exg E E<o

avec E>q positif et E<o strictement négatif. L’objet E est donc positif si E«g est nul. La famille des f; étant conserva-
tive, il suffira de montrer que les f;(E<o) sont nuls. Puisque f; est t-exact f;(E>¢) est positif et f;(E<o) est strictement
négatif. Il vient que :

fi(E>o) — fi(E) — fi(E<q) —

est 'unique triangle distingué ayant pour sommets respectivement : un objet positif, f;(E) et un objet strictement
négatif. Comme f;(E) est positif, on a forcément f;(E<g) = 0. C.Q.F.D

Les deux lemmes qui suivent donnent des critéres de t-exactitudes pour les foncteurs. Ils seront utilisés & plusieurs
reprises dans la suite.

LEMME 2.1.77 — Soit f: T ——=T" un foncteur triangulé entre deux catégories triangulées munies chacune
d’une t-structure. Alors :

— Supposons que f admet un adjoint & droite fq qui est t-négatif. Alors f est t-positif.

— Supposons que f admet un adjoint & gauche fq qui est t-positif. Alors F' est t-négatif.

DEMONSTRATION Les deux propriétés & démontrer sont duales. On s’intéressera donc uniquement a la premiére. Soit
P un objet t-positif de 7. Pour montrer que f(P) reste t-positif, il suffit de prouver que pour tout objet strictement
t-négatif N de 7' le groupe : homy (f(P),N) est nul. Par adjonction ce groupe est isomorphe & homy (P, fa(N)).
Comme fg est t-négatif, objet fq(IN) est strictement t-négatif. D’ou annulation recherchée. C.Q.F.D

LEMME 2.1.78 — Soit f: T ——=T' wun foncteur triangulé entre deux catégories triangulées. On suppose que
T admet les petites sommes et que f commute aux petites sommes. Supposons également que T' est munie d’une
t-structure. Soit G un ensemble d’objets compacts de T et munissons T de la t-structure engendrée par G. Si pour
tout A dans G, lobjet f(A) est t-positif, alors le foncteur f est t-positif.

DEMONSTRATION Notons D la sous-catégorie pleine de T ayant pour classe d’objets f~*Ob(7Z,). Il s’agit de montrer
que € G > = T>¢ C D. Il suffirait donc de vérifier les points : -

1. G C Ob(D),

2. D est stable par petites sommes,

3. D est suspendue.
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Le premier point est dans les hypothéses de ’énoncé. Pour le second point, on se donne une petite famille (A;);ecr
d’objets dans D. Comme f commute aux petites sommes, on voit que f(®;A;) représente la somme directe des f(A;).
En particulier :

homy (f(®:4;), N) = HhomT' (f(4),N)=0

pour tout objet strictement t-négatif N. Ceci montre que f(®;A;) est positif et donc @;A4; est dans D. Pour le troisiéme
point, on choisit deux objets A et B dans D et deux triangles distingués dans 7T :

A E B et A B c

Pour voir que E et N sont dans D il suffit de montrer que f(E) et f(C) sont t-positifs. On applique alors f & nos
deux triangles :

fA) —f(B) —=f(B) —= et [f(4) f(B) f(©)

La sous-catégorie T, étant semi-triangulée & droite et les objets f(A) et f(B) t-positifs, on a immédiatement le
résultat recherché. ~— C.Q.F.D

2.1.4 Catégories monoidales, foncteurs pseudo-monoidaux, modules et projecteurs

Dans cette sous-section, on étudie les catégories monoidales du point de vue fonctoriel. Ainsi on est intéressé par
les foncteurs pseudo-monoidaux et pseudo-comonoidaux, mais aussi par des foncteurs munis d’un accouplement avec
un foncteur pseudo-monoidal fixé. On mettra surtout ’accent sur les structures déduites par passage aux foncteurs
adjoints & droite ou & gauche. On commence par un petit rappel sur les catégories monoidales.

Quelques rappels

Rappelons la définition d’une catégorie monoidale. Pour plus de précisions le lecteur pourra consulter [Mac63] :

DEFINITION 2.1.79 — 1- Une catégorie monoidale est un triplet (C,®,0) avec :

— C une catégorie,
- ®: CxC——=C un foncteur covariant,

—0: (A®B)®(C —> A® (B®C) une famille d’isomorphismes naturels en (A, B,C) € Ob(C)3,
Les isomorphismes o sont appelés les isomorphismes d’associativité. Ils vérifient des axiomes comme celui du pentagone
affirmant que deuz isomorphismes entre les objets (A® B) ® (C ® D) et (A® B) ® C) ® D construits a partir des
isomorphismes d’associativité (et de leurs inverses) sont égales.

2- Une catégorie monoidale symétrique, est un quadruplet (C,®,0,T) avec :

- (C,®,0) une catégorie monoidale,

- 7: AR B——> B® A une famille d’isomorphismes naturels en (A, B) € Ob(C)3.
Les isomorphismes T sont appelés les isomorphismes de commutativité. Ils vérifient des axiomes comme T o T = id.
Des aziomes supplémentaires sont imposés pour décrire les compatibilités entre les isomorphismes d’associativité et de
commutativité.

Remarque 2.1.80 — Les définitions exactes d’une catégorie monoidale et d’une catégorie monoidale symétrique et
plus précisément les axiomes vérifiés par les isomorphismes d’associativité et de commutativité, ne seront utilisés nul
part dans la théorie générale développée dans cette sous-section ou dans la section 2.3. Ces axiomes sont importants
dans la cas d’une catégorie monoidale symétrique pour construire une action du groupe symétrique X, sur les objets
de la forme A®",

Certains auteurs supposent qu’une catégorie monoidale comprend la donnée d’un objet unité. Nous avons choisi
de supposer que 'objet unité est une donné supplémentaire :

DEFINITION 2.1.81 — 1- Soit (C,®,0) une catégorie monoidale. Un objet unité de C est un triplet (I,uy, uq)
avec :
— I un objet de C,

—uy: TIQ A——> A etug: AQI——> A des isomorphismes naturels en A € Ob(C).
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Les isomorphismes u, et uq sont appelés les isomorphismes d’unité a gauche et a droite respectivement. Ils doivent
vérifier certaines conditions. Notons par exemple que les deux isomorphismes ug,uq: 1 ——1Q 1 coincident.

2- Soit (C,®,0,7T) une catégorie monoidale symétrigue. Un objet unité de C est un objet unité (I,uqy,uq) de la
catégorie monoidale (C,®,0) vérifiant certaines compatibilité supplémentaires avec les isomorphismes de commutation.
Notons par exemple que le diagramme suivant :

I A ARI
A

est commutatif. En particulier les isomorphismes uy et uq se déduisent l'un de Uautre.
8- Une catégorie monoidale (resp. monoidale symétrique) munie d’un objet unité est appelée une catégorie monoi-
dale unitaire (resp. monoidale symétrique unitaire ).

Remarque 2.1.82 — On évitera, lorsque c’est possible, de nommer les isomorphismes d’associativité, de com-
mutativité ou d’unité. Ainsi on dira : soit (C,®) (resp. (C,®,I)) une catégorie monoidale (resp. catégorie monoidale
unitaire).

Remarque 2.1.83 — 1- Soit (C,®,0) une catégorie monoidale. On peut munir la catégorie opposée C°P d’une
structure de catégorie monoidale. En effet, le foncteur ® induit un foncteur covariant :

®0p . COp X COp N COp

et on prend pour isomorphismes d’associativité les fleches (c=1)°P. On appellera (C°P, ®°P, (c~1)°P) la catégorie mo-
noidale opposée de (C,®,0).

D’autre part, notons per : C x C —C x C le foncteur de permutation des facteurs : per(A4, B) = (B, A) pour
(A, B) € Ob(C)2%. On définit alors un foncteur :

®°: CxC——=C

par ®° = ® o per. Ainsi pour (4, B) € Ob(C)? on a: A®° B = B® A. Pour un triplet (A4, B,C) € Ob(C)® on définit
un isomorphisme :
0°: (A®°B)®°C "+ A®° (B®°C)

en prenant 07! : C®(B® A)—— (C ® B) ® A. On obtient ainsi une nouvelle catégorie monoidale (C,®°,0°)
qu’on appellera la catégorie monoidale ®-opposée de (C,®, o).

Un objet unité (I,ug,uq) de (C,®,0) induit des objets unités (H,(u;l)Op,(ugl)Op) et (I,uq,uy) des catégories
monoidales (C°P, ®°P) et (C, ®°).

2- Lorsque (C,®,0,7T) est un catégorie monoidale symétrique, les quadruplets

(CP, &P, (07 1)P,P) et (C°,®°,0°,7°)

(avec 7° = 771) sont des catégories monoidales symétriques qu’on appellera respectivement la catégorie monoidale
symétrique opposée et ®-opposée de (C,®,0,7). Lorsque (I,ug,uq) est un objet unité de (C,®,0,7) les formules
ci-dessus définissent des objets unités des catégories monoidales symétriques opposée et ®-opposée.

3- On peut voir une catégorie monoidale comme une 2-catégorie (non forcément stricte ou unitaire) ayant un seul
objet. Ainsi les catégories monoidales opposée et ®-opposée correspondent aux 2-catégories 2-opposée et 1-opposée
respectivement.

Le résultat suivant est bien connu :

LEMME 2.1.84 — Soient (C,®,0) une catégorie monoidale et (I,ug,uq) un objet unité de C. Notons End(I)
l’ensemble des endomorphismes de l’objet 1. Cet ensemble est muni de deux lois de composition 4 savoir :
— Le produit de composition o induite par la composition des fleches de C,
~ Le produit tensoriel ®, qui a un couple (a,b) € End(I)? associe la composée :
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Ces deuz produits de compositions coincident et sont commutatifs

DEMONSTRATION En utilisant le fait que ® est un foncteur, on voit immédiatement qu’on a dans End(I) la relation :
(acad )@ (bod')=(a®b)o(a @), Y(a,a',b,b'") € End(I)*
De plus l'identité de T est neutre pour les deux lois de composition. On a alors les égalités suivantes :
aob=(a®idy) o (idj®b) = (acid)) ® (idjobd) =a®b

aob= (idij®a)o (b®idy) = (idjod) ® (acid])) =b®a

Ceci prouve le lemme. C.Q.F.D

Foncteurs entre catégories monoidales

On passe maintenant aux l-morphismes et 2-morphismes entre catégories monoidales. Plusieurs définitions sont
possibles. La plus naturelle est probablement celle des foncteurs monoidaux puisqu’elle correspond aux 2-foncteurs non
forcément stricts entre 2-catégories non forcément strictes (avec un seul objet). Malheureusement pour les applications
en vue, cette notion est insuffisante. On utilisera la notion plus faible de foncteurs pseudo-monoidaux. Pour plus de
symeétrie, on considérera également la notion de foncteurs pseudo-comonoidaux :

DEFINITION 2.1.85 — 1- Soient (C,®,0) et (C',®',0") deuz catégories monoidales. Un foncteur pseudo-monoidal
de C dans C' est un couple (f,a) formé :
— D’un foncteur f: ¢ ——= (',

~ De morphismesa: f(A)®' f(B) —— f(A® B) naturels en (A, B) € Ob(C)?, tel que les diagrammes suivants :

(f(A) ®" f(B)) ®" f(C) —= f(A® B) ®" f(C) — f((A®@ B)® ()

| |

f(A) @ (f(B)®" f(C) —=f(A) &' f(B& () —= f(A® (B ()

soient commutatifs pour tout (A, B,C) € Ob(C)3.
Les morphismes a sont parfois appelés le morphisme d’accouplement de f. Lorsqu’ils sont inversibles, on dit que (f,a)
est monoidal.

Une transformation naturelle entre deux foncteurs pseudo-monoidauz (f1,a1) et (f2,a2) est une transformation
naturelle fi —— fo tel que les diagrammes suivant soient commutatifs :

f1(A) ® f1(B) — f2(A) ® f2(B)

| |

fitAe B) f(A® B)

Pour tout (A, B) € Ob(C)2.
2- Gardons les notations du 1-, et supposons donné des objets unités (I, ug,uq) et (I',up,uy) de C et C' respecti-
vement. Un foncteur pseudo-monoidal pseudo-unitaire de C dans C' est un triplet (f,a,e) tel que :
- (f,a) est un foncteur pseudo-monoidal de C dans C',
—e: I'—— f(I) est une fleche compatible avec les isomorphismes d’unité a droite et a gauche i.e. tel que le
diagramme suivant soit commutatif :

I'®' f(A) —— fI)®' f(A) — fI® A)

UL\LN Nlu_q

f4) f(4)

ainsi que son analogue pour ugq et ul.
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Lorsque les morphismes a et e sont inversibles, on dit que (f,a,e) est un foncteur monoidal unitaire.

Une transformation naturelle entre deuzx foncteurs pseudo-monoidaux pseudo-unitaires (f1,a1,e1) et (f2,a2,€1) est
une transformation naturelle entre les foncteurs pseudo-monoidauz (f1,a1) et (fa,a2) tel que en plus le carré suivant
soit commutatif :

]I’—>f1 (I)

]I’—>f2 (I)

Lorsqu’on travaille avec des catégories monoidales symétriques on impose également une compatibilité avec les
isomorphismes de commutativité :

DEFINITION 2.1.86 — Soient (C,®,0,7) et (C',®",0',7") deux catégories monoidales symétriques (resp. monoi-
dales symétriques unitaires). Un foncteur pseudo-monoidal symétrique (resp. pseudo-monoidal symétrique et pseudo-
unitaire) de C dans C' est un foncteur pseudo-monoidal (resp. pseudo-monoidal et pseudo-unitaire ) (f,a) tel que le
diagramme suivant :

f(A) &' f(B) ——= f(Ag B)

le Nlr
(B &' f(4) — f(B® A)

soit commutatif pour tout (A, B) € Ob(C)2.

Une transformation naturelle entre deux foncteurs pseudo-monoidales symétriques (resp. pseudo-monoidales symé-
triques et pseudo-unitaires) est simplement une transformation naturelle entre les foncteurs pseudo-monoidauz (resp.
pseudo-monoidauz et pseudo-unitaires) sous-jacents.

Un foncteur pseudo-monoidal (f,a) : (C,®) —— (C',®") induit un foncteur pseudo-monoidal sur les catégories

®-opposées (f,a) : (C,®°) —— (C',®"°) . Lorsqu’on passe aux catégories opposées, le foncteur (f,a) n’est plus
pseudo-monoidal. En effet le morphisme d’accouplement est dans le mauvais sens et induit plutot une structure de
foncteur pseudo-comonoidal.

DEFINITION 2.1.87 — 1- On obtient la notion de foncteur pseudo-comonoidal o partir de celle de foncteur
pseudo-monoidal en passant auz catégories opposées. Ainsi, si (C,®,0) et (C',Q',0") sont deux catégories monoidales,
un foncteur pseudo-comonoidal de C dans C' est un couple (f,a) formé :

— D’un foncteur f: ¢ ——= (',
— De morphismes a : f(A® B) —— f(A) ®' f(B) naturels en (A,B) € Ob(C)?, compatibles de la maniére
évidente avec les isomorphismes d’associativité.
Les morphismes a sont parfois appelés le morphisme de coaccouplement de f. Lorsqu’ils sont inversibles, on dit que
(f,a) est comonoidal.
Une transformation naturelle entre deuz foncteurs pseudo-comonoidauz (fi,a1) et (f2,a2) est une transformation
naturelle fi —— fo tel que les diagrammes suivant soient commutatifs :

fi(A® B) —— f2(A® B)

| |

fi(A) ® fi(B) — [2(A) ® f2(B)

Pour tout (A, B) € Ob(C)2.

2- On obtient la notion de foncteur pseudo-comonoidal pseudo-counitaire (resp. foncteur comonoidal counitaire)
en passant auz catégories opposées. De méme, on a également la notion de foncteur pseudo-comonoidal symétrique
entre des catégories monoidales symétriques. Les détails seront laissés aux lecteurs.

Remarque 2.1.88 — Si (f,a) : (C,®) —— (C',®") est un foncteur monoidal, alors (f,a™') est un foncteur
comonoidal.

Remarque 2.1.89 — Il va de soi qu’on peut composer les foncteurs pseudo-monoidaux, (resp. pseudo-comonoidaux)
ainsi que les transformations naturelles entre eux. Par exemple, étant données trois catégories monoidales (C,®),
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(C',®") et (C",®") ainsi que deux foncteurs pseudo-monoidaux (resp. pseudo-comonoidaux) (f,a) : C ——=(' et
(f';a'"): ¢' ——= " leurs composée est (f' o f,a") avec a” 'accouplement composé :

F'FA) ® f'f(B) == f'(f(A) ® f(B)) —“> f'f(A® B)

(resp. le coaccouplement composé : f'f(A® B) —%= f'(f(A4) @' f(B)) L (f'f(A) " f'f(B))) pour (A,B) €
Ob(C)2.

On vérifie aisément que les catégories monoidales (resp. les catégories monoidales) avec les foncteurs pseudo-
monoidaux (resp. pseudo-comonoidaux) et leurs transformations naturelles forment une 2-catégorie stricte : (p9tono)
(resp. (peMono)). On a également la sous-2-catégories (Mono) (resp. (pMono)) ou 'on prend uniquement les foncteurs
monoidaux (resp monoidaux unitaires). L’association (f,a) ~ (f,a~') définit un isomorphisme entre Mono et pMNlono.

L’adjonction des foncteurs transforme les foncteurs pseudo-monoidaux en foncteurs pseudo-comonoidaux et vice
versa :

PROPOSITION 2.1.90 — Soient deux catégories monoidales (resp. monoidales et unitaires) (C,®) et (C',®")
(resp. avec objets unités I et I' respectivement).

1- Soit (f,a) (resp. (f,a,e)) un foncteur pseudo-comonoidal (resp. pseudo-comonoidal et pseudo-counitaire) :
C ——(C' . Supposons que [ admet un adjoint 4 droite g. On définit des morphismes :

b: g(A") ©g(B') —g(A' ®' B')
naturels en (A', B') € Ob(C')? par la composée :
9(A") ® g(B') — gf(9(A") ® g(B')) —— g(fg(A") &' f9(B')) — g(4' &' B')

(resp. ainsi qu’un morphisme n : T——= g(I') par adjonction du morphisme f(I)——=1'). Le couple (g,b) (resp.
(g,b,m)) est alors un foncteur pseudo-monoidal (resp. pseudo-monoidal et pseudo-unitaire). De plus, cette construction
est fonctorielle contravariante pour les 2-morphismes de foncteurs pseudo-comonoidaux (resp. pseudo-comonoidauz et
pseudo-counitaires).

2- Soit (1,a) (resp. (1,a,€)) un foncteur pseudo-monoidal (resp. pseudo-monoidal et pseudo-unitaire) : ¢ —= (' .
Supposons que | admet un adjoint & gauche k. On définit des morphismes :

b: k(A'®' B'") ——=k(A") @ k(B")
naturels en (A’', B') € Ob(C")? par la composée :

k(A ® B') — k(Ik(A") @' k(B')) —2> kl(I(A") ® I(B')) — I(A") @ I(B')

(resp. ainsi qu’un morphisme n : g(I') ——=1 par adjonction du morphisme ' —— f(I) ). Le couple (g,b) (resp.
(g,b,n)) est alors un foncteur pseudo-comonoidal (resp. pseudo-comonoidal et pseudo-counitaire). De plus, cette
construction est fonctorielle contravariante pour les 2-morphismes de foncteurs pseudo-monoidauz (resp. pseudo-
monoidauz et pseudo-unitaires).

8- Les variantes symétriques de 1 et 2 sont également vraies.

DEMONSTRATION Les deux parties 1 et 2 sont échangées par la dualité. Plus précisément, ’énoncé 2 pour f :
C — (' est ’énoncé 1 pour le foncteur induit entre les catégories monoidales opposées f°P Cop —— ('op . 1l suffit
de prouver la premiére partie.
Dans le langage des diagrammes planaires, la transformation naturelle b s’écrit comme la composée de :
g%xg ®

C'x(C—=CxC ——>C

C'x (!

®I

Ainsi b n’est rien d’autre que le morphisme obtenu par adjonction & partir de la face carrée du coaccouplement de f :
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CxC

fxrf z f

' x (' = C!

La compatibilité de b avec les isomorphismes d’associativité, s’exprime en disant que les composées des deux dia-
grammes planaires suivants :

®

(CxC)xC == Cx(CxC() CxC C
(9%x9)xg 2 gx(gxg) z gxg| £ 9
(C'xC")xC'=—=C"x(C"x(") o C'xC' =Y c'

ex(CxC) —2~ cxe —2 - ¢
gx(gxg) Z gxg ¢ 9
C'x(C'xC" > C'x (' = > !

sont égales modulo les isomorphismes d’associativité. En utilisant la compatibilité avec la composition horizontale
(voir la proposition 1.1.12), on se raméne & montrer que les composées suivantes :

(CxC)xC == Cx(CxC) —2= ¢xc —2 = ¢
(Fxf)xf xtgxpl 2 fxil 7ot
(C'xC’)xC’—C’x(C’xC’)VC’XC’ o c'

cx(CxC) -2~ cxe —2 - ¢

a

fx(xp % fxfl v f
C'x(C'xC" > C'xC' ®,9C'

coincident modulo les isomorphismes d’associativité. Ceci est claire par la définition méme d’un foncteur pseudo-
comonoidal. Le méme raisonnement s’applique pour la preuve de la compatibilité de b avec les isomorphismes de
commutations.

La fonctorialité de cette construction par rapport aux transformations naturelles entre foncteurs pseudo-monoidaux
est évidente. Les vérifications concernant les objets unités sont également faciles. C.Q.F.D

COROLLAIRE 2.1.91 — Soit (f,a) un 1-morphisme dans la 2-catégorie pPono. On suppose que (f,a) est monoidal
et que le foncteur sous-jacent f admet un adjoint & droite. Alors le 1-morphisme (f,a) admet un adjoint & droite dans
pMNtono.

DEMONSTRATION Le foncteur (f,a): (C,®) — (C',®') étant monoidal, le couple (f,a~1) est un foncteur como-
noidal. Par la proposition 2.1.90, ’adjoint & droite g est naturellement un foncteur pseudo-comonoidal. Pour montrer
le lemme, il suffit de vérifier que les morphismes d’unité et de counité sont des transformations de foncteurs pseudo-
monoidaux.

On traite d’abord le morphisme d’unité. Pour (4, B) € Ob(C)?, on a un diagramme commutatif :
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A

-1

ATB%QJC(A@B)%{}(JC <ng®B\
gf(A)®gf(B)—>gf(gf(A)®gf(B))—l>g(fgf( A) ' fgf(B ) ——gf(A® B)

La composée des fleches horizontales inférieures du diagramme n’est autre que ’accouplement du foncteur pseudo-
monoidal g o f. Ce qui prouve que 1 ——= gf est bien compatible avec I’accouplement.
De méme, pour le morphisme de counité, on utilise le diagramme commutatif :

fo4) e ng1< e Q ®9(B") = fg(fg(4") &' fg(B) —= fg(A' &' B')
g(A)) &' fg(B 2 g(B")) — > fg(A") &' fg(B') ——> A' @ B'

\\_/

pour (A',B") € Ob(C')2.
C.Q.F.D

Remarque 2.1.92 — On a vu que lorsqu’on prend 1’adjoint & gauche (resp. & droite) d’un foncteur pseudo-
monoidal (resp. pseudo-comonoidal), on obtient un foncteur pseudo-comonoidal (resp. pseudo-monoidal). En fait, il
est possible de raffiner la structure mise sur ’adjoint en un structure de projecteur (resp. coprojecteur). Concentrons-

nous uniquement sur le cas non respé. Soient (I,a) : (C,®) — (C',®") un foncteur pseudo-monoidal et k£ un adjoint

a gauche de [. On définit une transformation naturelle : k(I(A) ® B') —— A ® k(B') par la composée :

k(I(A) @' B') —— k(I(A) @' Ik(B')) — k(A ® k(B')) —> A® k(B')

Cette structure est plus fine que la structure de pseudo-comodule de k puisqu’elle permet de la retrouver en prenant
simplement la composition :

k(A' @' B') — k(Ik(A") ®' B') — k(A") ® k(B')

La notion de projecteurs et coprojecteurs sera étudiée en détails dans la suite. Pour des raisons qui seront claires dans
la section 2.3, il est important d’étendre la construction qu’on vient d’esquisser au cadre plus général des modules et
comodules sur des foncteurs pseudo-monoidaux et pseudo-comonoidaux.

Modules et projecteurs entre catégories monoidales

La notion d’un foncteur pseudo-monoidal ressemble jusqu’a un certain point & la notion d’algébre. Dans ce pa-
ragraphe, on poussera cette ressemblance un cran plus loin en introduisant la notion de modules sur un foncteur
pseudo-monoidal.

DEFINITION 2.1.93 — Soient (C,®) et (C',®') deux catégories monoidales (resp. monoidales unitaires avec objets
unités I et I' respectivement).

1- Soit (f,a) (resp. (f,a,€e)) un foncteur pseudo-monoidal (resp. pseudo-monoidal et pseudo-unitaire). On appelle
f-module (resp. f-module unitaire) ¢ gauche un couple (I,b) avec :

- 1: C——=C" un foncteur,

-b: f(A)®'I(B) ——=1(A® B) des morphismes naturels en (A, B) € Ob(C)>.
Tel que pour tout (A, B,C) € Ob(C)? le diagramme suivant :

(f(A) ® f(B)) @ 1(C) == f(A® B) @ 1(0) LA I{(A® B)® C)

f(A) & (f(B)®1(C)) —2= f(A) @' I(B®C) —~1(A® (B® C))
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soit commutatif (resp. et tel que la composée suivante :

o' -1 b

I(-) =—=T'®l(-) — fM & I(-) —=1(I& -) —=1(-)

soit égale a identité du foncteur ).

On a la notion ®-duale de f-module (resp. f-module unitaire) 4 droite. Un morphisme de f-modules de (I,b) vers
(1',b') est une transformation naturelle de I vers b compatible au sens évident avec les morphismes b et b'.

2- Soit (g,a) (resp. (g,a,e)) un foncteur pseudo-comonoidal (resp. pseudo-comonoidal et pseudo-counitaire). On
appelle g-comodule (resp. g-comodule counitaire) ¢ gauche un couple (k,c) avec :

- k: C——=C" un foncteur,

~c¢: k(A® B) —— g(A) &' k(B) des morphismes naturels en (A, B) € Ob(C)?2.
tel que les conditions duales du 1- soient vérifiés.

On a également la notion de g-comodule (resp. g-comodule counitaire) & droite. Un morphisme de g-comodules de
(k,c) vers (k',c') est une transformation naturelle de k vers k' compatible au sens évident avec les morphismes c et ¢'.

DEFINITION 2.1.94 — 1- Un module & gauche [f,l] de C dans C' est un quadruplet (f,l,a,b) avec (f,a) un
foncteur pseudo-monoidal et (I,b) un f-module 4 gauche. La catégorie des modules a gauche de C dans C' est noté

Mod,(C,C"). Une fieche de Mody(C,C") est un couple (u,v) : (f1,l1,a1,b1) —— (f2,12,a2,b2) avecu: fi —— fo

une transformation naturelle monoidale et v : Iy —— Iy une transformation naturelle tel que le diagramme suivant :

fl (A) ' ll(B) —1 (A ® B)

f2(A) ®"12(B) ——12(A ® B)

est commutatif pour tout (A, B) € Ob(C)?.
FEtant donnée une troisiéme catégorie monoidale (C",Q") il existe un foncteur de composition :

Mod, (C',C"") x Mod, (C,C') — Mod,(C,C")

qui associe a [, I' = (f",U',a',b') et [f,1] = (f,1,a,b) le quadruplet [f' o f,I'ol] = (f'o f,I'ol,a", V") avec (f' o f,a")
le foncteur pseudo-monoidal composé de f et f' (voir la remarque 2.1.89) et b" la composée :

F'o F(A) ® U 0 1(B) — I'(£(4) 0 I(4)) —= I 0 I(A)

On obtient ainsi une 2-catégorie dont les objets sont les catégories monoidales, et dont les 1-morphismes dont les mo-
dules & gauche. On appellera (MMod,) cette 2-catégorie. On a un 2-foncteur d’oubli 1-covariant et 2-covariant évident :

Mod, — pMono

qui associe 4 un quadruplet (f,1,a,b) le foncteur pseudo-monoidal (f,a).

2- On a la notion duale de comodule & gauche de C dans C'. On forme également la 2-catégorie stricte des
comodules ¢ody. Les notions ®-duales, de modules & droite et de comodules & droite s’organisent également en deuz
2-catégories strictes Mody et ¢IMMo0y.

DEFINITION 2.1.95 — 1- Gardons les notations de la définition 2.1.93. Un f-bimodule est un triplet (1,by,bq) tel
que (1,by) est un f-module & gauche et (I,bs) un f-module & droite et tel que le diagramme suivant soit commutatif :

(f(4) @ I(B)) @ f(C) —>1(A® B) @ f(C) —“~1((A® B) & C)

Nl lw

FA) & ((B) & f(C)) 2> f(A) &' I(B® C) —> (A (B® C))

pour tout (A, B,C) € Ob(C)3. On définit également la notion de bimodule de C dans C' ainsi que la 2-catégorie des
bimodules Mod.

2- On a également la notion duale de g-bicomodules et de bicomodules de C dans C'. On notera ¢9od la 2-catégorie
des bicomodules.
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Remarque 2.1.96 — Soit f un foncteur pseudo-monoidal. L’exemple le plus simple de f-module est le foncteur f
lui méme. Remarquons que f est un méme un f-bimodule. Il va sans dire que si C et C’ sont symétriques et que f est
également symétrique, un module & droite est immédiatement un module & gauche et méme un bimodule. La méme
chose s’applique pour les comodules.

PROPOSITION 2.1.97 — Soient (C,®) et (C',®") deux catégories monoidales et (f,a) : C —— ' un foncteur
pseudo-monoidal.
1- On suppose donné un f-module & gauche (1,b) et un adjoint 4 gauche k du foncteur . On définit un morphisme

c: k(f(A)®' B") ——= AQ k(B') , naturel en A € Ob(C) et B' € Ob(C'), par la composée :

k(f(A) @ B') — k(f(A) @ lk(B')) —— kl(A @ k(B')) — A® k(B')
Alors le diagramme suivant :
E(f(A R (f(B)®'C")) —=AQk(f(B)®'C') —= AR (B® k(C"))
E(f(A)® f(B)® C") —k(f(A®B)®' (") — (A® B) ® k(C")
est commutatif pour tout (4, B,C") € Ob(C)? x Ob(C").

2- On suppose donné un f-bimodule (I,by,bs) ainsi qu’un adjoint ¢ gauche k de l. Le module a gauche (1,b,) et le
module & droite (I,bg) induisent par 1 les deuz transformations :

cg: k(f(A)® B') —= AQ k(B') et c¢q: k(AR f(B) —=k(4)®B
naturelles en (A, B, A', B') € Ob(C)? x Ob(C")%. Le diagramme suivant :

k(f(A) @' (B'®' f(C))) —= A® k(B' &' f(C)) —2= A® (k(B') & C)
k(f(A) @ B') &' f(C)) —*> k(f(4) @' B') ® C ——> (A@ k(B')) @ C
est commutatif pour tout (A, B',C) € Ob(C) x Ob(C") x Ob(C).

DEMONSTRATION Il est pratique de penser & un f-module (/,b) comme & une classe de faces carrées :

AR —

C ——=¢C

(2.11) ! 7, I

CI > CI

f4) e -

paramétrée par les objets de 7. On voit alors immédiatement que les 2-morphismes ¢ sont ceux obtenus 4 partir de la
face (2.11) par les adjonctions (I, k) :

A®—

Q

k = k
C' — = C

f4) " -

1l s’agit de montrer que les composées des diagrammes planaires suivants :
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c B® — c A®— c c (A® B) ® — c
(2.12) k ~ k ~ ket k AN k
Crme— ¢ T rme - ¢ CTTraeme = ¢
e
(f(A) @' f(B))®—
sont égales modulo les morphismes des foncteurs :
A(Be-)~(AgB)o— e f(A) (f(B)® —)=(f(4) & f(B))& -

ces isomorphismes étant ceux induits par les isomorphismes d’associativité. Par la fonctorialité de la construction
1.1.9, on voit que la composée du second diagramme planaire de (2.12) coincide avec le 2-morphisme obtenu par les
adjonctions (k,1) a partir de la face carrée composée de :

c (A®B)® — c
(2.13) l = l
c’ f(A ® B) R — c'
N
(f(A) &' f(B)) ® —

De méme, en utilisant la compatibilité de la construction 1.1.9 avec la composition horizontale des faces carrés (voir
la proposition 1.1.12), on voit que la composée du premier diagramme planaire de (2.12) est la face carré obtenue par
les adjonctions (k,) & partir de la face carré composée de :

B®— AQ—

C C

[

(2.14) l 2 l 20 !

CTrme - ¢ Trme = ¢

On se raméne ainsi & prouver que les composées des diagrammes planaires (2.13) et (2.14) sont égales modulo les
isomorphismes d’associativités. Ceci découle immédiatement de la commutation du diagramme de la définition 2.1.93.
La commutation du diagramme de 1- est prouvée. La commutation du diagramme de 2- se démontre par la méme
méthode. Elle sera laissée en exercice pour le lecteur. C.Q.F.D

En passant aux catégories opposées, on obtient le résultat correspondant pour les comodules :

PROPOSITION 2.1.98 — Soient (C,®) et (C',Q") deux catégories monoidales et (g,a) : C ——=C' un foncteur
pseudo-comonoidal.
1- On suppose donné un g-comodule & gauche (k,b) tel que le foncteur k admet un adjoint & droite l. On définit

un morphisme ¢: AQI(B') ——=1(g(A) ®" B'), naturel en A € Ob(C) et B' € Ob(C'), par la composée :

A®IUB') —= I(A®(B')) —>1(g(4) ® kI(B')) —I(9(4) &' B
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Alors le diagramme suivant :

A®(BeIlC) — A®l(9(B) @' C") —=1(g(A) & (9(B) @' C"))

Nl lw

(A®B)®I(C") —=1l(g(A®B)®' C') —=1((9(4) ®" 9(B)) @' C")

est commutatif pour tout (A, B,C") € Ob(C)? x Ob(C").
2- On suppose donné un g-bicomodule (k,by,bq) ainsi qu’un adjoint o gauche l de k. Le comodule & gauche (I,by)
et le comodule & droite (I,bq) induisent par 1 les deux transformations :

cg: A®I(B')——=1(9(A) ®" B) et cq: l(A)® B——=1(A"® g(B))
naturelles en (A, B, A', B') € Ob(C)? x Ob(C")2. Le diagramme suivant :

A®(I(B)®C)—2s A (B & ¢(C)) s I(g(A) @' (B' ®' g(C)))
(A®(B") ® C —=1(g(A) ® B') ® C —2=1((g(A) ® B') @' ¢(C))
est commutatif pour tout (A, B',C) € Ob(C) x Ob(C") x Ob(C).

Les propositions 2.1.97 et 2.1.98 motivent les définitions suivantes :

DEFINITION 2.1.99 — Soient (C,®) et (C',®') deux catégories monoidales.
1- Soit (f,a) un foncteur pseudo-monoidal. On appelle f-projecteur & gauche un couple (k,c) avec :
- k: ' ——=C un foncteur,
—c¢: k(f(A)®' B"Y ——= A®k(B') des morphismes naturels en A € Ob(C) et B' € Ob(C').

Tels que les diagrammes suivants :

E(fA) @ (f(B)R'C") —= AR k(f(B)®'C') —= A® (BRQ K(C"))

Nl lw

k((f(A) @' f(B)) @' C") —=k(f(A® B) @' C") — (A ® B) @ k(C")

sont commutatifs pour (A, B,C") € Ob(C)? x Ob(C").

On a la notion ®-duale de f-projecteur & droite. Un morphisme de f-projecteurs de (k,c) vers (k',c') est une
transformation naturelle de k vers k' compatible au sens évident avec les morphismes b et V'.

2- Soit (g,a) un foncteur pseudo-comonoidal. On appelle g-coprojecteur a gauche un couple (n,d) avec :

- n: C'——=_C un foncteur,

-d: A®n(B") ——=n(g(A) ® B') des morphismes naturels en A € Ob(C) et B' € Ob(C').
tels que les conditions duales du 1- soient vérifiés.

On a également la notion ®-duale de g-coprojecteur o droite. Un morphisme de g-coprojecteurs de (n,d) vers
(n',d') est une transformation naturelle de n vers n' compatible au sens évident avec les morphismes ¢ et c'.

DEFINITION 2.1.100 — 1- Un projecteur & gauche [f,k] de C' dans C un quadruplet (f,k,a,c) avec (f,a) :
C——= (' un foncteur pseudo-monoidal et (k,c) un f-projecteur & gauche. La catégorie des projecteurs a gauche de

C' dans C est notée Proj,(C',C). Une fleche de Proj,(C',C) est un couple (u,v) : (f1,k1,a1,c1) —— (fa, k2, a2, c2)

avec u : fo — f1 une transformation naturelle monoidale et v: ky —— ko wune transformation naturelle tel que
le diagramme suivant :

) ®' B') —— ka(fo(4) &' B') —— A® kx(B')
)

A) @' B') —">ki(fi(4) @ B') — = A® ky(B')

C2

ki(f2(A

(f2(
k (f2(
est commutatif pour tout (A, B') € Ob(C) x Ob(C").
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Etant donnée une troisiéme catégorie monoidale (C",®") il existe un foncteur de composition :
Proj, (C',C) x Proj, (C",C") —= Proj, (C",C)

qui associe a [f' k'] = (f',k',d,c) et [f, k] = (f, k,a,c) le quadruplet (f' o f,kok' a",c") avec (f' o f,a") le foncteur
monoidal composée (voir la remarque 2.1.89) et ¢ la composée :

KK/ (f'f(4) " B") — k(f(4) &' K'(B")) — > A kk'(B")

On obtient ainsi une 2-catégorie dont les objets sont les catégories monoidales, et les 1-morphismes, les projecteurs
a gauche. On appellera (Proj,) cette 2-catégorie. Notons que le 2-foncteur évident : Proj, —— pIMono qui a [f, k]
associe le foncteur pseudo-monoidal [ est 1-contravariant et 2-contravariant.

2- On a également la notion duale de coprojecteur a gauche qui s’organise en une 2-catégorie ¢Proj,. Les notions
®-duales fournissent également deuz 2-catégories strictes Proj, et ¢Proj,.

DEFINITION 2.1.101 — 1- Gardons les notations de la définition 2.1.99. Un f-biprojecteur est un triplet (k,cg, cq)
tel que (k,cy) est un f-projecteur a gauche et (k,cq) un f-projecteur a droite et tel que le diagramme suivant :

k(f(A) @ (B'®' f(C))) —= A@k(B'®' f(C)) —> A® (k(B') & C)

E((f(A) ® B") @ £(C)) —2= k(f(A) @ B') @ C —2= (A® k(B')) ® C

est commutatif pour tout (A, B',C) € Ob(C) x Ob(C") x Ob(C).
2- On a également la notion duale de g-bicoprojecteurs. On définit également la notion de biprojecteurs et bico-
projecteurs de C dans C'. On notera Proj ¢Proj la 2-catégories des projecteurs et coprojecteurs bilatéres.

Remarque 2.1.102 — On peut reformuler les propositions 2.1.97 et 2.1.98 de la maniére suivante. Etant donné un
module & gauche [f,!] (resp. un comodule & gauche [g, k]) de (C,®) dans (C',®") avec ! (resp. k) admettant un adjoint
a gauche k (resp. un adjoint a droite [), on peut munir le coupe (f, k) (resp. (g,!)) d’une structure de projecteur (resp.
coprojecteur) & droite. On a réciproquement :

PROPOSITION 2.1.103 — Soient (C,®) et (C',®") deuzx catégories monoidales et (f,a) : C ——= (' un foncteur
pseudo-monoidal.
1- On suppose donné un f-projecteur a gauche (k,c) tel que le foncteur k admet un adjoint a droite I. On définit

un morphisme b: f(A) ®' I(B) ——= (A ® B) , naturel en (A, B) € Ob(C)? par la composée :
f(4) ®' I(B) —=1lk(f(A) ® I(B)) —=1(A® kI(B)) ——= (A ® B)

Alors le coupe (1,b) est un f-module a gauche.
2- On suppose donné un f-biprojecteur (1, cy,cq) ainsi qu’un adjoint & droite | de k. Les deuz transformations :

by: f(A)®IB)—=I1A®B) et bg: l(A)® f(B) —=I(A® B)

naturelles en (A, B) € Ob(C)? définissent une structure de f-bimodule sur .

DEMONSTRATION On obtient une preuve en parcourant celle de la proposition 2.1.97 dans le sens inverse. On laissera
les détails aux lecteurs. C.Q.F.D

On a bien entendu ’énoncé correspondant pour les coprojecteurs et comodules. Le lemme suivant est facile et laissé
aux lecteurs :

LEMME 2.1.104 — Les constructions des propositions 2.1.97 et 2.1.98 sont compatibles a la composition et aux
2-morphismes dans 9Mod, et ¢IMod,. De méme les constructions de la propositions 2.1.103 sont compatibles a la
composition et auz 2-morphismes dans Proj, et ¢Proj,.
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Faces carrées exotiques

On termine avec quatre diagrammes commutatifs faisant apparaitre des projecteurs et des modules & droite et &
gauche. Le plus simple est le résultat ci-dessous :

LEMME 2.1.105 — 1- On suppose donnée une face carrée dans la 2-catégorie Mod, :
g',m'
(€3, ®5) m] (€1, ®1)
[, 0] =z [f.1]
(C2, ®2) (€1, ®1)
[9,m]

avec [f,1], [f', 1], [g9,m] et [¢g',m'] des modules & gauche. Soient k et k' des adjoints a gauche del et l' respectivement.
Le diagramme suivant :

K (g f(A1) @4 m'(B})) —1 K'm! (£(41) ©4 B}) —= mk(f(A1) &} B) —> m(A1 ®1 k(B}))

| |

K (f'9(Ar) ® m/(B1)) —— g(41) @ K'm'B; 9(Ar) ®2 mkB] —"—>m(A;, @1 k(B}))

formé de :
— Le morphisme : g'f — f'g de la face carrée de Mod,,

— Les morphismes structurauz des modules a gauche [g,m] et [g',m'],
— Les morphismes structurauz des projecteurs & gauche [f, k] et [f', k'],
— Le morphisme : k'm' — mk obtenu par les adjonctions (k,l) et (k',1") a partir de m'l —I'm ,

est commutatif.
2- Réciproquement, soient quatre catégories monoidales (C1,®1), (Ci,®}), (C2, ®2) et (Ch, ®Y). On suppose donnés
deux modules & gauche :
(gvm) : (Cla ®1) — (C2; ®2) et (glaml) : (C17®Il) — (Céa ®12)
ainsi que deux projecteurs & gauche :

(£,k) : (C1,®1) — (C1,®1) et (f1,K): (C3, @) — (C2, ®2)

On suppose également données les deux faces carrées dans Cat :

m
Cil<=——0(C Cl<~——-——0C
I AN f et K Py k
g m

avec u une transformation naturelle de foncteurs pseudo-monoidauz et v faisant commuter le diagramme du 1. Sil
est un adjoint & droite de k et v' : m!l —— I"'m la transformation obtenue a partir de v suivant les adjonctions (k,1)
et (k',1'), alors le couple (u,w) est un 2-morphisme de modules a gauche.

DEMONSTRATION On démontrer uniquement la premiére partie du lemme. La seconde partie se démontre en remontant
la démonstration du 1. En écrivant ce qu’est une face carrée dans 90d, on voit que pour A; € Ob(Cy) on a un cube
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solide commutatif :

A® —
Cl Cl
m m
Cl C l
9(4) ® -
l I
! Cz f(A) 2 — Cz
m/ m/
Ch Cs
9'f(A) ®; —
formé des quatre faces carrées :
A) ®) — A® — A® - f(A) ®2 —
c 9( 4>) ! cl G, ! 1 C1 - C Ca 4>( ) & Ca
(2.15) I = I, m a m, | 7 I et m A m’'
Céﬁcé C1 ; 1 2 ————>( C—————F—0C
9'f(A) ®; — g(4) @ — (A) ®2 — 9'f(A) ®; —
et de deux faces carrées égales a :
o™ C
1 1
(2.16) I AN l

[
ml

Les trois derniéres faces de (2.15), sont simplement les morphismes structuraux des modules & gauche (g,m), (f,1) et
(¢',m') tandis que la premiére, est la composée :

9'f(A) @ (=) — f'g(A) @, I'(=) —=1'(9(4) 1 )

La face carrée (2.16), est celle sous-jacente & la face carrée de Mod, de I’énoncé. En utilisant le corollaire 1.1.14, on
déduit un cube commutatif :

A® —
C1 Cl
m m
cl Cl k
g(4) ®1 —
k
K Co 1(4) ® - Co
m' yoom
ch C!
? g'f(A4) &) - ’

On laisse aux lecteurs la tache de vérifier que la commutation de ce cube se traduit dans le langage habituel des fléches
par la commutation du diagramme de 1’énoncé. Notons en guise d’indication que par la proposition 1.1.11, la face
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carrée :

Gy o

B
9'f(4) ® —
est égale & la composée : k'(¢'f(A) ®) —) —= k' (f'9(4) ®5 —) ——=g(A) 1 K'(—) . C.Q.F.D
Remarque 2.1.106 — Le lemme ci-dessus, admet une version pour les faces dans la 2-catégorie ¢tod, des comodules

4 gauche. On prendra alors un adjoint & droite au lieu d’un adjoint & gauche. Le résultat correspondant s’obtient alors
par dualité. Les détails sont laissés aux lecteurs.

On fait la définition suivante :

DEFINITION 2.1.107 — Une face carrée a gauche de modules et comodules :
e —2 (e
[F, 1] 7 [£,1]
(C2, ®2) (C1,®1)
(9, 7]

est la donnée de deuz comodules a gauche [f,1] et [f',l'] et de deuz modules a gauche [g,n] et [¢',n'] ainsi que deux
transformations naturelles :

flg——=4'f et I'n —>n/l

tel que le diagramme suivant :

I'(9(A1) ©2 n(By1)) — ['g(A1) @ I'n(B) —— ¢'f (A1) ®; n'l(By)

l l

I'n(4; ® B1) ————n'l(A; ®1 By) ——n/(f(41) ®] I(B1))
est commutatif pour tout (A;, By) € Ob(Cy)?.

Remarque 2.1.108 — On a la notion ®-duale de face carrée & droite de modules et comodules. On peut par
ailleurs passer aux catégories opposées. On obtient alors une face carrée a gauche de modules et comodules en faisant
une symétrie par rapport & une diagonale :

10P o 10P [flop’llop] op ,0p
(C5°P, @5°P) =——— (G357, ®5")

[9°P, n'°P] 7 [9°P, n®P]

10p ropy op op
(Cl >®1 ) [fOP,ZOP] (Cl 7®1 )

Ceci permet de déduire du lemme qui suivra une version concernant les adjoints & gauche de n et n'. Le lecteur pourra
facilement écrire le diagramme commutatif correspondant.

Remarque 2.1.109 — Il est évident qu’on peut composer les faces carrées & gauche de modules et comodules dans
les deux sens vertical et horizontal.

On a I'analogue du lemme 2.1.105 pour les faces carrées & gauche de modules et comodules :
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LEMME 2.1.110 — 1- On suppose donnée une face carrée a gauche de modules et comodules :
e85 2" (ep, )
(2.17) [F'5 7] 7 [£,1]
(C2, ®2) (€1, ®1)
[9, 7]

avec [f,1] et [f',l'] deuz comodules & gauche et [g,n] et [¢',n] deux modules 4 gauche. Soient m et m' des adjoints &
droite de l et l'. Le diagramme suivant :

9(A1) @ nm(B1) ———— n(4; ®1 m(B1)) ———— nm(f(41) @ B1) ——m'n'(f(41) & By)

| |

9(Ar) @ m'n'(By) ——m'(f'g(Ar) € n'(By)) ——m'(¢'f(A1) @ n'(By)) ——m'n'(f(A1) ® By)

formé de :

— Le 1-morphisme f'g——=g'f de la face carrée o gauche (2.17),

— Les 1-morphismes structurauz des coprojecteurs a gauche [f,m] et [f',m'],

— Les 1-morphismes structurauz des modules a gauche [g,n] et [¢',n'],

— Le 1-morphisme nm —— m'n! obtenu & partir de |'n — n'l suivant les adjonctions (I,m) et (I',m'),
est commutatif.

2- Réciproquement, soient quatre catégories monoidales (C1,R1), (Ci,®}), (C2, ®2) et (Ch, ®). On suppose donnés
deuzr modules & gauche :

[9:n] : (C1,®1) — (C2, ®2) et [g',n]: (C1,®)) —(C3,®))
ainsi que deux coprojecteurs & gauche :

[f,m]: (€1, ®)) —(C1,®1) et [fm]: (C,®) —= (C2, ®2)
On suppose également données les deuz faces carrées dans Cat :

n

Cl<=———"7-—0C Cl<~———0(C
bid I f et m/ ¥y m
Ch ~ Ca C ~ Cs
g n

faisant commuter le diagramme du 1. Sil est un adjoint & gauche de m et v' : m'l ——=1'm la transformation

déduite de v suivant les adjonctions (I,m) et (I',;m'), le couple (u,v") définit une face carrée a gauche de modules et
comodules.

DEMONSTRATION La preuve de ce lemme est complétement analogue & celle du lemme 2.1.105. La seule différence,
est qu’on part plutdt du cube solide :

A® —
Cl Cl
n n
C! C! l
AR '
l .
! CZ f(A) Q2 — C2
n' n'
Cs Cy

g'f(A) ®; —



224 CHAPITRE 2. COMPLEMENTS SUR LES 2-FONCTEURS HOMOTOPIQUES STABLES

formé des quatre faces carrées :

A) Q) — A®y — A® — A) ® —
CiLCi c—— "' g o, —— ' ¢ CQL@
(2.18) ©z I, n = n, | z I et n A n'
! ! ! C Cl Cl
Pgr@es - T gwei - Y T e g, —

et de deux faces carrées égales a :

!
1%61

(2.19) I [ I

¢ ———0C
n

Les trois derniéres faces de (2.18), sont simplement les morphismes structuraux des modules et comodules & gauche
(9,m), (f,1) et (¢',n") tandis que la premiére, est la composée:

I'(g(A) ®1 =) —= f'9(A) & I'(—) —=¢'f(A) &3 1'(-)
La face carrée (2.19), est celle sous-jacente & la face carrée & gauche de modules et comodules de I’énoncé.  C.Q.F.D

On continue avec :

DEFINITION 2.1.111 — Une face carrée mizte de modules :
e —2"1 et )
[F, 1] “ [£,1]
(C2,®2) (C1,®1)
[9,m]

est la donnée de deux modules o droite [f,1] et [f',l'] et deuzx modules a gauche [g,m] et [¢',m'] ainsi que trois
transformations naturelles :

f'm ——m'f gl——=1y et m'l —=1'm
faisant commuter le diagramme :

9'l(A1) @y m' f(B1) —— m/(I(A1) ®] f(B1)) —— m'l(41 ®1 By)

/

9'l(Ar) @ f'm(Bi)

T

I'g(A1) @45 f'm(B1) ——=1'"(g(A1) @ m(By)) ——I'm(4; ®1 By)

Remarque 2.1.112 — Le sens du 2-morphisme entre m'l et I'm est arbitraire. Dans nos applications, cela ne posera,
pas de problémes puisque la fléche en question sera inversible. Remarquons également que la ®-dualité ne transforme
pas les faces carrées mixtes en faces carrées mixtes & cause du fait que ’on a imposé un sens & ce 2-morphisme.

Remarque 2.1.113 — 1l est clair qu’on peut composer les faces carrées mixtes de modules horizontalement et
verticalement.
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Remarque 2.1.114 — On a la notion duale de face carrée mixte de comodules. On laissera aux lecteurs le soin
d’écrire la version duale du lemme suivant :

Le lemme correspondant aux faces carrées mixtes de modules et comodules est :

LEMME 2.1.115 — 1- On suppose donné une face carrée mizte de modules :
g',m'
(€3, ®5) m] (€1, ®1)
(2.20) [f' 0] “ [f,1]
(C2, ®2) (€1, ®1)
[9,m]

avec [f,1] et [f',1'] des modules a droite et [g,m] et [¢',m'] des modules a gauche. Soient k et k' des adjoints & gauche
de | et l' respectivement. Le diagramme suivant :

k'(g' (A1) @5 f'm(B1)) —— K'g'(A}) ®2 m(B1) —— gk(A}) ®2 m(B1) —— m(k(4}) €1 Bi)

| |

k' (g' (A1) @5 m! f(B1)) —— k'm/ (A7 @1 f(B1)) —— mk(4] ® f(B1)) —— m(k(4]) ® B1)

formé de :

— Le 1-morphisme f'm ——m'f de la face carrée mizte (2.20),

— Les morphismes structurauz des projecteurs a droite [f, k] et [f', k'],

— Les morphismes structurauz des modules a gauche [g,m] et [g',m'],

— Les morphismes k'g' —— gk et k'm' —— mk déduits de ¢g'l ——=1'g et m'l ——1'm suivant les ad-

jonctions (k1) et (K',1"),

est commutatif.

2- Réciproquement, soient quatre catégories monoidales (C1,®1), (C1,®}), (C2,®2) et (Ch,®%). On suppose donnés
deux modules & gauche :

(g:m) = (C1,®1) — (C2,®2) et (¢',n'): (Cf,®1) — (C3,®%)
ainsi que deux projecteurs a droite :
(f:k) : (Ci>®ll) —>(Clv ®1) et (fl7kl) : (Céa®l2) I (C2:®2)

On suppose également données trois faces carrées dans Cat :

m g m

C{ C1 C{ -~ C{ -~ (
I X f k' Ay k et & Ly k
Ch=——"—Co €y ~———0Cs G Co
m g m

faisant commuter le diagramme du 1. Sil est un adjoint o droite de k et v' : g'l ——=1'g et w' : m'l ——=1'm les
transformation déduites de v et w, le triplet (u,v',w') définit une face mizte de modules.

DEMONSTRATION On pensera & un module & droite [f,!] comme étant une famille de faces carrées :

:
C e
! Z !
CQ C2
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alors qu’on pensera & un module & gauche [g,m] comme étant une famille de faces carrées :

-®1 B

G —————0

g Ve m
i ——— (4
— ®; m(B1)
Ainsi la définition 2.1.111, se traduit par la commutation du cube solide :
—®1 B
C it C
g m
Ci Ci l
— ®; m(By)
l I
I C2 — @2 f(Bl) C
g m/
C! C}
’ — &} f'm(B) ’
formé des six faces carrées :
- ®1m(B - ®1 B - ®1 B — Qs f(B
c{#@ e, — ' el e, — ' el 02% X
(2.21) = I, 9 =z m, ] = l, ¢ = m'
Cs Cs Cf — =} Co ————C- Cs Cs
ey fm(B) 0 —eimB) L —@fB) - @hfmB)
g m
Cl~————0C Cf<=—"0C
(2.22) ! AN I et A l
Ch<~————20Cs Ch<~——"—"-—0C
g’ m'

Les trois premiéres faces de (2.21), sont simplement les morphismes structuraux des modules & gauche et & droite
(f,1, (g,m) et (f,1). La quatriéme, est la composée :

9'(=) ®5 f'm(By) ——¢'(—=) @, m'f(B1) ——m/(— &} f(B1))

Les deux faces carrées (2.22) sont celles sous-jacentes & la face carrée mixte de 1’énoncé. On termine alors la preuve
exactement comme pour le lemme 2.1.105. C.Q.F.D

On termine avec les faces exotiques par :

DEFINITION 2.1.116 — Une face carrée mizte de modules et comodules :
e —2"(qep
[F, 1] = [£,1]
(Ca, ®2) (C1,®1)

l9, n]
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est la donnée de deuz comodules o droite [f,1] et [f',l'] et de deux modules a gauche [g,n] et [¢g',n'] ainsi que trois
transformations naturelles :

l'g——4g'l ffm——n'f et I'n——n'l
tel que le diagramme suivant :
I'(9(A1) ®2n(B1)) —1'g(A1) ®; f'n(By) —— g'l(A1) @, ' f(B)
l'n(A1 X1 Bl) —_— n'l(A1 ®1 Bl) _— ’I’Ll(l(Al) ®Il f(Bl))

soit commutatif.

Remarque 2.1.117 — On aurait pu prendre dans la définition ci-dessus des modules & droite et des comodules &
gauche. On obtient alors la version ®-duale mais aussi la version duale de la définition.

Remarque 2.1.118 — Il va sans dire qu’on peut composer les faces carrées mixtes de modules et comodules dans
les deux sens vertical et horizontal.

LEMME 2.1.119 — Supposons donnée une face mixte de modules et comodules :
e —T" ()
(2.23) (7,1 = (5,0
(C2,®2) (C1,®1)
(9,m)

avec [f,1] et [f',l'] des comodules a droite et [g,m] et [g',m'] des modules a gauche. Soient m et m' des adjoints a
droite de l et l' respectivement. Le diagramme suivant :

gm(Ay) ®2 n(B1) n(m(41) €1 Bi) nm(4; @; f(B1)) m'n'(A; @ f(B1)

l |

m'g' (A1) @2 n(Bi) ——m'(g'(4) @ f'n(B1) ——=m/(¢'(A}) @ ' f(B1) ——m'n'(4; @] f(B1))

formé de :

— Le 1-morphisme f'n ——n'f de la face carrée mizte (2.23),

— Les morphismes structurauz des coprojecteurs a droite [f,m] et [f',m/'],

— Les morphismes structurauz des modules & gauche [g,n] et [¢',n'],

— Les morphismes gm ——=m'g' et nm —— m/n' déduits de I'g—— g'l et I'n ——n'l suivant les ad-

jonctions (I,m) et (I',m'),

est commutatif.

2- Réciproquement, soient quatre catégories monoidales (C1,®1), (Ci,®}), (C2, ®2) et (Cs, ®Y). On suppose donnés
deux modules & gauche :

(g,m) : (C1,®1) — (C2, ®2) et (g',n"): (C1,®)) —(C3,®%h)
ainsi que deux coprojecteurs a droite :
(f,m) : ( {5®Il)—>(cla®1) et (flaml) : (Céa®12)—>(c2a®2)

On suppose également données trois faces carrées dans Cat :

n g n
[ — ) [P ) [
fl uﬁ f ) m' lév m et m/| Z?w m
[/ — €~ G /R —
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faisant commuter le diagramme du 1. Sil est un adjoint & gauche dem et v' : I'g ——g'l etw': |'n ——>n'l les
transformations déduites de v et w, le triplet (u,v',w') définit une face mizte de modules et comodules.

DEMONSTRATION La preuve est encore une fois une adaptation de la preuve du lemme 2.1.105. On part du cube
solide traduisant la commutativité du diagramme de la définition 2.1.116 :

—®1 B
i L i
/ .
C! C; l
1T 2\ n(B1) 1
! I
l, _ ®2 f(Bl) C
/ n,
C! C!
2 _ ®2 f, 2
formé des six faces carrées :
— ® n(B —®1 B -1 B — ®, f(B
Cl 1 ( 1) Cl Cl 1 1 Cl Cl 1 1 Cl 62 2 ( 1) X
(2.24) z I, 9 = n, 1 7 I, ¢ A n'
— (! C! C C C!
Py fnB) ¢ —einB) L —eefB) =&y fnB)
g n
[ ) cl Cy
(2.25) I N l et I [ !
Ch— C, Ch——— C,
g’ n'

Les trois premiéres faces de (2.24), sont simplement les morphismes structuraux des modules & gauche et comodules
a droite (f',1"), (g,n) et (f,1). La quatriéme, est la composée :

9'(=) & f'n(B1) —=g¢'(=) @, ' f(B1) —— /(= & f(B1))

Les deux faces carrées (2.25) sont celles sous-jacentes 4 la face carrée mixte de 1’énoncé. On termine alors la preuve
exactement comme pour le lemme 2.1.105. C.Q.F.D

2.1.5 Catégories monoidales fermés

Dans ce paragraphe on étudie les bifoncteurs homomorphismes internes dans une catégorie monoidale fermée. Les
résultats de cette sous-section sont tous bien connues aux moins dans des situations particuliéres.

Définitions et généralités

DEFINITION 2.1.120 — 1- Soit (C,®) une catégorie monoidale. On dit qu’elle est fermée & gauche si pour tout
objet A de C, le foncteur A ® — admet un adjoint G gauche. On dit que C est fermée & droite si pour tout objet A de
C, le foncteur — ® A admet un adjoint & droite.

2- Une catégorie monoidale C est fermée & droite si la catégorie ®-opposée C° est fermée 4 gauche et vice versa.
1l suffit donc d’étudier un seul type de catégories monoidales fermées.
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Par la suite, on considéra principalement les catégories monoidales fermées a droite. On notera Hom(A, —) ladjoint
a droite de — ® A. On a ainsi des isomorphismes :

hom¢(U ® A, V) —~= hom¢ (U, Hom(A,V))
ainsi que les transformations :
ev:Hom(A, V)@ A——=V et 0: U——>Hom(A,U® A)

naturelles en U et V dans C.
Lorsqu’on aura besoin de considérer des catégories monoidales fermées a droite et a gauche, on notera, pour les
distinguer, Hom, (A, —) et Hom,(A, —) les adjoints a droite respectives de A ® — et —® A.

Si (C,®) est une catégorie monoidale fermée, on définit un bifoncteur :
Hom: C? x C ——C
par les associations :
— & (A, B) € 0b(C)? on associe I'objet Hom(A, B),
— aux deux fleches de C f: A' — A et g: B +—— B’ on associe la composée :
Hom(A, B) —— Hom(A, B') —— Hom(A’, B')

avec la seconde fléche celle induite par adjonction de la transformation naturelle: — @ A' —= — @ A .

LEMME 2.1.121 — Soit (C,®) une catégorie monoidale fermée a droite et (I,ug,uq) un objet unité de C. Les
transformations naturelles ci-dessous :

Hom(T, A) —~= Hom(I, A) @ T —*> 4 et A—5>Hom(]I,A®]I)—N>Hom(l[,A)

sont des isomorphismes inverses l'un de ’autre.

DEMONSTRATION Ceci découle immédiatement du fait que le foncteur — ® I est une équivalence puisque isomorphe
au foncteur identique. C.Q.F.D

DEFINITION 2.1.122 — Soit (C,®) une catégorie monoidale fermée a droite. On définit un morphisme :
Hom(A ® B, () —— Hom(A, Hom(B, C))
naturel en (A, B,C) € Ob(C)? par la composée :
Hom(4A ® B,C)

|

Hom(A, Hom(A ® B, C) ® A) —>> Hom(A, Hom(B, (Hom(A ® B,C) ® A) ® B))

la

Hom(A,Hom(B, C)) <—=—— Hom(A, Hom(B,Hom(4A ® B,C) ® (A ® B))

LEMME 2.1.123 — La transformation naturelle ci-dessus est un isomorphisme.

DEMONSTRATION En effet, Hom(A, Hom(B, —)) est I’adjoint & droite du foncteur composé : (—® B)o(—® A). D’autre
part, Hom(A ® B, —) est I’adjoint & droite du foncteur — ® (A ® B). Les isomorphismes d’associativité donnent un
isomorphisme de foncteurs :

(-®B)o(-®A) —=-®(A®B)
Le morphisme en question, est exactement ’induit par adjonction de cet isomorphisme. C.Q.F.D
DEFINITION 2.1.124 — On définit un morphisme de composition :

Hom(B,C) ® Hom(A, B) —— Hom(4, C)
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en prenant la composée :

Hom(B,C) ® Hom(A, B) — Hom(A, (Hom(B, C') ® Hom(4, B)) ® A)

|

Hom(A4,Hom(B,C) ® B) <=— Hom(A,Hom(B,C) ® (Hom(4, B) ® A))

La proposition ci-dessous est bien connue, mais ne sera pas utilisée dans la suite. On renvoie le lecteur & [KM'71]
pour une démonstration.

PROPOSITION 2.1.125 — Le produit de composition ci-dessus est associatif. La catégorie C est naturellement une
C-catégorie.

Remarque 2.1.126 — La proposition précédente explique la notation Hom ainsi que la terminologie des homo-
morphismes internes.

Objets inversibles et objets dualisants
On commence ce paragraphe par la notion d’objets inversibles. La définition des objets inversibles, ne fait pas

intervenir la propriété d’une catégorie monoidale d’étre fermée :

DEFINITION 2.1.127 — Soient (C,®,1) une catégorie monoidale unitaire et U € Ob(C). On dit que :
— U est inversible & gauche, s’il existe un objet V; de C tel que U ® V; soit isomorphe a l’objet unité I. Un tel objet
V, est appelé un inverse a gauche de U,
— U est inversible & droite, s’il existe un objet Vg de C tel que V3 & U soit isomorphe a l'objet unité I. Un tel objet
V4 est appelé un inverse a droite de U.
On dit que U est inversible s’il est inversible & gauche et a droite.

On a le résultat classique suivant :

LEMME 2.1.128 — Soient (C,®,1) une catégorie monoidale unitaire et U € Ob(C) un objet inversible. Tout inverse
& droite de U est isomorphe 4 tout inverse a gauche de U. En particulier, un inverse & gauche (resp. a droite) de U
est défini 4 un isomorphisme prés.

DEMONSTRATION En effet, soit V; et V; des inverses & gauche et & droite de U. On a les isomorphismes :
Vi Vgl Vi@ UV, ~(VaeU)eV,~IV, ~V,
D’ou le résultat. C.Q.F.D

Remarque 2.1.129 — Si U est un objet inversible d’une catégorie monoidale unitaire, on appelle un inverse de U,

lemme précédent.
PROPOSITION 2.1.130 — Soient (C,®,1) une catégorie monoidale unitaire et U un objet de C. Il y a équivalence
entre les conditions suivantes :

1. Le foncteur U ® —: C —C est une équivalence de catégories,

2. Le foncteur —@U : C ——C est une équivalence de catégories,

3. L’objet U est inversible.
De plus si V' est un inverse de U, les foncteurs V@ — et —QV sont des quasi-inverses de UQ — et —®U respectivement.
DEMONSTRATION Supposons que U est inversible d’inverse V. Le foncteur U ® — admet un quasi-inverse a gauche et

4 droite puisque :

U®-)o(VR-)=UV)®—~I®—~ide e (Vo-)o(U®-)=ValU)®—-~I®—~idc
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Ceci prouve que 3 ——=>1 . Par ®-dualité, on a également 'implication : 3 =—=>2. Il suffira donc de prouver que
1 == 3 puisque par ®-dualité on aura également 2 ——3.

Supposons donc que le foncteur U ® — est une équivalence. Par essentielle surjectivité, il existe un objet V tel que
U ® V soit isomorphe & objet unité I. Ainsi, V' est un inverse & gauche de U. Le foncteur V ® — fournit alors un
quasi-inverse & gauche du foncteur U ® — puisque :

U®-)o(VR-)~URV)® —~1® — ~idc

Etant donné que (U ® —) est quasi-inversible, le foncteur V ® — est également un inverse & droite. On a alors un
isomorphisme de foncteurs : (V ® —) o (U ® —) =~ id¢. Il suffit alors d’évaluer en l'objet unité pour obtenir un
isomorphisme V ® U ~ I. La proposition est démontrée. C.Q.F.D

A partir de maintenant, les catégories monoidales fermée entrent en jeu. Il sera question de catégories monoidales
fermées a gauche et a droite. On utilisera ainsi les notations Hom, et Hom,. Soient (A4, C) € Ob(C)*. On a une face
évidente :

c —A2= o
-®C = -®C
C—gz—C

Supposons que C est fermée & gauche (resp. a droite). En utilisant I’adjonction (A ® —, Hom (A, —)) (resp. (— ®
C,Hom,(C, —))) on déduit la face carrée :

Ho_m (Aa _) _
c—97 7, c_A®- _,
-®C x -®C (resp. Hom,(C,—) AN |Homd(C,—) )
¢ FHom,(4,-) © ¢ —4Hs- ¢

Lorsque I'objet A est inversible, le foncteur A ® — est une équivalence. On vérifie alors facilement que les deux faces
ci-dessus sont des 2-isomorphismes. Par ®-dualité, les deux faces ci-dessus sont encore des isomorphismes si C' est un
objet inversible. On a ainsi :

COROLLAIRE 2.1.131 — Soit (C,®,1) une catégorie monoidale unitaire fermée a gauche (resp. a droite). Soit
U un objet inversible de C. Pour tout (A, B) € Ob(C)?, les morphismes :

Hom, (U, A) ® B —— Hom, (U, A ® B) (resp. A® Hom,(U, B) —— Hom,(U,A® B) )

Hom, (A4, B) ® U —— Hom, (4, B ®U) (resp. U ® Hom (A, B) —— Hom,(A,U ® B) )

sont des isomorphismes.

Remarque 2.1.132 — Lorsque (C,®) est fermée & gauche et & droite, en passant aux adjoints & droite, on obtient

une face carrée inversible :
Hom, (4, —)

C C
Ho—md(07 _)] % ]Ho—md(ca _)
C
Hom, (4, —)
Cette face sera utilisée dans le lemme 2.1.137.
Notons également un deuxiéme corollaire de la proposition 2.1.130 :

COROLLAIRE 2.1.133 — Soit (C,®,1) une catégorie monoidale unitaire fermée & gauche (resp. a droite). Soit U
un objet inversible de C. Alors 'objet Hom (U, I) (resp. Hom,(U,1)) est un inverse de U.
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DEMONSTRATION On traite uniquement le cas non respé. Le cas respé s’obtient alors par ®-dualité. Si V' est un
inverse de U, on sait que le foncteur V' ® — est un quasi-inverse de U ® —. Puisque Hom, (U, —) est un adjoint & U ® —
on en déduit un isomorphisme :

HO—mQ (U7 _) é 14 ® —

Lorsqu’on évalue en ’objet unité I, on obtient les isomorphismes : Homg(U,]I) ~Velx~V. C.Q.F.D

On passe maintenant a la notion d’objets dualisants. Jusqu’a la fin du paragraphe, on fixe une catégorie monoidale
unitaire (C,®,T) fermée & droite et & gauche. On construit deux morphismes :

A ——> Hom, (Hom,(4, B), B) et A ——> Hom,(Hom, (4, B), B)
avec (A, B) € Ob(C)?, interchangés par la ®-dualité, en prenant les composées :

A2 Hom, (Hom, (4, B),Hom,(A, B) ® A) —= Hom, (Hom,(4, B), B)

A —2> Hom,(Hom, (4, B), A ® Hom, (4, B)) —*~ Hom,(Hom, (4, B), B)

Ces morphismes sont ceux obtenus par adjonctions des deux morphismes d’évaluations : Hom,(4,B)® A—— B

et A®Hom, (A, B) —— B . Notons le lemme :

LEMME 2.1.134 — Les foncteurs Hom,(Hom,(—, B), B) et Hom,(Hom, (-, B), B) sont covariants. De plus, les
morphismes :
A ——> Hom, (Hom,(A4, B), B) et A ——> Hom,(Hom, (4, B), B)

définissent des transformations naturelles.

DEMONSTRATION On traite uniquement le premier morphisme. Le foncteur Hom,(Hom, (-, B), B) étant égal & la

composée de deux foncteurs contravariants Hom,(—, B) o Hom (—, B) est covariant. Si A —— A’ est une fleche de
C, on doit prouver que le carré suivant est commutatif :

A —— Hom,(Hom, (A, B), B)

| |

A! — Hom,,(Hom (A’, B), B)
En revenant aux définitions, on voit qu’il suffit de prouver que le diagramme suivant :

Hom, (Hom,(4, B),Hom,(4,B) ® A) ——*— Hom_(Hom,(4, B), B)

l

Hom, (Hom,(A’, B),Hom,(A, B) ® A) ——=— Hom_(Hom,(4', B), B)

Hom,(A’, B),Hom,(A’, B) ® A) —— Hom, (Hom,(A', B), Hom,(A’, B) ® A')

j———

Hom, (Hom,(A’, B),Hom,(A’, B) ® A")

|

B

Hom,,(

/

est commutatif. Ceci est facile et laissé aux lecteurs. C.Q.F.D
On fait la définition suivante :
DEFINITION 2.1.135 — Un objet R de C est dualisant & gauche (resp. a droite) si la transformation naturelle :

ide — Ho—mg (HO_m(i(_J R),R) (resp. ide — Ho—md(Ho—mg (= R),R) )



2.1. PRELIMINAIRES GENERAUX 233

est un isomorphisme de foncteurs. On dit que R est dualisant, s’il est dualisant a gauche et a droite.
On aura besoin des deux lemmes techniques suivants :

LEMME 2.1.136 — Soient A,R et U des objets de C. Le diagramme suivant :
Ho—mg (Ho—md(Aa R): R)

T !

Hom,(Hom,(4,U ® R),U ® R) — Hom (U ® Hom,(4, R),U ® R) —= Hom, (Hom,(4, R), Hom (U,U ® R))

est commutatif.

DEMONSTRATION On montrera que le diagramme ci-dessous :

Hom, (Hom,(4,U ® R),Hom,(A,U ® R) ® A) i Hom, (Hom,(4,U ® R),U ® R)

5 | l

Hom, (U ® Hom,(A, R),Hom,(4,U ® R) ® A) —=— Hom, (U ® Hom,(4, R),U ® R)

]

A—7F Hom, (U ® Hom,(4, R),U ® Hom,(A,R) ® A) (2 Hom, (Hom,(A, R),Hom (U,U ® R))

|
Hom, (Hom,(A, R), Hom,

(U,U @ Hom;(A,R) ® A) (3) Hom, (Hom,(4, R), R)
6 T

/

Hom, (Hom,(4, R),Hom,(A, R) ® A)

%)

est commutatif. La commutation des parallélogrammes (1), (2) et (3) est évidente. Pour montrer la commutation du
triangle :

Hom, (U ® Hom,(4, R),Hom,(A,U ® R) ® A) —= Hom (U ® Hom,(4,R),U ® R)

[

Hom, (U ® Hom,(A, R),U ® Hom,(A4, R) ® A)

il suffit de montrer la commutation de :

Hom,(A,U®R) @ A—""~UQ®R

e

U ® Hom, (4, R) ® A

Ce qui est claire par la définition. La commutation de :

Hom, (Hom,;(A4,U ® R),Hom,(A,U ® R) ® A)

5 l

Hom, (U ® Hom,(A, R),Hom,(A,U ® R) ® A)

|

A—F Hom, (U ® Hom,(4, R),U ® Hom,;(A4, R) ® A)

découle de la proposition 1.1.5 appliqué au morphisme de foncteurs : [U ® Hom;(A, R)] ® — —— [Hom(4,U ® R)| ® — .
La commutation de la partie restante s’obtient par le méme raisonnement,. C.Q.F.D
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LEMME 2.1.137 — Soient A, R et U des objets de C. Le diagramme suivant :

| N

Hom,(U,A®U) Hom (U, Hom, (Hom,(A ® U, R), R))

est commutatif.

DEMONSTRATION Notons « la fléche rendant commutatif le diagramme :

A — Homg(Homd(A7 Homd(Ua R))aHo_nhi(Ua R)) % Ho_mg (Ho_md(A ® U: R): |-|O_m(1(U7 R))

Nlc

Hom, (U, Hom, (Hom,(A ® U, R), R))

avec ¢ I'isomorphisme de la remarque 2.1.132 La fléche a correspond par adjonction & la fléeche d’évaluation :
Hom, (4, Hom,(U, R)) ® A — Hom, (U, R)
donc, par une deuxiéme adjonction, & la composée :
(Hom, (4, Hom, (U, R)) & A) ® U — Hom, (U, R) © U — R
1l vient que la composée b o a correspond par adjonction & la composée :
(Hom, (A ® U, R) ® A) ® U — (Hom,(A, Hom,(U, R)) ® A) ® U — Hom,(U, R) © U —> R
Finalement la composée a = c o b o a correspond par adjonction & la composée :

Hom,;(A®U,R) ® (A®U)

l

(Hom,(AQU,R) ® A) ® U —— (Hom,(A,Hom,(U,R)) ® A) ® U — Hom,(U,R) U —— R

Cette composée est simplement la morphisme d’unité de ’adjonction (— ® (A ® U),Hom (A ® U, —)). On déduit que
a correspond via I'adjonction (— ® U,Hom,(U, —)) au morphisme :

A ® U —— Hom,(Hom,;(4A ® U, R), R)
Ceci prouve le résultat annonceé. C.Q.F.D
Muni des lemmes 2.1.136 et 2.1.137, il est facile de prouver :

PROPOSITION 2.1.138 — Si R est un objet dualisant & gauche (resp. a droite) de C et U un objet inversible,
alors les objets U ® R et R® U sont encore dualisants d gauche (resp. & droite).

DEMONSTRATION On traite uniquement le cas non respé. Le cas respé découle par ®-dualité. On suppose donc que
R est dualisant a gauche. Il s’agit de montrer que les morphismes

~ id¢ — Hom, (Hom,(—, U ® R),U ® R) ,

- id¢ — Hom, (Hom,;(—,R®U),R®U) .
sont des isomorphismes. On traite d’abord le premier morphisme. Par le lemme 2.1.136, on a un diagramme commu-
= Hom, (Hom,(4, R), R)

tatif :
A
| !

Hom, (Hom,(4,U ® R),U ® R) —— Hom, (U ® Hom,(A, R),U ® R) —— Hom, (Hom,(4, R),Hom (U,U ® R))
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Pour tout A € Ob(C). Il suffira donc de prouver que les fléches :
U ® Hom (A, R) — Hom,(A4,U ® R) et R——> Hom (U,U ® R)

sont des isomorphismes. Ceci est le cas pour la premiére fleche par 2.1.131. Pour la seconde, on remarque que c’est la
unité de I’adjonction (U ® —, Hom, (U, —)) et que le foncteur U ® — est une équivalence.

Pour le second morphisme, on utilisera le lemme 2.1.137. 11 suffit en fait de remarquer que R ® U est isomorphe &
Hom,(V, R) ou V est un inverse & U. Il suffira donc de prouver que Hom,(V, R) est dualisant & gauche. Ceci découle
immeédiatement de la commutation du diagramme :

A—— Homg(Homd(Aa Homd(V, R))aHO_mLi(Va R)) — Ho_mg (Ho_m(i(A ® V, R);HO_m(i(Va R))

lN

Hom,(V,A® V) Hom,,(V, Hom (Hom,(A ® V, R), R))

et du fait que l'unité de 'adjonction (®V, Hom,(V, —)) est un 2-isomorphisme. C.Q.F.D
On a ainsi une “action” & gauche et & droite de la “catégorie groupoidale” des objets inversibles de (C, ®,1) sur la
catégorie des objets dualisants & gauche. Lorsqu’on se restreint aux objets dualisants, on obtient alors un “torseur”
sous la “catégorie groupoidale” des objets inversibles :
PROPOSITION 2.1.139 — Soient Ry et Ry deux objets dualisants de C. Les quatre objets :
Homd(Rl,Rg) ; Homg(Rl,Rg) s Homd(Rg,Rl) et Homg(Rg,Rl)

sont des objets inversibles. De plus, les morphismes d’évaluations :

Homd(Rl,Rg) ® R1 —— R2 et Rl ® Homg(R1,R2) —_— RQ

Homd(Rg,Rl) ® Ry —— Ry et Ry ® Homg(R2,R1) — R
sont des isomorphismes.

DEMONSTRATION On sait que les morphismes canoniques :
Ry ——— Hom (Hom,(R;,R;),R;) et Ry —— Hom (Hom,(Rz, R1), R1)
sont des isomorphismes. Considérons l'isomorphisme « rendant commutatif le diagramme suivant :
Ry —— Hom, (Hom,(Rs, R>), R;) —— Hom, (Hom,(R;, R»), Hom,(Hom,(R;, R1), Ry))

: X

Hom, (Hom,(Rz, R;) ® Hom,(Ry, R2), R1)

On obtient un isomorphisme : I —— Hom,(R2, R1) ® Hom,(R1, R2) en prenant la fleche 3 qui rend commutatif
de diagramme :

Hom(a, R1)

Homd(Rl,Rl) Homd(Homg(Homd(RQ,Rl) ® Homd(Rl,Rg),Rl),Rl)

: :

I Hom,(R2, R1) ® Hom;(R1, R»)

Notons que les flaches verticales sont des isomorphismes puisque R; est dualisant & droite. Ceci prouve que Hom,;(R2, R1)
est inversible & gauche et que Hom,(R;, R») est inversible & droite. Etant donné que les objets R; et R jouent des roles
symétriques, on déduit que les objets Hom,(R1, R2) et Hom,(R>, Ry) sont tous les deux inversibles. Par ®-dualité,
on déduit que Hom, (R;, R2) et Hom, (R2, R;) sont également inversibles. La premiére partie de la proposition est
prouvée.
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Pour terminer la preuve de la proposition, il suffit par symétrie et ®-dualité de montrer que le morphisme d’éva-
luation :

(2.26) Homd(Rl, RQ) ® R —— R»

est inversible. Par définition, I'isomorphisme R, ~ Hom (Hom,(R,, Rz), R2) est la composée :

Ry —> Hom, (Hom(R1, R), Homy(R1, R2) ® R1) — Hom, (Hom,(R1, R»), Rs)
La premiére fléche est un isomorphisme puisque Hom, (R, R2) est inversible. Il vient que la seconde fléche est inversible,
ce qui se traduit par le fait que le morphisme d’évaluation (2.26) devient un isomorphisme aprés application du foncteur

Hom, (Hom, (R, R»), —). Mais ce foncteur est une équivalence puisque Hom,(R;, R>) est inversible. La proposition est
prouvée. C.Q.F.D

Homomorphismes internes, modules et projecteurs

Dans ce paragraphe, on étudie la fonctorialité des catégories monoidales fermés & droite.

DEFINITION 2.1.140 — Soient (C,®,Hom) et (C',®',Hom') deuz catégories monoidales fermées a droite. Soit
(f,a) : C——=C" wun foncteur pseudo-monoidal. On définit un morphisme :

fHom(A, B) —— Hom'(f(A), f(B))

naturel en (A, B) € Ob(C)? par la composée :

fHom(A, B) —2~ Hom'(f(A), fHom(A, B) @' f(A)) —>> Hom'(f(A), f(Hom(4, B) ® A)) —> Hom'(f(A), f(B))

DEFINITION 2.1.141 — Soient (C,®,Hom) et (C',®',Hom') deuz catégories monoidales fermées. On suppose
donné un foncteur pseudo-monoidal (f,a) : C ——=C' admettant un adjoint & droite g : C' —C . On définit des
morphismes :

(2.27) Hom(4, g(B')) — gHom'(f(A), B')
naturels en (A, B') € Ob(C) x Ob(C") par la composée :

Hom(4, g(B')) — gfHom(4, g(B')) — gHom'(f(A), fg(B')) — gHom'(f(A), B')

LEMME 2.1.142 — On garde les notations et les hypothéses de la définition 2.1.141. Le morphisme de foncteurs
Hom(A, g(—)) — gHom'(f(A),—) correspond via les adjonctions :

(-®" f(4)of, gHom'(f(4),=)) et (fo(—®A), Hom(4,g(-)))

au morphisme de foncteurs :
a: (—®f(A))of ——fo(-®A)

En particulier, lorsque f est monoidal, le morphisme (2.27) est un isomorphisme.

DEMONSTRATION En effet, le morphisme de la définition 2.1.140, correspond & la face carrée :
Hom(A, —)
C
“ l /
Hom'(f(4), -)

obtenue via les adjonctions (— ® A, Hom(A4, —)) et (— ® f(A) , Hom'(f(A),—)) & partir de la face carrée :

(2.28) f

N0
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- A
C C
(2.29) f[ - | f
C T M)

D’autre part, le morphisme de la définition 2.1.141, n’est autre que la face carrée obtenue a partir de (2.29) via les
adjonctions (f, g) et (f,g). Le résulta découle alors du lemme 1.1.15. C.Q.F.D

La définition suivante généralise 2.1.140 :

DEFINITION 2.1.143 — Soient (C,®,Hom) et (C',®',Hom') deuz catégories monoidales fermées a droite. On
suppose donné un foncteurs pseudo-monoidal (f,a) : C ——=C' et un f-module a droite (I,b)%. On définit des
morphismes :

(2.30) IHom(A, B) — Hom(f(4),1(B))

naturels en (A, B) € Ob(C)? par la composée :

IHom(A, B) —%> Hom'(f(A),Hom(A, B) @' f(A)) —>> Hom'(f(A),(Hom(4, B) ® A)) —“> Hom'(f(A),!(B))

LEMME 2.1.144 — Gardons les hypothéses de la définition précédente. On suppose que le foncteur | admet
un adjoint & gauche k. La transformation naturelle : [Hom(A,—) —— Hom(f(A),I(—)) est ladjoint a droite du
morphisme de projection (voir la proposition 2.1.97) :

ko(-® f(A) —=(—®A)ok
via les adjonctions :

(ko (= ® f(A)),Hom(f(A),I(-))) et  ((—®A)ok,IHom(4,-))

En particulier, lorsque le morphisme structural du projecteur [f, k] est inversible le morphisme (2.30) est un isomor-
phisme.

DEMONSTRATION Le morphisme de la définition est celui obtenu & partir de la face carrée suivante :

-®A

C ¢

l[ . |l

! !

—®" f(4)

Via les adjonctions (— ® A,Hom(A4,—)) et (— ® f(A),Hom(f(A),—)). D’autre part, le morphisme de projection est
obtenu de le méme face carrée via les adjonctions : (k,1). Le résultat découle clairement du lemme 1.1.15.  C.Q.F.D
DEFINITION 2.1.145 — Soient (C,®,Hom) et (C',®',Hom') deuz catégories monoidales fermées a droite. On

suppose donné un foncteur pseudo-monoidal (f,a) : C ——=C' et un f-module a gauche (1,b). Soit k un adjoint a
gauche de l et g un adjoint a droite de f.On définit un morphisme :

Hom(k(A"), B) —— gHom'(4’,1(B))
naturel en (A', B) € Ob(C') x Ob(C) en prenant l’adjoint de la transformation naturelle :

k(f(=) @ &) — — @ k(4")

5Rappelons qu’un f-module & droite est un foncteur [ : ¢ —— ¢’ muni de morphismes I(A) ® f(B) — I(A ® B) naturels en A et B.
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via les adjonctions :

(k(f(-)® A') , gHom'(4',1(=))) et (- ®@k(A), Hom(k(4'),-))

LEMME 2.1.146 — Gardons les notations et hypothéses de la définition 2.1.145. Si les morphismes structurauz
du projecteur [f, k] sont des isomorphismes, alors les morphismes :

Hom(k(A'), B) —— gHom'(A’,1(B))

sont des isomorphismes pour tout A' et B.

2.1.6 Catégories monoidales triangulées

Soit (C,®) une catégorie monoidale. Lorsque la catégorie C est une catégorie additive on aimerait que le foncteur
® soit bi-additif. Ainsi, on fait la définition suivante :

DEFINITION 2.1.147 — 1- Une catégorie monoidale (C,®,0) est une catégorie monoidale additive si la catégorie
C est additif et si le bi-foncteur @ est biadditif i.e. pour tout A € C les foncteurs A ® — et — @ A sont additifs.
Lorsqu’en plus la catégorie monoidale C est symétrique et/ou unitaire, on parlera de catégorie monoidale additive,
symétrique et/ou unitaire.
2- Les foncteurs pseudo-monoidaux (resp. monoidauz) entre catégories monoidales additives sont les foncteurs
pseudo-monoidauz (resp. monoidauz) entre les catégories monoidales sous-jacentes qui sont en plus additifs.

Pour les applications qui suivront, on est surtout intéressé par la notion de catégories monoidales triangulées.

DEFINITION 2.1.148 — Une catégorie monoidale (resp. monoidale symétrique) triangulée est une catégorie
monoidale additive (T,®,0) (resp. (T,®,0,7) ), avec une structure de catégorie triangulée sur T ainsi que des
isomorphismes :

A[+1]® B —2> (A® B)[+1] <=2~ A ® B[+1]

naturels en (A,B) € Ob(T)? et commutant de la maniére évidente avec les isomorphismes d’associativité (resp.
d’associativité et de commutativité). Deux axiomes supplémentaires sont imposés :

1. Pour tout triangle distingué A B C A[+1] et tout objet D de T les deux triangles ci-dessous :
A®D BgD C®D—— (AQ D)[+1]
D®A D®B D®C—— (D®A)[+1]

sont distingués. En d’autres termes, les foncteurs : — ® D et D @ — munis des isomorphismes s, et sq respecti-

vement, sont des foncteurs triangulés.
2. Pour tout A et B de T le carré ci-dessus est commutatif & multiplication par —1 prés :

A[+1] ® B[+1] —— (A[+1] ® B)[+1]

Lo

(A®@ D[+1])[+1] —— (C @ D)[+2]

On dégage facilement la notion de foncteurs pseudo-monoidaux (resp. monoidaux) triangulés :

DEFINITION 2.1.149 — Soient (T,Q) et (T',®') deuz catégories monoidales (resp. monoidales symétriques)
triangulées. Un foncteur pseudo-monoidal (resp. pseudo-monoidal symétrique) triangulé de T dans T' est un foncteur
pseudo-monoidal (resp. pseudo-monoidal symétrigue) entre les catégories additives monoidales sous-jacentes, qui soit
triangulé et compatible avec les isomorphismes s, et sq4.

Supposons donnés des objets unités dans T et T'. Un foncteur pseudo-monoidal triangulé et pseudo-unitaire est
un simplement un foncteur pseudo-monoidal triangulé munie d’une fleche e le rendant également un foncteur pseudo-
monoidale et pseudo-unitaire.

Il est utile de considérer les dérivateurs triangulés monoidaux :

DEFINITION 2.1.150 — 1- Un dérivateur triangulé monoidal (resp. monoidal symétrique) est un dérivateur
triangulé D muni des données supplémentaires suivantes :
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— Pour chaque I € Ob(Dia) d’une structure de catégorie monoidale triangulée (D(I),®r,0),

— Pour chaque foncteur u: A——— B de Dia d’une structure de foncteur monoidal (resp. monoidal symétrique)
sur u*.

2- Un dérivateur triangulé monoidal (resp. monoidal symétrique) unitaire est un dérivateur triangulé monoidal

(resp. momnoidal symétriqgue) muni des données supplémentaires suivantes :

— Pour chaque I € Ob(Dia) d’une structure de catégorie monoidale triangulée (D(I), ®1,0) avec objet unité,

— Pour chaque foncteur u: A——— B de Dia d’une structure de foncteur monoidal (resp. monoidal symétrique)
unitaire sur u*.

Remarque 2.1.151 — Etant donné un dérivateur triangulé monoidal (D, ®) on peut définir un produit extérieur
X de la maniére usuelle suivante. Si I et J sont deux catégories de Dia de projections respectives p; et py sur on
définit un foncteur bi-additif :

X: D(I) x D(J) —=D(I x J)

par la composée suivante :

(psxid)* x(idxpr)* ®rxJ

D(I) x D(J) DI xJ)xD(I x J) —=D(I x J)

On vérifie facilement que si X est un objet de D(e), les foncteurs — X X et X X — définissent des morphismes de
dérivateurs triangulés.

On a la proposition suivante :

PROPOSITION 2.1.152 — Soit (T,®) une catégorie triangulée monoidale. Supposons que la catégorie monoidale
sous-jacente 4 T est fermée a droite. Soit B un objet de T et considérons le foncteur :

Hom(—,B): T ——=7°r

Pour que le foncteur Hom(—, B) soit triangulé il suffit que les deuz hypothéses ci-dessous soient vérifiées :
— La catégorie T admet des petites sommes et un systéme de générateurs compacts,
— Il existe un dérivateur triangulée monoidal (D, ®) de domaine une sous-catégorie Dia de Cat contenant les petites
catégories discreétes, tel que D(e) = T (en tant que catégorie monoidale triangulée).

DEMONSTRATION Remarquons tout de suite que ’hypothése C fermée a droite assure que les foncteurs — ® A com-
mutent aux petites sommes pour tout A € Ob(T).

Soit A’ A A" A[+1] un triangle distingué de 7 = D(e). Les axiomes des catégories monoidales
triangulées impliquent que le 2-triangle de foncteurs de 7 dans T :

(—RA)——=(—®A) —= (-0 A4") ——= (— ® A)[+]]
est distingué. Si on savait montrer que le 2-triangle obtenu par adjonction :
Hom(A4", —) —— Hom(4, —) —— Hom(4’, —) —— Hom(4", —)[+1]

est également distingué la conclusion de la proposition sera vraie. On cherchera ainsi & appliquer la proposition 2.1.66.
Notons que par l’axiome 2 de la définition 2.1.34, le foncteur : D(1) —— HOM(1°?,D(e)) est essentiellement
surjectif. Il existe ainsi un objet E de D(1) dont le squelette est :

Al—A
1l existe alors un morphisme de triangle :

1*E —— 0*E — Cone(E) —— 1*E[+1]

N

A A A" A[+1]

Le foncteur — X E : D(e) —— D(1) vérifie les conditions de la proposition 2.1.66. En effet on a un morphisme
canonique :
Cone(— X E) ~ — ® Cone(E)
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qui fait commuter le diagramme de foncteurs :

1*(- R E) — 0*(— B E) — Cone(— K E) — 1*(— R E)[+1]

l | | |

-Q A -®A - QA ————— — ® A[+1]

fournissant ainsi un isomorphisme de 2-triangles distingués. On peut donc appliquer la proposition 2.1.66 pour conclure.
C.Q.F.D

2.1.7 Des hypothéses sur un 2-foncteur homotopique stable

Soit S un schéma de base. Dans cette section, on regroupe quelques conditions de nature techniques qu’on peut
imposer & un 2-foncteur homotopique stable sur Sch/S (voir la définition 1.4.1). On commence par la condition la plus
simple :

DEFINITION 2.1.153 — Soit A C Q une Z-algébre. Un 2-foncteur homotopique stable H: Sch/S —— IR est
dit A-linéaire si l'une des conditions équivalentes ci-dessus est vérifiée :
— Pour tout S-schéma X, les groupes de morphismes de la catégorie additive H(X) sont naturellement des A-
modules.
— Pour tout S-schéma X, tout objet A de H(X) et tout entier naturel n, la fleche n.ida : A —— A est inversible
des que lélément n € A lest.

Notons que 1’équivalence des deux conditions découle du fait que les sous-anneaux de QQ sont tous de la forme
Z[1/p,p € I] ou I est une partie de ’ensemble des nombres premiers.

On peut également définir la notion de 2-foncteur homotopique stable A-linéaire pour un anneau A quelconque.
Notons toutefois que pour A € Q et A différent d’un produit de corps premiers finis distincts, cette notion n’est pas
une propriété mais une structure supplémentaire.

On continue avec la définition suivante :

DEFINITION 2.1.154 — 1- Un 2-foncteur homotopique stable H : Sch/S —— ¥9% avec petites sommes est
un 2-foncteur homotopique stable H tel que les catégories triangulée H(X) admettent les petites sommes pour tous les
S-schémas quasi-projectifs X .

2- On dit d’un 2-foncteur homotopique stable avec petites sommes H : Sch/S ——= TR qu’il est compactement
engendré si pour tout S-schéma X, la catégorie H(X) est compactement engendrée.

Plus intéressant que la définition précédente :

DEFINITION 2.1.155 — 1- On dit qu’un 2-foncteur homotopique stable avec petites sommes H : Sch/S —— TR
est engendré par la base si pour tout S-schéma quasi-projectif X, on a l’égalité :

L Afary A, f: Y ——= X lisse et A € Ob(H(S))} >= H(X)

o Ty = pix o f désigne la projection sur la base.
2- On dit que H est compactement engendré par la base si les deuzx conditions suivantes sont vérifiées :
— Pour tout S-morphisme f le foncteur f* envoie un objet compact sur un objet compact,
— Il existe un ensemble d’objets compacts A C H(S) tel que pour tout S-schéma quasi-projectif X, on a ’égalité :

LA fary A, f: Y ——= X lisse et A€ A} >=H(X)
ol Ty = pix o f désigne la projection sur la base.

Remarque 2.1.156 — Un 2-foncteur homotopique stable H avec petites sommes et compactement engendré par
la base prend ses valeurs parmi les catégories triangulées compactement engendrée au sens de la définition 2.1.20.
En effet les objets fumy A sont compacts pour A compact puisque fx admet un adjoint & droite commutant aux
petites sommes. D’autre part, la classe d’objets considérée dans la définition 2.1.155 est essentiellement équivalente &
un ensemble puisque c’est le cas pour la classe des morphismes lisses.

LEMME 2.1.157 — Soit H: Sch/S ——= SR wun 2-foncteur homotopique stable avec petites sommes. Les cing
conditions suivantes sont équivalentes :
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Pour tout f : Y —— X les 4 foncteurs f*, f., fi et f' commutent auz petites sommes,
Pour tout f: Y —— X le foncteur f. commute aux petites sommes,
La méme chose que la condition précédente avec f une immersion ouverte,

Pour tout f : Y —— X le foncteur f' commute aux petites sommes,

AR NI R

La méme chose que la condition précédente avec f une immersion fermée.

DEMONSTRATION Notons que les opérations f* et f; commutent aux petites sommes puisqu’ils admettent des adjoints
a gauche. Ainsi, si on démontre que (2) <= (4) on a immédiatement que : (1) équivaut également a (2) et (4).

Notons d’autre part que (2) <= (3) et (4) <= (5) . Pour la premiére équivalence, il suffit de factoriser un S-
morphisme par une immersion ouverte suivie d’un morphisme projectif et d’utiliser le fait que pour f projectif, f, = fi
commute aux petites sommes. Pour la deuxiéme équivalence, il suffit de factoriser un S-morphisme par une immersion
fermée suivie d’un morphisme lisse et de remarquer que lorsque f est lisse, f' = Th(Q;)f* commute également aux
petites sommes.

Pour terminer, il suffit de montrer ’équivalence : (3) <= (5) . Elle découle facilement du 2-triangle distingué de

localité (voir la proposition 1.4.9). C.Q.F.D

DEFINITION 2.1.158 — Gardons les hypothéses du lemme précédent. Si les cing conditions équivalentes sont
satisfaites, on dit H est parfait pour les petites sommes.

LEMME 2.1.159 — Soit H un 2-foncteur homotopique stable avec petites sommes et compactement engendré par
la base. Alors H est parfait pour les petites sommes.

DEMONSTRATION En effet, soit 7 une immersion ouverte. Le foncteur j* envoie objet compact sur objet compact. Il
vient que sont adjoint & droite j, commute aux petites sommes puisque la catégorie H(Source (j)) est compactement
engendrée. C.Q.F.D

On termine les définitions avec les deux notions de séparé et semi-séparé :

DEFINITION 2.1.160 — Soit H: Sch/S ——= 9% un 2-foncteur homotopique stable.
1- On dit que H est séparé si pour tout S-morphisme f: Y —— X surjectif le foncteur f* est conservatif.

2- On dit H est semi-séparé si pour tout S-morphisme e : X' —> X fini surjectif et totalement inséparable le
foncteur e* est conservatif.

Remarque 2.1.161 — Soit X un S-schéma et ¢ : X,eq — X ’immersion fermée de son sous-schéma réduit.
L’axiome de localité appliqué a I’immersion ¢ de complémentaire 1’ouvert (), montre que le foncteur ¢* est conservatif.
En écrivant le triangle de localite, on trouve méme que i* est une équivalence. En particulier, lorsque S est un schéma
d’égal caractéristique nulle, H est automatiquement semi-séparé. En effet, les morphismes finis surjectifs et totalement
inséparables entre schémas d’égale caractéristique nulle deviennent des isomorphismes aprés passage aux schémas
réduits.

La proposition suivante donne un critére simple pour qu’un 2-foncteur homotopique stable soit séparé :

PROPOSITION 2.1.162 — Soit H: Sch/S ——= IR un 2-foncteur homotopique stable sur une base noethérienne

S. Supposons que les foncteurs f* sont conservatifs pour les S-morphismes f: X' —— X tels que :

— X et X' des schémas intégres et [ fini surjectif,

- f admet une factorisation : f = eo fo avec fo un revétement étale et e fini surjectif et totalement inséparable.
Alors H est séparé.

DEMONSTRATION En effet, soit h : Y ——= X un morphisme surjectif et montrons que h* est conservatif en ad-
mettant 'hypothése de I’énoncé. On raisonne par récurrence noethérienne sur X. Si U est un ouvert de X et Z le
complémentaire, on forme le diagramme commutatif & carrés cartésiens :

J i
vt

!

N

-
~

J
—>X<z—

N
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Si U est non vide, par la récurrence noethérienne, [* est conservatif. En utilisant ’axiome de localité, on voit que 1’on
peut remplacer X par n’importe quel ouvert non vide. En particulier on peut supposer X intégre. Quitte & prendre le
normalisé du produit fibré par une extension totalement inséparable e : Xy ——= X on peut supposer que le lieu de
lissité de la fibre générique de f est non vide. Il existe alors une section localement pour la topologie étale. Les détails
sont laissés aux lecteurs. C.Q.F.D

PROPOSITION 2.1.163 — Soit H un 2-foncteur homotopique stable semi-séparé. Soit e : X' ——= X un S-
morphisme fini surjectif et totalement inséparable. Le foncteur e* est une équivalence de catégories.

DEMONSTRATION En effet, formons le carré cartésien :

pr2
X' xx X' —— X'

X ——=X

Comme e est totalement inséparable, les morphismes pr; induisent des isomorphismes :
(Pri)red = (X' xx X")rea — (X")rea
Pour montrer que e* est une équivalence de catégories, on montrera que les morphismes d’adjonctions :
1——e.e* et e*e, —=1

sont inversibles.
Pour le morphisme d’unité, on utilise que le foncteur e* est conservatif par semi-séparabilité. Il suffit donc de
montrer que le morphisme :
e* — e*(e.e¥)
est un 2-isomorphisme. Mais par le théoréme de changement de base appliqué au morphisme fini e, on a les isomor-
phismes canoniques :

(2.31) e*ere” ~ priuprie’ ~ priprie’
De plus modulo cette identification, le morphisme (2.31) est simplement le morphisme d’unité de (pri,pris) :
e* — (pripri.)e*

Ce morphisme est un isomorphisme puisque pri est une équivalence étant donné que (pri)req €st un isomorphisme de
schémas.
Pour le morphisme de counité, on remarque que lorsqu’on applique le 1-morphisme e, & e*e, ——=1 on obtient

un 2-isomorphisme. En effet le 2-morphisme (provenant de la counité de 'adjonction) e.e*e, — €« est un inverse
& droite du 2-morphisme (provenant de 'unité de ’adjonction) : €x —— e e*e, . Ce dernier est inversible puisqu’on
a montré que 'unité est inversible. Il suffira donc de prouver que le foncteur e, est lui aussi conservatif. Sachant que
e* est conservatif, il suffit de prouver que la composée e*e, est conservative. Mais par I'isomorphisme de changement

de base e*e, ~ pri.pr3. Le résultat découle alors du fait que pr} et pr;. sont des équivalences inverses I'une de I’autre,
puisque (pr;)red est un isomorphisme de schémas. C.Q.F.D

COROLLAIRE 2.1.164 — On suppose que H est semi-séparé. Soit e : X' — X un pseudo-revétement étale
i.e. un revétement étale r suivit d’un morphisme fini surjectif et totalement inséparable eg. Les foncteurs €' et e* sont
naturellement isomorphes.

DEMONSTRATION On sait que 7' = r* étant donné que le faisceau 2, est nul. Il suffit de montrer que e}, = ej. Par la
proposition 2.1.163, on sait que eg, = eg est une équivalence. Il est bien connu que les adjoints & gauche et & droite
d’une équivalence sont isomorphe entre eux. Il vient que ’adjoint & gauche ef; de eg. est isomorphe & I’adjoint & droite
eh de eqr. C.Q.F.D

L’hypothése de séparabilité sera souvent utilisée via le lemme :

LEMME 2.1.165 — 1- Soit H : Sch/S ——= TR un 2-foncteur homotopique stable Z(y)-linéaire et séparé.

Soit e : X' ——= X un pseudo-revétement étale de S-schémas de partie étale v de degré divisant n. En utilisant le
corollaire 2.1.164, on définit un 2-morphisme par la composée :

~

1
1 eqe” ee’ 1
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Ce 2-morphisme est inversible.
2- Pour simplifier, on supposera que les catégories H(—) sont pseudo-abéliennes. On garde les hypothése du 1-.
Supposons en plus que la partie étale r est galoisienne de groupe G. Le groupe G agit alors sur les 1-morphismes e.e*

et ere’ et le projecteur :
1
p= @ Z g
9€G
définit des facteurs directes F, C e.e* et F} C eie'. Les 2-morphismes évidents :
1——F, et F—1

sont inversibles.

DEMONSTRATION 1- Il suffit de prouver que cette transformation naturelle est inversible aprés application du foncteur
g* =g' avec g: Y —— X une pseudo-revétement étale pseudo-galoisien qui domine 7 :

(2.32) g* grese* <——g*ee! —g*

Considérons le carré cartésien :

Y’L)X'

Y—=X

Le morphisme Y'/Y est alors la somme disjointe de d morphismes finis surjectifs totalement inséparables (ou d est
le degré de la partie étale r de e). Ces morphismes finis surjectifs et totalement inséparables induisent méme un
isomorphisme apreés passage aux schémas réduits.

11 est facile de voir que la composée de (2.32) est égale 4 :
(2.33) g' —ee"g eyt —=g"
On se raméne ainsi & traiter le cas ol r est un revétement trivial (i.e. somme de d copies) et eg = id. Il est facile de
voir que dans ce cas, la composée est simplement la multiplication par le degré d.

2- Le méme raisonnement qu’on vient d’utiliser, nous raméne & prouver la conclusion pour e la projection de
[Is X —— X avec l’action évidente de G. C’est 1a un exercice facile. C.Q.F.D

2.1.8 Résolution des singularités

On termine nos préliminaires par un petit paragraphe concernant les questions de résolutions des singularités.

DEFINITION 2.1.166 — Soit S un schéma noethérien. On dit que S admet la résolution des singularités par
éclatements, si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1. Pour tout S-schéma quasi-projectif X, il existe un éclatement m : X' —— X avec X' un schéma régulier,

2. Pour tout S-schéma régulier Y et tout sous-schéma Z C Y, il existe un éclatement e : Y' ——=Y de centre
inclus dans le lieu de non régularité de Z tel que :
- Y’ est encore régulier,
— Le diviseur exceptionnel E de e est un diviseur d croisements normauz,
— Le transformé pur Z' de Z est régulier, et coupe transversalement E.

Remarque 2.1.167 — Lorsque le schéma S est lui méme régulier, la premiére condition est conséquence de la
seconde puisqu’un schéma quasi-projectif est un sous-schéma de P%.

Remarque 2.1.168 — La résolution des singularité est connue pour les bases S qui sont des schémas essentiellement

de type fini sur un corps k de caractéristique zéro. C’est 13, un théoréme profond de la géométrie algébrique da
4 Hironaka. La résolution des singularités est conjecturée sur des bases plus générales comme les corps finis et les
anneaux de valuation discréte d’inégale caractéristique.

Remarque 2.1.169 — On fera attention, qu’un corps k admettant la résolution des singularités, n’est pas forcément
parfait.
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La résolution des singularités par éclatements étant toujours ouverte en caractéristique positive, des techniques
ont été développées pour la remplacer dans les applications. La technique de résolution des singularités par altération
4 la de Jong est stirement la plus connue. Elle permet souvent de contourner la résolution des singularités au pris de
quelques hypothéses supplémentaires parmi ceux introduits dans le paragraphe précédent.

DEFINITION 2.1.170 — Soit X un schéma noethérien. Une altération est un morphisme projectife : X' ——= X
tel qu’il existe un ouwvert Zariski dense U de X au dessus duquel e est fini.
Deuz sortes d’altérations apparaissent dans les résultats de De Jong :
— Une altération est dite génériquement étale si Uouvert U peut étre choisi de sorte que ejo-1(y) : e Y(U)—U
soit étale.
— Une altération est dite génériquement pseudo-galoisienne, si l'ouwvert U peut étre choisit de sorte que ej-1(y) :

e 1 ({U) ——=U soit la composé d’un revétement étale galoisien suivit d’une extension totalement inséparable.

Voici les résultats de désingularisation de De Jong qu’on aura 3 utiliser par la suite :

THEOREME 2.1.171 — 1- Soit X un schéma de type fini sur un corps ou un anneau de valuation discréte. Il existe
une altération génériquement étale e : X' ——= X avec X' régulier. Il existe également une altération génériquement

pseudo-galoisienne €' : X! ——= X avec X" régulier.
2- Soit X un schéma régulier de type fini sur un corps ou un anneau de valuation. Soit Y C X un sous-schéma de
X. Il existe une altération génériquement étalee : X' — X tel que e~ (Y) soit un diviseur a croisements normauz.

1l existe également une altération génériquement pseudo-galoisienne ¢’ : X" —— X avec la méme propriété.

DEFINITION 2.1.172 — Soit S un schéma noethérien. On dit que S admet la résolution des singularités par
altération lorsque :
— Tout S-schéma quasi-projectif X vérifie la conclusion de la premiére partie du théoréme 2.1.171,
— Tout S-schéma quasi-projectif et régulier X vérifie la conclusion de la seconde partie du théoréme 2.1.171

2.2 Engendrement de sous-catégories et de t-structures dans un 2-foncteur
homotopique stable.

Soit S un schéma noethérien admettant une famille ample de fibrés en droites. On note (Sch/S) la catégorie des
S-schémas quasi-projectifs (i.e. de type fini et admettant une immersion dans P(.#) avec .# un &s-module localement

libre de rang fini). On se donne un 2-foncteur homotopique stable H : (Sch/S) ——= 9 au sens de la définition
1.4.1.

Dans cette section, on définit des sous-catégories C(—) C H(—) par engendrement et on étudie la question de la
stabilité de C par les quatre opérations. Ensuite, on définit (sous certaines conditions) des t-structures sur les catégories
H(—) et on considére la question de la t-exactitude des opérations.

2.2.1 Définitions des sous-catégories engendrées et propriétés élémentaires de stabilité

Soit A un objet de H(S). Pour tout S-schéma f: X —— S, on pose :
Ax = f*A € Ob(H(X))

Ainsi pour tout morphisme g : Y ——= X de S-schémas, les 2-morphismes de connexions de H* fournissent un
isomorphisme dans H(Y) :
Ay ——g*Ax

Ceci justifie I’abus de notation quelquefois utilisé : A = Ax.

DEFINITION 2.2.1 — Supposons donnée une classe d’objets A C Ob(H(S)). Pour tout S-schéma X, on notera
A(X) C Ob(H(X)) la classe formée des objets gp Ay avec A€ A et g: U ——= X wun S-morphisme lisse.

Remarque 2.2.2 — Lorsque A est un ensemble (et pas seulement une classe) d’objets, il existe un ensemble
d’objets A(X)' contenu dans A(X) et essentiellement équivalent & A(X) i.e. tel que tout objet de A(X) soit isomorphe
a un objet de A(X)'. En effet pour construire un tel A(X)' on choisit un ensemble L de S-morphismes lisses de but
X représentant les classes d’isomorphismes des S-morphismes lisses de but X. Un tel ensemble L existe puisque les
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S-morphismes lisses de but X sont des morphismes de type fini donc paramétrés par un ensemble. Une fois I’ensemble
L choisi, on prend pour A(X)' Pensemble des objets de la forme fz A avec f dans L et A dans A.

Dans la suite, une classe d’objets A C Ob(H(.S)) sera fixée.

DEFINITION 2.2.3 — Soit X un S-schéma quasi-projectif :

1- Avec les notations de la définition 2.1.6, on pose : HY (X), =< A(X) >57°C H(X) avec ? € {0,—,+}.
Les objets de H, ““(X) seront appelés les objets strictement constructibles (ou A-strictement constructibles lorsque le
contezte permet une confusion). De méme, les objets de Hy “(X)_ (resp. H} “(X)4) sont appelés négativement (resp.
positivement) strictement constructibles.

2- Avec les notations de la définition 2.1.10, on note H{(X)? = < A(X) >§'C H(X) avec ? € {0, —, +}. Les objets
de HE(X) seront appelés les objets constructibles (ou A-constructibles lorsque le contexte permet une confusion). De
méme, les objets de H{(X)_ (resp. HY(X)+) sont appelés négativement (resp. positivement) constructibles.

Dans la suite, on utilisera sans le préciser les lemmes 2.1.7 et 2.1.11. De méme, le résultat facile suivant permettra
de déduire des propriétés sur les objets constructibles de leurs analogues sur les positivement constructibles :

LEMME 2.2.4 — Soit f: T ——=T" un foncteur triangulé entre deuz catégories triangulées. Soit A C Ob(T) et
A" C Ob(T") deux classes d’objets. Considérons les assertions suivantes :

1. f(R AN Cc< A >,
2. f( A>) c< A >,
3. f( A>* ) C< A >3t
4. f( A>) c< Al >et,

On a les implications suivantes :

DEMONSTRATION L’implication (3) == (4) découle de A C f 1(< A’ > <) C f1(< A’ >) et du fait que la
sous-catégorie triangulée < A’ > est stable par facteurs directs. Les autres implications se démontrent de maniére
analogue. C.Q.F.D

Stabilité par fu et f*

On commence notre liste des propriétés élémentaires par le résultat facile suivant :

PROPOSITION 2.2.5 — Soient f: Y —— X wun morphisme de S-schémas quasi-projectifs et 7 € {0, +,—} :
1. Le 1-morphisme f* : H(X) ——=H(Y) envoie la sous-catégorie Hi_(X): (resp. H{(X)2) dans HY (V)
(resp. HY(Y)z),
2. Si f est lisse, le 1-morphisme fy : H(Y) ——=H(X) envoie la sous-catégorie H_ (V) (resp. HS(Y)7) dans
HY “(X)2 (resp. HE(X)2).
DEMONSTRATION Le second point découle facilement de l'inclusion (& isomorphisme prés) fxA(Y) C A(X). Pour

montrer le premier point, on vérifie qu'on a également f*A(X) C A(Y) a isomorphisme prés.
Soit A€ Aet g: U ——= X un S-morphisme lisse. Formons le carré cartésien :

v—2lovu
o
yL.x

Le 2-morphisme d’échange Ex% : 9 f"™ —— f*g4# est un 2-isomorphisme. On déduit que Iobjet f*(gxAy) est
# # # #
isomorphe & g, f"* Ay et donc a gl Ay € A(Y). C.Q.F.D
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On en déduit le corollaire :

COROLLAIRE 2.2.6 — Soient X un S-schéma quasi-projectif et A un objet de H(X). Soit (Ug)k=1,..r un
recouwvrement Zariski de X, et notons j limmersion de Uy dans X. Il y a équivalence entre les deuz assertions
suivantes :

— L'objet A est dans H (X )+ (resp.HF(X)4, H (X)), HE(X)),
— Pour tout k € {1,...,r}, Uobjet jxA est dans Hi “(Ux)1 (respHE (Ug)+, H (Ur), HE(UR)).

DEMONSTRATION La premiére assertion implique la seconde par la proposition 2.2.5. On s’intéresse donc & 'implication
réciproque.

On suppose que ji A est dans HY ®(Uy)y (resp-HS(Up)+, HY < (Uk), HS(Uk)) pour tout k. Si I est une partie
non vide de {1,...,r}, on notera Ur I'intersection des Uy, pour k € I et jr U'inclusion de Uy dans X. Toujours par la
proposition 2.2.5, Pobjet jj A est dans Hy “(Ur)4 (resp.HE(Ur)+, Hy “(Ur), HE(Ur)) car pour I non vide et k € I,
on a un isomorphisme j; A =~ j7 , (jz A) avec jrx, V'inclusion de Ur dans Uy.

Raisonnons par récurrence sur r. Lorsque » = 1 il y a rien & démontrer. Si r» = 2, on utilise le triangle de Mayer-
Vietoris :

JrapfiaA ——= 1 J1 A @ Jopjs A —— A —— Jrapji Al+]]

Le résultat découle alors de la proposition 2.2.5 et le fait que la catégorie Hy (X)) (resp.HG(X)+, H (X)), HE (X))
est suspendue.

Enfin si r > 3, on se raméne au cas r — 1 en considérant le recouvrement (Vj)g=1,... —1 donné par Vj, = Uy pour
k<r—2etV,_1 =U,_1UU,. Pour vérifier que ce recouvrement posséde encore la propriété de ’énoncé, on applique
le cas 7 = 2 au recouvrement de V,_1 par U,_; et U,. C.Q.F.D

Remarque 2.2.7 — Le corollaire 2.2.6 est faux en général pour les sous-catégories Hy “*(—)_. En effet, argu-
ment utilisant le triangle de Mayer-Vietoris, ne s’applique plus puisque ces sous-catégories sont cosuspendues et non
suspendues.

Stabilité par i, avec ¢ une immersion

Dans ce paragraphe, on établit le résultat suivant :

PROPOSITION 2.2.8 — Soiti: Z——=Y wune immersion localement fermée de S-schémas quasi-projectifs. Le
1-morphisme i, envoie la sous-catégorie Hy “(Z)4 (resp.HS(Z)4, HY “(Z), HY(Z)) dans HY “(Y)+ (resp.HS(Y) 4,
HY “(Y), HR(Y)).

Dans la suite on considérera uniquement le cas non respé. On fera attention que les S-schémas Z et Y ne sont
pas supposés réduits. La preuve de la proposition 2.2.8 repose sur les quatre lemmes 2.2.9, 2.2.10, 2.2.11 et 2.2.13. Le
premier de ces lemmes, traite un cas particulier :

LEMME 2.2.9 — Soit A un objet de A. Pour toute immersioni: 7 ——=Y de S-schémas quasi-projectifs, l’objet
WAz de H(Y) est dans HY “*(Y)4.

DEMONSTRATION On peut écrire i = bo i’ avec b une immersion ouverte et ¢’ une immersion fermée :

7oy, ey

On en déduit que 41 ~ byi! ~ byi’. Etant donné que le 1-morphisme by envoie Hy ®(Yy)+ dans HY (Y4, il suffira
de prouver que l'objet i, Az est positivement strictement constructible. Pour cela, on utilise le triangle de localité :

43" Avy ——> Ay, ——> iLi"* Ay, ——> j4" Avy [+1]

ou j' est 'immersion ouverte complémentaire & ¢'. Le lemme découle alors du fait que Ay, et jxj* Ay, sont positivement
strictement constructibles. C.Q.F.D

Le lecteur attentif a stirement remarqué que la proposition 2.2.8 découle immédiatement de son cas particulier : 4
une immersion fermée. En effet, il suffit de considérer la factorisation i = b o4’ introduite dans la preuve du lemme
précédent. Ceci dit, il est plus pratique de considérer ’énoncé 2.2.8 avec des immersions générales plutot qu’avec des
immersions fermées en vue du lemme suivant :
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LEMME 2.2.10 — Soienti: Z——=7Y wune immersion de S-schémas quasi-projectifs et E un objet de H(Z).
Soit v : V C Z une immersion ouverte et t : T C Z le fermé complémentaire. Supposons que les objets (i o v)v*E et
(i o t)t*E sont dans HY (V). Alors il en est de méme de lobjet i\E.

DEMONSTRATION Remarquons d’abord que (i o v); =~ ¢yvg et (i ot); =~ iy o t,. En appliquant ¢, au triangle distingué
de localité :
VpV*'E —— F —— i *E ——

on voit que i1 F est une extension de (i o v)1w*E par (i o t)it*E. C.Q.F.D
Le troisiéme lemme qu’on admettra provisoirement est un ingrédient géométrique :

LEMME 2.2.11 — Soienti: Z ——=Y wune immersion (avec Z non vide) et g: X —— Z wun morphisme lisse.
Tout point générique n de Z admet un voisinage ouvert V suffisamment petit tel que les données suivantes existent :
— Une famille finie de morphismes lisses hy, : R, ——=Y ,

— Des immersions ouvertes Ry xy V ——= X xzV de V-schémas formant un recouvrement de X Xz V pour la
topologie de Zariski.

Remarque 2.2.12 — Soient i : Z ——Y une immersion et g : X —— 7 un Z-schéma lisse. On dit que g
provient d’un Y-schéma lisse, s’il existe un Y-schéma lisse h: R ——=7Y est un isomorphisme R xy Z ~ X. Ainsi le
lemme ci-dessus dit simplement que pour tout Z-schéma lisse X et tout point générique n de Z, il existe un voisinage
V de n dans Z et un recouvrement Zariski de X}y = X xz V par des V-schémas lisses qui proviennent de Y-schémas
lisses (cette fois ci par produit fibré suivant I'immersion de V).

Le dernier lemme est d’un intérét indépendant du probléme considéré :

LEMME 2.2.13 — Soit (X)g=1,...r un recouvrement Zariski d’un S-schéma quasi-projectif X. Pour I C {1,...,7}
non vide, on note j; limmersion ouverte de Nkecr Xy dans X. Tout objet E de H(X) appartient & la sous-catégorie
suspendue :

<{jrxiiB; I C{1,...,7} non vide} >

DEMONSTRATION On raisonne par récurrence sur ’entier r. Lorsque » = 1, il n’y a rien & prouver.

Supposons que r > 2. On définit un recouvrement & r — 1 ouverts (X} )p=1,..r—1 par : X, = X; pour k €
{1,...,r—=2}et X, _; =X, 1UX,. Pour K C {1,...,r — 1} non vide on note jj I'immersion de I'ouvert Uycx X}.
L’hypothése de récurrence nous dit que ’objet E est dans la sous-catégorie :

< {jx4j%E; K C{1,...,r — 1} non vide} >3
Pour prouver ce que l'on cherche, il suffit de montrer que les objets j}(# JRE sont dans :
< {jr#iiE; I C {1,...,7} non vide} >%

On distinguera deux cas : selon que K contient ou pas r — 1. Lorsque la partie K ne contient par r — 1, 'immersion
Jr est simplement jx. L’assertion est donc claire pour 'objet j}{# JRE. Lorsque K contient r — 1, 'immersion j est
l'union des immersions jx et jxr avec K' = (K — {r —1})U{r} C {1,...,7}. Ainsi si L = K U{r}, on a un triangle
de Mayer-Vietoris :

Jr#it B —— jr#i%kE ® jrrpjic E JrRE
D’on I’assertion dans le second cas. C.Q.F.D

On utilisera le lemme 2.2.13 sous la forme du corollaire :

COROLLAIRE 2.2.14 — Soienti: Z ——=Y une immersion, g: X — 7 un Z-schéma lisse et A un objet
de A.
Soit (Xi)k=1,...,r un recovvrement Zariski de X. Pour I C {1,...,r} non vide, on note jr limmersion ouverte de

Nker Xy, dans X. Supposons que i.(go jr)zA est dans HY “(Y); pour toutes les parties non vides I de {1,...,r}.
Alors i.guAx est également dans HY (V).

Muni des quatre lemmes ci-dessus, il est facile de prouver la proposition 2.2.8. Supposons le S-schéma Y fixé, et
raisonnons par récurrence noethérienne sur sur ’adhérence de Z. Lorsque Z est vide il n’y a rien & démontrer. Sinon,
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on choisit un objet gy Ax de A(Y) avec g : X ——= Z lisse et A € A et on essaye de montrer que i1gzAx est
positivement strictement constructible.

Soit v : V —— Z une immersion ouverte vérifiant la propriété du lemme 2.2.11 (relativement au Z-schéma lisse
9)- Notons ¢ : T' C Z le fermé complémentaire & V. On sait par le lemme 2.2.10 qu’il suffit de montrer que les objets
(voi)w*gupAx et (toi)it*gxAx sont positivement strictement constructibles. C’est le cas pour le second objet par
récurrence noethérienne et le fait que t*gx Ax est dans H}, (7). Il suffit donc de montrer que 'objet (voi)w*gzAx
est dans HY “(Y) 4.

Par un argument de changement de base appliqué au carré cartésien :

XxzV——sX

g’ l lg

V———Z
On voit que v*gpAx ~ g;#A X x,Vv- Ceci nous raméne & supposer Z = V. En d’autres termes, on peut supposer qu’il
existe un recouvrement Zariski (Xy),=1.. .~ de X par des ouverts X qui proviennent de Y-schémas lisses. Remarquons
que la propriété de provenir d’un Y-schéma lisse est stable par passage & un ouvert Zariski. Il vient que pour I C
{1,...,7} non vide, le Z-schéma lisse X; = Nges Xy provient également d’un Y-schéma lisse. Ainsi par 2.2.14 on

se rameéne & montrer que i.gxAx est positivement strictement constructible pour des Z-schémas X provenant d’un
Y-schéma lisse R. En d’autres termes, il existe un carré cartésien :

9 h
i
avec h lisse. Dans cette situation on dispose d’un 2-isomorphisme d’échange :
Exy . hyi —  shigs

Il vient que i1gxAx est isomorphe & hyijAx. Par le lemme 2.2.9, on sait que ijAx est dans H “(R)4. De plus le
foncteur hy envoie Hy “(R)4+ dans Hy (V). Ceci montre que i.gxAx est dans Hy (V). La proposition 2.2.8 est
prouvée.

Comme application au résultat démontré, notons le corollaire suivant :
COROLLAIRE 2.2.15 — Soit X un S-schéma et A un fibré vectoriel sur X. Alors l’équivalence de Thom :
Th(A) : H(X) ——= H(X)

envoie la sous-catégorie H (X )4 (resp.HF (X)4, HY (X)), HF(X)) dans elle méme.

DEMONSTRATION En effet Th(A#) = pxs. ou p est la projection de V(A") et s la section nulle. C.Q.F.D

On termine le paragraphe par une preuve du lemme 2.2.11. Soit 7 un point générique de Z et Y, le localisé¢ pour
la topologie de Zariski du schéma Y au point 7. L’existence de 'ouvert V' vérifiant ’hypothése de 2.2.11 découle via
des arguments standards du lemme ci-dessus appliqué & S =Y,y et s =n:

LEMME 2.2.16 — Soit S un schéma local de point fermé s. On suppose donné un s-schéma lisse E. Il existe alors
un recouvrement ouvert Ey, de E et des S-schémas lisses Fy, tel que (Fy)s ~ Ej.

DEMONSTRATION 11 suffit de démontrer que pour tout point fermé z de F, il existe un voisinage V de x dans F qui
provient d’un S-schéma lisse. Pour cela, on choisit d’abord Vp C E un voisinage affine de z tel que I’idéal de définition
du fermé z dans I'(Vg, O, ) soit engendré par une suite réguliére aq, ..., a, (ceci est possible puisque E est lisse sur s).
Soit alors eg : Vo —— A? = Spec(k(s)[T1,--.,Tn]) le morphisme de s-schémas défini sur les anneaux de fonctions
par ’association : T; ~~ a;. Ce morphisme est étale au voisinage de xz € Vj. 1l existe alors un voisinage ouvert V C V;
de z tel le morphisme e : ¥ —— AT obtenue en restreignant ey & V soit isomorphe & celui induit par le morphisme
de k(s)-algebres :

kST, - .., T — (K()[Th, - ., T)[T)/ P)a.rr.)
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avec P et @) des polyndmes en (T, T1,...,T,), P' la dérivée de P par rapport a la variable T et a le coefficient dominant
de P = P(T) (i-e. de P vue comme un polynéme en T').

Choisissons alors des relévements P et () de P et @ tel que les polyndomes P(T) et P(T) considérés comme des
polynémes de la variable T soient de méme degré. On notera a le coefficient dominant de P = P(T). On prend alors
pour relévement de V' le S-schéma lisse Spec((€s[T1, . . ., T,][T]/P) (@.P.Q))- C.Q.F.D

2.2.2 La constructibilité des quatre opérations

Dans cette sous-section on considére uniquement les sous-catégories triangulées H5 “*(—) et H{(—). Le but est de
trouver des conditions suffisantes simples qui garantissent la A-constructibilité des quatre opérations i.e. que les quatre
opérations transforment les objets constructibles en des objets constructibles. Notons qu’a ce stade, on a établit la
constructibilité de f*, fx (avec f lisse) et de 4. (avec ¢ une immersion fermée).

Constructibilité de f

Pour avoir la constructibilité des quatre opérations, il faudrait au moins la constructibilité des équivalences de
Thom Th(—) ainsi que leurs inverses Th™!(—). Dans la sous-section précédente, on a vu que les équivalences de Thom
Th(4') étaient constructibles pour un &x-module localement libre de rang fini. Par contre, il est faux en général que
I’équivalence Th™'(#") conserve la sous-catégorie H5 “(X) (ou H{(X)).

Ainsi pour aller plus loin, il faut imposer des conditions sur ’ensemble A. Une condition qui résoud au moins le
probléme des 1-morphismes Th™!(—) est de supposer que A est stable par twist de Tate négatif :

DEFINITION 2.2.17 — On dit que la classe A C H(S) est stable par twist de Tate négatifs si pour tout A € A
il existe un objet B € A qui soit isomorphe 4 A(—1). On dira que A est quasi-stable par twist de Tate si pour tout
A € A l'objet A(—1) est strictement constructible®.

Remarque 2.2.18 — Si A C H(S) est une classe quelconque, on peut la rendre stable par twist de Tate en prenant
la classe A’ formée des objets de la forme A(—n) avec A € A et n € N (ou méme dans Z). Il est facile de montrer
qu’on l'égalité HY,® = H5 () si et seulement si A est quasi-stable par twist de Tate.

LEMME 2.2.19 — Supposons que A est quasi-stable par twist de Tate négatifs. Alors sous les hypothéses du
corollaire 2.2.15, l’équivalence de Thom :

Th™'(A) : H(X) — H(X)

envoie la sous-catégorie H < (X) (resp. H{(X)) dans elle-méme.

DEMONSTRATION On se raméne facilement & 4 libre de rang n en utilisant le corollaire 2.2.6. Mais dans ce cas,
Th™'(#) ~ (=n)[—2n]. Le résultat découle alors immédiatement de la stabilité de H (X)) et H{(X) par twist de
Tate et du fait que les catégories HY (X)) et H{(X) sont cosuspendues. C.Q.F.D

Le résultat important ci-dessous est un corollaire de 2.2.5, 2.2.8 et 2.2.19 :

COROLLAIRE 2.2.20 — Supposons que A est quasi-stable par twist de Tate négatifs. Soit f : Y ——= X un
morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Le 1-morphisme :

fr: HY) —H(X)

envoie H (V) (resp. HE(Y)) dans HiZH(X) (resp. HE(X)).

DEMONSTRATION En effet choisissons une factorisation :

Yy ——>u

N

X

avec g lisse et ¢ une immersion fermée. Il suffit alors de montrer la conclusion du corollaire pour ; et pour g. Mais
i =i. et g1 = gxTh 1(Q,). C.Q.F.D

611 est pas utile de préciser le signe du twist dans ce cas puisque la quasi-stabilité par twist de Tate positif est automatique par le
corollaire 2.2.15.
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COROLLAIRE 2.2.21 — Gardons les hypothéses et notations du corollaire 2.2.20. Supposons en plus que f est
projectif. Alors le 1-morphisme :
fi: HY) —— H(X)

envoie H, “(Y) (resp. HY(Y)) dans H3 (X) (resp. HF(X)).
DEMONSTRATION En effet pour f projectif, on a un 2-isomorphisme fi ~ f,. C.Q.F.D

Dans le reste de cette section on tentera de se débarrasser de 'hypothése “ f projective” dans I’énoncé du corollaire
précédent.

Classes génératrices des sous-catégories H} “*(—) et H{(-)

Dans cette sous-section on introduit certaines classes d’objets de H(X) engendrant la sous-catégorie triangulée
HS (X)) et/ou HY “*(X). La premiére de ces classes est :

DEFINITION 2.2.22 — Soit X un S-schéma quasi-projectif. On appelle Ay proj(X) la classe d’objets de H(X)
formée de ceux qui sont de la forme g.Ax:(n) avec g : X' —= X wun S-morphisme projectif et n € N un entier
naturel.

On a le résultat suivant :

LEMME 2.2.23 — On suppose que A est quasi-stable par twist de Tate négatifs. Soit X un S-schéma quasi-
projectif. La sous-catégorie H “(X) (resp. HY(X)) est la plus petite sous-catégorie triangulée (resp. triangulée et
stable par facteurs directs) de H(X) contenant la classe d’objets Ay proj. En d’autres termes on o les égalités :

HS (X)) =< As proj (X) >°7¢ et HR(X) =< Ay proj(X) >

DEMONSTRATION Par 2.2.4, appliqué au foncteur identité, on voit qu’il suffit de traiter le cas non respé. On sait par
le corollaire 2.2.21 que les objets de la forme : g, A(n) avec g : X' —— X un S-morphisme projectif, n € Net A € A
sont dans H{ *'(X).

Il s’agit donc de montrer qu'un objet de la forme hyBy avec h : U —— X un S-morphisme lisse et B € A,
est dans la sous-catégorie < As proj(X) >°"¢. Supposons donné un recouvrement Zariski (Ug)g=1,..., de U. Pour
I c{1,...,r}, on note comme d’habitude j; l'inclusion de l'ouvert Ngec Uy dans U. Par le lemme 2.2.13, on voit
qu’il suffit de montrer que les objets (h o jr)x By, sont dans < Ay pro;(X) >*"°. Ainsi en prenant un recouvrement
trivialisant du fy-module localement libre €25, on voit qu’il est suffisant de prouver que les objets de la forme hy By
sont dans < A proj(X) > uniquement pour les h tel que Qj, est libre.

L’intérét de cette réduction vient de la formule hyB = hiTh(Qy)B = hB(r)[2r] ou r est le rang du &y-module
libre Q. On se raméne en fin de compte & prouver que pour tout S-morphisme lisse h : 7 —— X , tout entier
naturel n € N et tout objet B € Aon a:

hiBy(n) € Ob(< Ay proj (X) >5¢F)

Pour établir cette appartenance, on choisit une X-compactification j : 7 —— X' avec X' projectif sur X. On
forme le diagramme commutatif :

vt xi<i vy

N

X

avec g projectif, j une immersion ouverte et i une immersion fermée complémentaire & j (en particulier f est projective).
On a un triangle distingué de localité :

JiBu(n) — Bx:(n) — By (n) — jiBy(n)[+1]
En lui appliquant le 1-morphisme g, = g1, on obtient le triangle :
hBy(n) — g«Bx'(n) — f«By (n) — By (n)[+1]
Le résultat découle alors du fait que f et g sont tous les deux projectifs. C.Q.F.D
Les autres classes d’objets de H(X) seront paramétrés par un sous-schéma fermée T' C X :

DEFINITION 2.2.24 — Soient X un S-schéma quasi-projectif et T une partie fermée de X. On appelle Ay proj—req(X)T
la classe d’objet de H(X) de la forme g.Ax:(n) avec A€ A,ne€Netg: X' —= X un S-morphisme vérifiant :
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— g est projectif,
— X' est un schéma régulier conneze,
~ La partie g~ (T) C X' est soit X' tout entier, soit I'union de diviseurs lisses G croisements normauz.

On a clairement une inclusion de classes : Ax proj—req(X)T C As proj. Notons que dans la définition précédente on
adopte la convention que le sous-schéma vide est un diviseur lisse. En particulier Ay proj—req(X)g est simplement la
classe des g, A(n) avec g projectif de source un schéma régulier ; elle sera notée simplement Ay proj—reg (X). Remarquons
également que Ay proj—reg(X)x = Awproj—reg(X)g = A proj—reg(X). Une autre conséquence de cette convention est
que g+ A(n) est dans Ay proj—reg(X)r sil'image de g ne rencontre pas T (exemple si g est 'immersion d’un point fermé
qui n’est pas sur T).

Avant de prouver que les sous-catégories des objets A-constructibles de H(X) sont engendrées par les classes
A proj—reg(X)7 on introduit la notion de S-dimension. La S-dimension est utile lorsqu’on a besoin de faire une
récurrence double : une noethérienne sur les fermées de S et une sur la dimension des fibres d’'un S-schéma.

DEFINITION 2.2.25 — Soit S un schéma noethérien. On appelle D(S) l’ensemble des couples (Z,d) avec Z
une partie fermée de S et d une fonction de l’ensemble des points génériques d valeurs dans NU {—oco}. L’ensemble
D(S) sera muni de lordre lexicographique (Z,d) < (Z',d') lorsque Z C Z' ou Z = Z' et d < d' (i.e. pour tout point
générique 1 de Z on a d(n) < d'(n) avec une inégalité stricte au moins une fois).

Etant donné un S-schéma quasi-projectif f : X ——= S on définit un élément ds(X) € D(S) en prenant le
couple :
(image (F) , d(n) = dim, X.,)

(avec la convention que la dimension du schéma vide est —oc0). On appellera ds(X) la S-dimension du S-schéma X.
On résume quelques propriétés de la fonction dg(—) dans le lemme :

LEMME 2.2.26 — 1- Soit X un S-schéma quasi-projectif et U un ouvert dense de X. Alors ds(X) = ds(U) et
ds(X — U) < dS(X)
2- Soite: X' — X une altération de S-schémas quasi-projectifs tel que toute composante irréductible de X'
domine une composante irréductible de X. Alors ds(X) = ds(X").

DEMONSTRATION Formons le diagramme suivant :

U—X~<~—2Z7

EN

S

Puisque U est dense dans X l'image de U dans S sera dense dans I'image de X. Ceci prouve que :

Image (f) =Image (g) = R

D’autre part si n est un point générique de R 'ouvert U, est un ouvert dense du n-schéma quasi-projectif X,,. Ils ont
donc la méme dimension de Krull.
Montrons que dg(Z) est strictement inférieur & dg(X). On a clairement :

Image (f) C Image (h)

Si I’inclusion est stricte il n’y a rien & démontrer. On suppose donc qu’il y a égalité et on note comme avant R la partie
fermée ainsi définie. Soit 7 un point générique de R. Comme U, est dense dans X, on voit que Z, est de codimension
partout non nulle dans X,,.

Pour démontrer le second point, on procéde exactement de la méme maniére. C.Q.F.D

Voici le résultat clef de ce paragraphe :

PROPOSITION 2.2.27 On suppose que A est quasi-stable par twist de Tate. Soient X un S-schéma quasi-projectif
et T C X une partie fermée de X :

1- Supposons que le schéma S admet la résolution des singularités par éclatements. La sous-catégorie HY *(X)
(resp. HY (X)) est la plus petite sous-catégorie triangulée (resp. triangulée et stable par facteurs directes) contenant la
classe My proj—reqg(X)T. En d’autres termes, on a les égalités :

Hj\_Ct(X) =< A*,projfreg (X)T >S_Ct et H([:;t(X) =< A*,pTojfreg(X)T >Ct
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2- Supposons que S admet la résolution des singularités par altérations. On suppose également que H est Q-
linéaire et séparé. La catégorie HE(X) est la plus petite sous-catégorie triangulée de H(X) stable par facteurs directes
et contenant la classe Ay proj—reg(X)T. En d’autres termes, on a Uégalité : HE(X) =< A proj—reg (X)1 >°.

DEMONSTRATION Soit X un S-schéma quasi-projectif et T C X un fermé. Notons provisoirement H> ¢ (X)r
(resp. HS i e, (X)7) la sous-catégorie triangulée (resp. triangulée et stable par facteurs directes) engendrée par

A proj—reg(X)7. Par 2.2.21 on a les inclusions :

Hoi—reg(X)r CHTH(X) et HE ;o (X)r CHR(X)

Pour prouver la proposition, il s’agit de montrer qu’on a des inclusions inverses dans les cas suivants :

1. HY (X)) C H; &%, (X) 1 sous Phypothése de 1,

2. HY(X) C Hypj—reg(X) 7 sous Uhypotheése de 2.

En utilisant le lemme 2.2.23, on se raméne & prouver les inclusions :
L. Asproj(X) C HS S (X) 7 sous Phypothése de 1,

proj—reg
2. Aiproj(X) CHE i ey (X)1 sous Phypothése de 2.

Avant de se lancer dans la preuve de ces inclusions notons que pour tout S-morphisme projectif f: X' ——= X le

foncteur f. envoie la catégorie Hy &t | (X')rr (resp. Hy i 0o (X')70) dans H3 € (X)7 (vesp. HEyi ey (X)T)

o T" est le fermé f~!(T). En effet il suffit de remarquer que pour tout objet g.Axr(n) € Ax proj—req(X')1 avec
g: X" —— X' vérifiant les conditions de 2.2.24, 'objet (f o g)«Ax~ est également dans Ay proj—req(X)7.

En particulier, pour montrer qu’un objet de la forme f.Ax/(n) avec f : X' —— X projectif, A € Aet n € N, est

dans la catégorie Hy = (X)) (resp. HS,. ;..o (X)7) il suffira de montrer que 'objet Ax:(n) est dans H> ¢% (X")7/
resp. H. . (X')7). En remarquant que ces catégories sont stables par twist de Tate positif on se rameéne en fin
proj—reg g

de compte & prouver les appartenances :

1. Ax € Ob(H3 &t (X)7) sous I'hypothese de 1,

proj—reg
2. Ax € Ob(HS (X)T) sous les hypothése de 2.

proj—reg
pour tout A € A et T C X des S-schémas quasi-projectifs. On raisonne par induction sur la S-dimension de X :
ds(X) € D(S). Le plus petit élément de D(S) est le couple (§, —00) qui est atteint par ds uniquement lorsque le
S-schéma est vide. Il y a rien & prouver dans ce cas.

Fixons donc X un S-schéma et un fermé T' C X . On suppose que Ay est dans H;;g;._,,eg (Y)z (resp- H5.pjreg (Y)2)
pour tout S-schéma Y avec ds(Y) < ds(X) (la partie fermée Z C Y étant quelconque). On montrera que lorsque S
admet la résolution des singularités par éclatements (resp. altérations, avec en plus les hypothéses de 2 sur H ) que

Ax est dans H3 "S5 (X)7 (resp. HS, ... (X))

Soit e : ¥ — X un S-morphisme projectif tel que :
— Le schéma X est régulier et toute composante irréductible domine une unique composante irréductible de X,
— 1l existe un ouvert dense U dans X tel que le morphisme f~1(U) ——= U soit un isomorphisme (resp. un
revétement étale),
— La restriction de f~1(T) & toute composante irréductible est soit la composante toute entiére, soit un diviseur a
croisement normaux.
L’existence d’un tel e découle de ’hypothése de désingularisation par éclatements (resp. par altérations). Formons
alors le diagramme commutatif suivant a carrés cartésiens :

J 5

h
)
=

€

<
-~
S —
-
]

J s

S|
b
N

avec s I'immersion du fermé complémentaire & U. On a un triangle distingué de localité :

JAy —=Ax —— s, Az ——

Puisque ds(Z) < ds(X), l'objet Az € Ob(H(Z)) est dans H> % (Z)zar (resp. HS\. i, (Z) za7) par I'hypothese
de récurrence. On en déduit que s, Az est dans Hy % (X)r (vesp. HS\.,. . (X)r). 1l suffit donc de montrer que
J1Ay est dans Hy € (X)r (resp. HSL o . (X) 7).
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Remarquons d’abord que jiAy est isomorphe & (resp. est facteur direct de) eJ;Af]. Pour voir cela, on utilise
l’isomorphisme e, ~ e, (e étant projectif) et I'isomorphisme de connexion erji = jiuy. On se raméne ainsi & prouver
que Ay est isomorphe & (resp. est facteur direct de ) u1Ag. Ceci est clair pour le cas non-respé étant donné que u est
un isomorphisme. Pour le cas respé, i.e. lorsque u est un revétement étale, on considére la composée :

Ay — uu*Ay =— uu!Ay — Ay

Par 2.1.165, cette composée est inversible lorsque H est *linéaire et séparé. Ceci montre qu’effectivement Ay est

facteur direct de wiu' Ay ~ wAg.
A ce stade, il suffira de prouver que ng est dans la sous-catégorie H;;g;._,,eg

triangle distingué de localité :

(X)e_1(T). On utilise pour cela le

L’ouvert U est clairement dense dans X puisque les composantes irréductibles de X dominent des composantes
irréductibles de X. Il vient que ds(E) < ds(X) = ds(X). On peut alors appliquer I’hypothése de récurrence & E pour

déduire que Ap est dans Hy & (E).-1(1)ng- Ceci prouve que 3,.Ap est dans H3 5% (X).-1(7). On se raméne

en fin de compte & prouver que A; est dans H;;g;-fmg (X )e-1(T)- Mais ceci est claire puisque X est somme disjointe

de schémas réguliers et et e~ }(T') est somme de composantes irréductibles et de diviseurs & croisements normaux. La
proposition est ainsi démontrée. C.Q.F.D

Constructibilité de f, et f'

Dans ce paragraphe on étudie la constructibilité des opérations f. et f' pour f un S-morphisme quasi-projectif
quelconque. Malheureusement si on travaille sur une base S qui n’est pas un corps, la stabilité de A par twist de Tate
négatif, ne suffit pas pour prouver la constructibilité de f, ou f'. On introduit alors la condition suivante :

DEFINITION 2.2.28 — On dit que la classe d’objets A C H(S) est quasi-pure si pour toute S-immersion fermée
i: Y ——=X avecY et X réguliers et tout objet A dans A l'objet i'Ax est dans H (V).

La définition précédente parait artificielle. Le point est que pour S le spectre d’un corps parfait, la condition de
quasi-pureté est équivalente & celle de quasi-stabilité par twist de Tate :

LEMME 2.2.29 — 57 S est le spectre d’un corps parfait k, les deux conditions suivantes sont équivalentes :
1. A est quasi-stable par twist de Tate négatifs,

2. A est quasi-pure.

DEMONSTRATION Si A est quasi-pure elle est quasi-stable par twist de Tate en vue de la formule (—1)[-2] = s'p*
avec p: Al —— [ la projection de la droite affine et s la section nulle.

Réciproquement, supposons que A est quasi-stable par twist de Tate. Soit i : Y ——= X une k-immersion fermée
entre schémas réguliers. Comme k est parfait, les k-schémas Y et X sont lisses. Il vient d’aprés 'isomorphisme de

pureté que i'Ax ~ Th_l(Jf/i)Ay avec A; le fibré normal de I'immersion 4. On conclut alors & I’aide du lemme 2.2.19.
C.Q.F.D

Dans ce paragraphe, la classe A sera supposée quasi-pure. Voici le lemme clef :

LEMME 2.2.30 — On suppose que S admet la résolution des singularités par éclatements (resp. par altérations).
Dans le cas respé, on suppose en plus que H est Q-linéaire et séparé.

Soiti: Z —=Y wune immersion fermée de S-schéma quasi-projectifs. Le 1-morphisme i' envoie Hy (Y (resp.
HR(Y)) dans Hi_(Z) (resp. H(Z)).

DEMONSTRATION En appliquant la proposition 2.2.27 4 Y et son fermé Z on voit qu’il suffit de prouver que 'K est
dans HY"(Z) pour tout objet K de la forme g, Ay (n) avec :

- g: Y'——=Y un S-morphisme projectif de source un schéma régulier irréductible,

— Z' = g71(Z) soit égal & Y’ tout entier soit un diviseur & croisements normaux dans Y,
- AceAetneN
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On forme pour cela le carré cartésien :

Z—i>Y

On a un 2-isomorphisme de changement de base : i'g, —— g.i"* . Par le corollaire 2.2.21, il suffit alors de prouver

que i" envoie I'objet Ay (n) dans HY ©*(Z'). Clest effectivement le cas lorsque Z' = Y. On supposera donc dans la
suite que Z' est un diviseur & croisements normaux.

On écrit Z' = UX Dy, avec Dy, les composantes irréductibles de Z'. On considére alors les schémas réguliers
Dy =NgerDy pour I C {1,...,m} non vide ainsi que les immersions iy : Dy — Z' . Par le lemme 2.2.31 ci-dessous,
pour montrer que i'Ay/(n) est dans HY (Z’) il suffira de montrer que les iniyi'Ay/(n) y sont. Par la proposition
2.2.8, on se rameéne & prouver que les objets (i o i)' Ay (n) sont dans HY (D). Ceci découle immédiatement de la

quasi-pureté et du fait que les schémas Dy sont réguliers. C.Q.F.D
LEMME 2.2.31 — Soit Y un S-schéma quasi-projectif recouverts par des sous-schémas fermés (Yy,)r=1,dots,r- Pour
Ic{1,...,r} une partie non vide , on note Y = NgerY; et iy : Vi ——=Y Uimmersion fermée évidente. Tout objet

E de H(Y) appartient a la sous-catégorie suspendue :

< {iniyE; I C{1,...,r} non vide } >57

DEMONSTRATION Ce lemme peut-étre considéré comme ’analogue pour les immersions fermées du lemme 2.2.13.
Cette analogie s’étend méme aux démonstrations. En effet, on obtient une preuve du lemme en calquant la preuve de
2.2.13 et en remplacant le triangle de Mayer-Vietoris par un triangle de Mayer-Vietoris pour les immersions fermées :

. .1 . . . .
(i12)1iyy —= dnyiy @ dyyiy —>=1——

aveciy : Y1 ——=Y etis: Yo ——=Y deux immersions fermées recouvrant Y et i1 'immersion fermée de 'inter-
section. C.Q.F.D

A Paide de la proposition 2.2.8 et du lemme 2.2.30, on déduit :

COROLLAIRE 2.2.32 — Supposons que S admet la résolution des singularités par éclatements (resp. par altéra-
tions). Dans le cas respé, on suppose en plus que H est Q-linéaire et séparé.
Soit j : U —— X wune immersion ouverte entre S-schémas quasi-projectifs. Le foncteur j. envoie Hf\_Ct(U ) (resp.

HE(U)) dans H (X)) (resp. HE(X)).

DEMONSTRATION En effet considérons le 2-triangle distingué de localité :

l*l']! .7' .7*
Le résultat découle du fait que ji, i« et i' envoient Hy (=) (resp. H{(—)) dans H} “(—) (resp. H$(-)). C.Q.F.D
Il est maintenant aisé de déduire le résultat :

PROPOSITION 2.2.33 — Supposons que S admet la résolution des singularités par éclatements (resp. par altéra-
tions). Dans le cas respé, on suppose en plus que H est Q-linéaire et séparé.

Soit f: X ——=7Y wun morphisme de k-schémas. Alors f. envoie H} “(X) (resp. HY(X)) dans HY “(Y) (resp.
HE(Y)). De méme f' envoie H (Y (resp. HE(Y)) dans HY “(X) (resp. HY(X)).
DEMONSTRATION Pour f,, il suffit de factoriser f par une immersion ouverte suivie d’un morphisme projectif. Pour
f' on factorise f par une immersion fermée suivie d’'un morphisme lisse. C.Q.F.D

Résumé des résultats

Pour la commodité du lecteur, on résume les résultats obtenus dans cette section dans le théoréme de constructibilité
des quatre opérations :

SCHOLIE 2.2.34 — A- Sans hypotheéses sur la classe d’objets A on a :
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- Soit f: Y —= X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Le 1-morphisme f* envoie Hy (X)) (resp.
HS (X)) dans HiZ(Y) (resp. HE(Y)).
— Soit f : Y — X un morphisme lisse de S-schémas quasi-projectifs. Le 1-morphisme fy envoie H (Y)
(resp. HE(Y)) dans H37(X) (resp. H(X)).
— Soiti : Z——=>Y wune immersion fermée de S-schémas quasi-projectifs. Le 1-morphisme i. envoie H *(Z)
(resp. H(Z) ) dans H3 (Y (resp. HF(Y)).
B- On suppose que la classe d’objets A est quasi-stable par twist de Tate. Soit f : Y —— X un morphisme de
S-schémas quasi-projectifs. Le 1-morphisme fi envoie H < (Y) (resp. H{(Y)) dans H (X)) (resp. HF(X)).
C- On suppose que la classe d’objets A est quasi-pure (c’est le cas par exemple lorsque S est le spectre d’un corps
parfait et A comme dans le point B i.e. stable par twist de Tate négatifs). Soit f : Y —— X un morphisme entre
S-schémas quasi-projectifs. On a :

1. On suppose que la base S admet la résolution des singularités par éclatements (voir la définition 2.1.166). Alors :
— Le 1-morphisme f' envoie Hi_ (X)) (resp. H{(X)) dans HY (V) (resp. HE(Y)),
— Le 1-morphisme f. envoie HY (V) (resp. HY(Y)) dans Hi_(X) (resp. HF(X)).

2. On suppose que la base S admet la résolution des singularités par altérations (voir la définition 2.1.172) et que
le 2-foncteur homotopique stable H est Q-linéaire et séparé (voir les définitions 2.1.158 et 2.1.160). Alors :
— Le 1-morphisme f' envoie HY(X) dans HE(Y),
— Le 1-morphisme f. envoie H{(Y) dans HF(X).

Remarque 2.2.35 — Le lecteur peut remarquer que dans le théoréme précédent toutes les assertions admettent
deux versions, une stricte et ’autre non stricte, sauf le derniére. Il ne s’agit pas d’un oubli. En effet, cette différence
vient de la proposition 2.2.27 et du fait qu’on ne sait pas prouver que H%~ < (X) = H} (X)) en utilisant uniquement

proj—reg
des résolutions par altérations.
Notons le corollaire :
COROLLAIRE 2.2.36 — 1- Sous les hypothéses de (C.1) du théoréme précédent, il existe une unique structure

de foncteur croisé sur les H (=) et les H{(=) faisant des inclusions HY (=) C H{(=) C H(=) une suite de
morphismes de foncteurs croisés.

2- Sous les hypothéses de (C.2) du théoréme précédent, il existe une unique structure de foncteur croisé sur les
H% (=) faisant des inclusions H{ (=) C H(=) un morphisme de foncteurs croisés.

Le cas ot H est compactement engendré par sa base

On termine notre étude de la constructibilité des quatre opérations par quelques compléments dans le cas o H est
compactement engendré par la base (voir la définition 2.1.155). Plus précisément, on supposera que :

— Pour tout S-morphisme f le foncteur f* envoie un objet compact sur un objet compact,

— A est un ensemble d’objets compacts,

— Les classes A(X) engendre la catégorie triangulée avec petite sommes H(X).

Par la proposition 2.1.24 et la remarque 2.1.156, la catégorie H{ (X) est simplement la catégorie des objets compacts
de H(X). En utilisant ce fait il est aisé de prouver les théorémes de constructibilités “élémentaires” & savoir ceux des
foncteurs fi. En effet on sait par le lemme 2.1.159 que H est parfait pour les petites sommes au sens de la définition
2.1.158. En particulier, le foncteur f; admet un adjoint & droite f' qui commute aux petites sommes. On conclut en
appliquant le lemme 2.1.28. Réciproquement, par simple traduction du scholie 2.2.34, on obtient :

THEOREME 2.2.37 — On suppose que l'une des deuz conditions suivantes est vérifie :
— S admet la résolution des singularités par éclatements,
— S admet la résolution des singularités par altérations et H est Q-linéaire et séparé.
Si A est quasi-pure alors les quatre opérations envoient un objet compact sur un objet compact.

2.2.3 Définition des t-structures engendrées et propriétés élémentaires de t-exactitude

On fixe un schéma de base noethérien S. Soit H : Sch/S ——= ¥ un 2-foncteur homotopique stable. On se

donne un ensemble d’objets ¥ dans H(S). Sous certaines hypothéses techniques, on va associer & I’ensemble ¥ une
t-structure sur chacune des catégories triangulées H(X). Ces t-structures ont été introduites pour la premiére fois par
F. Morel [Mor02] dans le cas de SH avec ¢ le singleton formé du spectre de la sphére. On appellera ces t-structures,
les t-structures engendrées par ¢ (ou engendrées tout court lorsqu’il y a pas de confusion).
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On notera comme d’habitude Ax 'objet f*A de H(X) pour tout S-schéma quasi-projectif f : X ——= 3 et
A € Ob(H(S)). Les hypothéses sur H et ¢ dont on aura besoin pour définir nos ¢-structures sont :

HyPOTHESE 2.2.38 — On supposera dans la suite que le 2-foncteur homotopique stable H admet les petites
sommes et que les objets Ax sont compacts pour tout A € ¥.

DEFINITION 2.2.39 — Pour tout S-schéma quasi-projectif f : X — S on notera 94(X) la classe d’objets de
H(X) définie par :

G (X) = {g#(Ayv (n)[n]); avec g¢:Y — X un S-morphisme lisse etn € Z}

LEMME 2.2.40 — Sous Uhypothése 2.2.38, les objets de 94 (X) sont compacts. De plus la classe 94 (X) est
essentiellement équivalente a un ensemble d’objets de H(X).

DEMONSTRATION La compacité des objets de %4 (X) découle du fait que les 1-morphismes g4 admettent des adjoints
4 droite commutant aux petites sommes. C.Q.F.D

DEFINITION 2.2.41 — 1- La t-structure sur H(X) engendrée par l’ensemble de petits objets Y4(X) est appelée
la t-structure engendrée (par &4 si confusion est possible) sur H(X). On notera H>o(X) la sous-catégorie pleine des
objets positifs (qu’on appellera t-positif) et Heo(X) celle des objets strictement négatifs (qu’on appellera strictement
t-négatifs). Le coeur H>o(X) N H<o(X) de cette t-structure sera noté HE(X).

2- Les troncations par rapport & cette t-structure seront notées h> et h<. Ainsi pour tout objet E de H(X) on a
un triangle distingué :
hzo(E) — F —— hg—l(E) ——

On notera finalement h;(E) = (h<;o h>;(E))[—i] € Ob(HE(X)). On appellera h;(E) le i-éme objet d’homologie de E.
Notre but est d’étudier la t-exactitude des quatre opérations f*, f., fi et f'. Dans cette sous-section on considére
uniquement les propriétés de t-exactitude élémentaires. Des résultats plus élaborés seront obtenus dans la sous-section
2.2.5.
Traduction des propositions 2.2.5 et 2.2.8 en termes de t-positivité et conséquences
Dans ce paragraphe, on commence par interpréter les résultats de positive constructibilité obtenus au numéro 2.2.1

en termes de t-positivité. Le lien vient de la remarque triviale suivante :

Remarque 2.2.42 — Notons A la classe des objets de H(S) qui sont de la forme A(n)[n] avec A € 4 et n € Z.
Pour tout S-schéma quasi-projectif on a avec la notation de la définition 2.2.1 : A(X) = ¥4 (X).

Par la proposition 2.1.70, on sait que :
LEMME 2.2.43 — Pour tout S-schéma X on a H>o(X) =< %4 (X) > =< AX) >,

Ainsi, un foncteur qui commute aux petites sommes est t-positif s’il envoie les objets A-positivement constructibles
sur des objets A-positivement constructibles.

PROPOSITION 2.2.44 — Soit f: Y —— X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. On a :
1. Le 1-morphisme f* : H(X) —— H(Y) est t-positif,
2. Si f est lisse le 1-morphisme fg : H(Y) ——= H(X) est t-positif.

DEMONSTRATION 1l s’agit de montrer que f* envoie la catégorie < A(X) > dans < A(Y) >, . Comme f* commute
aux petites sommes, il suffirait de montrer que f* envoie < A(X) >S;5 dans < A(Y) >ﬁf. Ceci est vrai par 2.2.5.

De méme, si f est lisse, le 1-morphisme fyx commute aux petites sommes ce qui nous raméne & montrer que fx
envoie < A(Y) >< dans < A(X) >¢. Ceci est également vrai par 2.2.5. C.Q.F.D

On aurait pu donner une preuve directe de la proposition ci-dessus sans se référer a 2.2.5. On aurait ainsi montré
deux fois la méme chose en remplagant simplement A par ¢, ce qui ne pas coite trop cher, étant donné que la
preuve tient en quelques lignes. Ceci n’est pas le cas pour les 1-morphismes 4, avec ¢ une immersion, dont la preuve
correspondante est bien plus longue :
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PROPOSITION 2.2.45 — Soiti: Z——=Y une immersion (pas forcément fermée ou ouverte) de S-schémas
quasi-projectifs. Le foncteur i, est t-positif.

DEMONSTRATION En effet, le foncteur 4y commute aux petites sommes puisqu’il admet un adjoint & droite i'. Cela
revient donc & montrer que i, envoie la sous-catégorie < A(Z) > dans < A(Y) >¢. Ceci a été démontré dans le
lemme 2.2.8. C.Q.F.D

On déduit par adjonction, les propriétés de t-négativité suivantes :

PROPOSITION 2.2.46 — Soit f: Y ——= X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. On a :
1. Le 1-morphisme f.: HY) ——= H(X) est t-négatif,
2. Si f est lisse le 1-morphisme f* : H(X) ——= H(Y) est t-négatif.

DEMONSTRATION Le 1-morphisme f, est t-négatif puisqu’il admet un adjoint & gauche f* qui est t-positif. De méme
pour le 1-morphisme f* avec f lisse. C.Q.F.D

En combinant 2.2.44 et 2.2.45 avec 2.2.46 on obtient des résultats de t-exactitudes :

COROLLAIRE 2.2.47 — 1- Soit f : Y ——= X wun morphisme lisse de S-schémas quasi-projectifs . Le 1-
morphisme f* est t-exact.
2- Soiti: Z ——=Y une immersion fermée de S-schémas quasi-projectifs. Le 1-morphisme i, est t-exact.

Remarque 2.2.48 — Soit X un S-schéma et notons ireq : Xrea — X la nil-immersion fermée évidente. Le
foncteur (ireq)« est alors une équivalence de catégorie t-exacte. On en déduit qu’il en est de méme de son inverse i.e.
le foncteur (ireq)* est également t-exact.

Notons également :

PROPOSITION 2.2.49 — Soiti: Z ——=Y une immersion de S-schémas quasi-projectifs. Le 1-morphisme i'
est t-négatif.

DEMONSTRATION On utilise 'adjonction (i1,4') et le fait que i est t-positif. C.Q.F.D

On termine le paragraphe par deux résultats concernant le passage du local au global. Une application aux équi-
valences de Thom est donnée :

COROLLAIRE 2.2.50 — Soit (u; : Uj — X ); un recouvrement Nisnévich d’un S-schéma X. Pour qu’un objet
A de H(X) soit t-positif (resp. t-négatif) il fout et il suffit que pour tout i Uobjet ufA de H(U;) soit t-positif (resp.
t-négatif ).

DEMONSTRATION En effet la famille de foncteurs u] est conservative et pour tout ¢ le foncteur u} est t-exact. On
conclut & I'aide du lemme 2.1.76. C.Q.F.D

COROLLAIRE 2.2.51 — Soit X un S-schéma et A4 un Ox-module localement libre de dimension constante n.
L’équivalence Th(.#)[—n] est t-ezacte. De méme ’équivalence Th™* (.#)[n] est t-exacte.

DEMONSTRATION Soit u; : U; — X un recouvrement Zariski trivialisant .#. Soit A un objet t-positif (resp.
t-négatif) de H(X). Tl faut montrer que les objets Th(.#)A[—n] et Th™' (.#)A[n] sont t-positifs (resp. t-négatifs). Par
le corollaire 2.2.50 il suffit de montrer que pour tout i, c’est le cas pour les objets

w;Th(#)A[-n) ~ Th(6F)A[-n] ~ A(n)[n] et  w;Th™"(#)A[n] = Th™(6F,)An] =~ A(—n)[-n]

On s’est donc ramené & montrer que pour tout entier n € Z, le foncteur (—)(n)[n] est t-exact. Ce foncteur commute
clairement aux petites sommes. De plus il garde stable ’ensemble ¥4 (X). D’ou la t-positivité de (—)(n)[n]. D’autre
part, ce foncteur admet un adjoint & gauche a savoir (—)(—n)[—n] qui est aussi ¢t-positif. On déduit que (—)[n](n) est
également t-négatif. C.Q.F.D

LEMME 2.2.52 — Soit X un S-schéma. Soiti: Y —— X une immersion fermée et j : U —— X [limmersion
ouverte complémentaire. Soit A un objet de H(X). Les deux assertions suivantes :

1. A est dans H>o(X),
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2. i*A est dans H>o(Y') et j*A est dans H>o(U).

sont équivalentes.

DEMONSTRATION Il s’agit de montrer que la seconde assertion implique la premiére. On prend donc un objet A de
H(X) tel que i*A et j*A soient t-positifs et on montre que A est aussi t-positif. Pour cela, on considére le triangle
distingué :

(2.34) h>o(A) —= A —— h<o(4) —

En appliquant j., on obtient :
J*h>0(A) —= j*A —— j*h<o(4) —

Puisque j* est t-exact, on voit que j*h<o(A) est forcément nul. En particulier, il est concentré sur Y i.e. le morphisme
d’adjonction :
h<o(A) —ixi*h<o(A)

est un isomorphisme. Pour montrer que h<o(A) est nul, il suffirait de montrer qu'’il est ¢-positif. Ainsi par 2.2.45, il
suffit de montrer que i*h<o(A) est t-positif. On applique alors i* au triangle (2.34) :

i*hzo(A) — 4 —— ’I:*h<0 (A) B

Comme ¢* est t-positif, 'objet i*h>o(A) est t-positif. Par hypothése, on sait que i* A est t-positif. Il vient que i*h<o(A)
est positif puisque la sous-catégorie H>o(Y) est suspendue. C.Q.F.D

Les propriétés de t-exactitude des opérations f; et f'

Dans ce paragraphe on donne une borne inférieure pour la dimension (homologique) des foncteurs fi. Pour que
notre preuve fonctionne, on doit imposer une restriction H. Ainsi, on supposera que H est semi-séparé (voir la définition
2.1.160).

Rappelons que lorsque S est d’égale caractéristique nulle, H est automatiquement semi-séparé (voir la remarque
2.1.161). On aura besoin d’un lemme géométrique :

LEMME 2.2.53 — Soit X un schéma réduit et noethérien. On suppose donné un morphisme e : X' —— X fini
surjectif et totalement inséparable avec X' également réduit, ainsi qu’un X'-schéma lisse V'. Quitte d remplacer X
par un de ses ouverts denses (et X' et V' par les images inverses de l'ouvert en question), on peut supposer que les
données suivantes existent :

— Un morphisme fini surjectif totalement inséparable ¢’ : X" —— X! ,
— Un X-schéma lisse U,

- Un X"-morphisme : V' xx: X" ——=U xx X" fini surjectif et totalement inséparable.

DEMONSTRATION La liberté de pouvoir remplacer X par un de ses ouverts denses, nous raméne immédiatement au
cas ol X est somme disjointe de schémas intégres. En traitant chaque composante connexe & part, on peut méme
supposer X intégre.

Lorsque le point générique de X est le spectre d’un corps de caractéristique nulle, le morphisme e : X' —— X
est génériquement un isomorphisme. En effet un corps de caractéristique nulle n’admet pas d’extensions totalement
inséparables non triviales. Dans ce cas, on peut supposer que e est un isomorphisme quitte & remplacer X par un
ouvert non vide (et donc dense). Le lemme est donc trivial dans ce cas.

Par la suite, on supposera donc que le point générique de X est un corps de caractéristique p. Cette condition ne
se produit que lorsque X est lui méme un F,-schéma.

Supposons e et V' fixé. Si la conclusion du lemme est vraie pour e et V', elle sera vraie pour tout changement
de base de e et V' suivant un morphisme dominant Y ——= X . On doit se restreindre aux changements de base
dominants puisque dans la conclusion du lemme, on se permet de remplacer X par un ouvert dense.

Réciproquement, si jamais e et V' proviennent de eg : X{ —— X et Vyj/X| (vérifiant les hypothéses de 1’énoncé)

par changement de base suivant un morphisme dominant X —— X, , il suffira de prouver le lemme pour g et V.
Ceci nous raméne immédiatement & supposer (en plus des hypothéses de ’énoncé) que X, X' et V' sont de type fini
sur le corps premier F,. Une fois qu’on s’est ramené aux schémas de type fini sur F,, on peut utiliser la liberté de
remplacer X par un ouvert dense pour supposer que X et X' sont des schémas normaux et ensuite irréductibles.
Considérerons alors ’endomorphisme de Frobenius absolu F'. Comme e est fini surjectif et totalement inséparable
entre schémas normaux il est facile de voir qu’il existe une puissance suffisamment élevée n de Fix : X ——= X qui
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domine e i.e. on a un diagramme commutatif :

X
NG
e’
X'—6>X

Notons alors V"' le pull-back du X'-schéma V' suivant e’. On note alors U de X-schéma V. Les endomorphismes F'x
et Fy commutent au morphisme 7 —— X i.e. le carré suivant est commutatif :
F7
U —>
PR

U
Mais par construction le X-schéma U est égal & V". D’ou le résultat si on pose X" = X. C.Q.F.D

PROPOSITION 2.2.54 — On suppose que H est semi-séparé. Soit e : X' ——= X un S-morphisme fini surjectif
et totalement inséparable entre S-schémas quasi-projectifs. Alors Iéquivalence de catégories e* est t-exacte.

DEMONSTRATION On se raméne immédiatement au cas ot X’ et X sont tous les deux réduits en utilisant la remarque
2.2.48.

On sait que e* est t-positif. Comme e* est une équivalence il suffira de montrer que le foncteur e, est ¢t-positif. On
montrera ceci par récurrence sur la S-dimension de X. On supposera donc que eg, est t-positif pour les S-morphismes
finis surjectifs et totalement inséparable dont le but et de S-dimension strictement inférieure a dg(X).

Comme e, commute aux petites sommes (puisque c’est une équivalence), il suffit d’établir 'inclusion :

exZy(X') CHxo(X)

Fixons un morphisme lisse ¢’ : ¥/ —— X' et montrons que pour A € ¢ et n € Z,'objet e.gly Ay:(n)[n] est t-positif.
On se raméne immédiatement au cas n = 0. Considérons un diagramme commutatif & carrés cartésiens :

J i
/ /
Vi ——=V'=—1;

SO .

J T
! !
X —X'=—X,

fob ]

X, ——=X<~"—X,

avec j une immersion ouverte et ¢ une immersion fermée complémentaire. Par le lemme 2.2.52, il suffit de montrer
que j*(exgl Avr) = e1xgy 4 Avy et i*(exgly Avr) = ea.gs, Ay, sont tous les deux t-positifs. Lorsque j est I'immersion
d’un ouvert dense, on a dg(Xs) < ds(X) et le second objet est t-positif par récurrence. Dans ce cas, la t-positivité de
ey g;#AV/ découle de celle de e14 g’l#AVII. Ceci permet de remplacer X par un de ses ouverts denses. Ainsi par le lemme
2.2.53, on peut supposer qu’il existe :

— Un morphisme fini surjectif totalement inséparable e’ : X/ —— X',

— Un X-schémalisse h: U —— X ,

— Un X"-morphisme a: V" =V' xx) X" ——=U" = U xx X" fini surjectif et totalement inséparable.

Rappelons qu’on veut montrer que 1’objet e, g#AV: est t-positif. Remarquons d’abord, qu’il suffit de prouver que
gy Ay est dans e*Hxo(X). En effet le foncteur e.e* est t-positif puisque isomorphe au foncteur identité de H(X).
D’autre part, comme e™* est une équivalence de catégories, il suffira de montrer que e* g’ Ay est dans e "e*H>o(X).

On montrera plus précisément que e'*g’ AV/ est isomorphe & (e o €')*hxAy. En apphquant les 2-isomorphismes
d’échange Bz}, aux carrés cartésiens :

V// V/ UII —U
ALl L)
XII $ XI XII g X

on obtient les isomorphismes g}, Ay» =~ e g, Ay et hly Ayn ~ (eoe')*hy Ay. On se rameéne donc & montrer que g, A

et hly A sont isomorphes. On montrera plus generalement que les 1-morphismes g, g" * et bl h' * sont 2-isomorphes.
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En passant aux adjoints & droite on a & comparer g/g"* et h!h"*. Le X"-morphisme de schéma a : V" —— /"

fournit une transformation naturelle :
hi’h”* 5 h;’a*a* hll* 5 gilgll*
*

Par la proposition 2.1.163, a* est une équivalence. Il résulte que le morphisme d’unité 1 —— a,a* est un isomor-
phisme. Ceci termine ’étape de la récurrence. C.Q.F.D

PROPOSITION 2.2.55 — On suppose que H est semi-séparé. Soit f : Y ——= X un S-morphisme quasi-projectif.
Notons dy le mazimum des dimensions des fibres f~'(z) pour z un point (non forcément fermé) de X. Le foncteur
fildy] est t-positif. En d’autres termes le foncteur f, envoie H>o(Y') dans H>_g4,(X).

DEMONSTRATION Notons X le sous-schéma fermé de X égal & I’adhérence de I'image de f. On obtient ainsi la
factorisation de f :
y Lox, e x

1l vient que fi = i« for- Comme i, est t-exact et que les maxima des dimensions des fibres de f et de fy sont les mémes,
on se rameéne i considérer le S-morphisme fy. En d’autre termes, on peut supposer que f est dominant. On peut
également supposer que X et Y sont réduits (par la remarque 2.2.48) et connexes.

On raisonne par récurrence sur la S-dimension de Y (voir la définition 2.2.25). Lorsque dg(Y") est minimale, Y est
vide et il n’y a rien & prouver. On suppose donc que Y est non vide.

Soit U un ouvert de Y et Z le fermé complémentaire. Considérons le diagramme commutatif :

U2y <i g

RN

X
On obtient le 2-triangle distingué :

93[ds] — fildy] —— hi*[df] —

en appliquant fi[ds] au 2-triangle distingué de localité.

Pour montrer que fi[d;] est t-positif, il suffit donc de montrer que gi[dy] et hi[d;] le sont. Etant donné que d, < dy
et que d, < dy, on voit qu'’il suffit de montrer que gi[d,] et hi[dy] sont ¢-positifs. En particulier si U est dense dans Y,
le schéma Z est de S-dimension strictement plus petite que celle de Y (par le lemme 2.2.26). Dans ce cas ’hypothése
de récurrence assure que hi[dy) est t-positif et la ¢-positivité de fi[df] résulte alors de celle de gi[d,]. Ceci montre qu’on
peut remplacer Y par n’importe quel ouvert dense de Y. Comme premiére application de ce principe, on se raméne au
casou Y est X sont tous les deux irréductibles. En effet il suffit de choisir U de telle sorte que toute composante connexe
de U soit irréductible. On se raméne ensuite & traiter & part le cas de chaque composante connexe. En appliquant une
second fois la discussion du début, on remplace X par 'image de la composante connexe choisie.

Supposons maintenant donné ¢ : X’ —— X un morphisme fini surjectif totalement inséparable avec X' irréduc-
tible et formons le carré cartésien :

vty

|

X! _t . X
Comme t* est une équivalence t-exacte, pour montrer que fi[dy] est ¢-positif, il suffit de montrer que ¢*fi[dy] est
t-positif. Mais ¢t* fi ~ f/t"*. Il vient qu’il suffit de montrer la conclusion de la proposition pour f': v/ —— X' . Ceci
nous permet de supposer que f est génériquement lisse i.e. lisse au dessus d’un ouvert non vide (et donc dense) de Y.
En remplacant Y par cet ouvert, on se raméne en fin de compte au cas ot f est lui méme lisse avec Q1 libre. Dans ce
cas, on a un isomorphisme : fi[ds] = f#(—ds)[—ds]. Ceci termine la preuve de la proposition. C.Q.F.D

COROLLAIRE 2.2.56 — Si H est semi-séparé, le foncteur f'[—dy] est t-négatif. Plus précisément, le foncteur f'
envoie Hoo(X) dans Heg, (V).

DEMONSTRATION En effet f'[—d;] admet comme adjoint & gauche fi[ds]. Ce dernier est t-positif par 2.2.55. C.Q.F.D
COROLLAIRE 2.2.57 — Supposons que H est semi-séparé. Soit f : Y ——= X un S-morphisme projectif. Notons

dy le mazimum des dimensions des fibres de f. Le foncteur fi[dy] est t-positif. En particulier f. est de dimension
homologique concentré dans Uintervalle [0, —dy].
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DEMONSTRATION En effet pour f projectif on a fi = f. C.Q.F.D

Dans le numéro 2.2.5, on verra comment se débarrasser de 'hypothése de projectivité dans ’énoncé ci-dessus.

2.2.4 Définition des t-structures engendrées perverses et les propriétés de t-exactitude

Rappelons qu’on s’est donné un 2-foncteur homotopique stable H sur (Sch/S) ainsi qu’un ensemble d’objets ¢ de
H(S). Dans cette sous-section on considére une variante "perverse" de la t-structure de la sous-section précédente. On
commence par adapter 'hypothése 2.2.38 :

HYPOTHESE 2.2.58 — On suppose dans la suite que :
— Pour tout S-schéma de type fini f: X —— §, la catégorie triangulée H(X) admet les petites sommes et les
objets f'A sont petits pour tout A € 4.
— Le 2-foncteur homotopique stable H est parfait pour les petites sommes au sens de la définition 2.1.158.

DEFINITION 2.2.59 — Pour un S-schéma quasi-projectif f : X —= 5, on notera %(X) la classe d’objets de
H(X) définie par :
G (X) = {9g'f'A(n)[n], avec g: X' = X un S-morphisme et n € 7}

Remarquons que contrairement a la définition de 94 (X) on ne fait pas d’hypothéses de lissité sur les morphismes g.
On a le correspondant du lemme 2.2.40 :

LEMME 2.2.60 — Sous l’hypothése 2.2.58, les éléments de % (X) sont petits. De plus la classe %(X) est essen-
tiellement équivalente & un ensemble.

DEMONSTRATION Ceci est une conséquence directe du lemme 2.1.28 et du fait que g admet un adjoint & droite g'
commutant aux petites sommes. C.Q.F.D

DEFINITION 2.2.61 — 1- La t-structure sur H(X) engendrée par l’ensemble de petits objets % (X) est appelée
la t-structure engendrée perverse sur H(X). On notera PH>o(X) la sous-catégorie pleine des objets positifs (qu’on
appellera Pt-positifs) et PH.o(X) celle des objets strictement négatifs (qu’on appellera strictement Pt-négatifs). Le
coeur PH>o(X) NPH<o(X) de cette t-structure sera noté PHE(X).

2- Les troncations par rapport G cette t-structure seront notées Ph> et Ph<. Ainsi pour tout objet E de H(X) on a
un triangle distingué :
Ph>o(E) — E ——>"h<1(E) —

On note finalement Ph;(E) = (Ph<; o Ph>;(E))[—i] € Ob(PHE(X)).

Comme pour la t-structure engendrée non perverse, on axera 1’étude sur les propriétés de t-exactitude des 4
opérations. Contrairement au cas de la t-structure non perverse, il y a trés peu de résultats élémentaires. En effet, on
n’obtient des résultats intéressant qu’en utilisants les techniques de résolution des singularités.

Les propriétés de Pt-exactitude des opérations f, et f'

On a la proposition suivante :

PROPOSITION 2.2.62 — Soit f: Y —— X un S-morphisme quasi-projectif. On a :
— Le foncteur fi est Pt-positif. Le foncteur f' est Pt-négatif,
— Si f est lisse, le foncteur f' est t-exact.

DEMONSTRATION Comme f; commute aux petites sommes, il suffira de montrer I’inclusion : i4(Y) C %4(X). Ceci
est évident par la définition méme. Comme f' est un adjoint & droite de fi, il est Pt-négatif. Ceci prouve la premiére
assertion.

Supposons maintenant que f est lisse. Il faut montrer que f' est Pt-positif. Comme f' commute aux petites sommes
il suffit d’établir I'inclusion f'%(X) C %(Y). Notons p la projection structurale de X sur S. Un élément de % (X)
est un objet de la forme gig'p' A(n)[n] avec g : X' — X un S-morphisme, A € ¥ et n € Z. Formons un carré
cartésien :
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On déduit alors les isomorphismes f'gig'p' A(n)[n] =~ gi f"g'p' A(n)[n] ~ glg"(p o f)' A(n)[n]. C.Q.F.D

COROLLAIRE 2.2.63 — Soit (u; : U;—— X ) un recouvrement Nisnévich d’un S-schéma X. Pour qu’un objet
A de H(X) soit Pt-positif (resp. Pt-négatif) il faut et il suffit que pour tout i U'objet uf A de H(U;) soit Pt-positif (resp.
Pt-négatif).

DEMONSTRATION En effet on a pour tout ¢, u} = u; En particulier les u] sont Pt-exacts. D’autre part, la famille des
u; est conservative. Le résultat découle alors du lemme 2.1.76. C.Q.F.D

COROLLAIRE 2.2.64 — Soit X un S-schéma et # un Ox-module localement libre de dimension constante n. Les
équivalences Th(.#)[—n] et Th™' (.#)[n] sont Pt-ezacts.

DEMONSTRATION C’est exactement la méme preuve que celle du corollaire 2.2.51. C.Q.F.D

COROLLAIRE 2.2.65 — . Soit f: Y ——= X wun S-morphisme lisse de dimension relative constante d. Le foncteur
f*[d] est t-exact.

DEMONSTRATION En effet on a : f* = Th™'(Q)f". 1l vient que f*[d] = Th™"'(Q)[d]f'. Comme Q; est de dimension
d, le corollaire est prouvé. C.Q.F.D

Des systémes de générateurs de la t{-structure perverse

Dans cette section, on définit de nouvelles classes d’objets de H(X) qui engendrent la ¢-structure perverse de la
définition 2.2.61. Tous les résultats de Pt-exactitude qu’on obtiendra par la suite reposent essentiellement sur le résultat
principal de ce paragraphe & savoir la proposition 2.2.69. On introduit d’abord nos classes :

DEFINITION 2.2.66 — 1- Pour tout S-schéma f : X ——= 8 et Z C X un sous-schéma fermé, on note
GProIT9(X) le sous-ensemble de 9 (X) formé des objets gig' f'A(n)[n] avec g : X' — X un S-morphisme projectif,
AEG etnel tel que X' est connexe régulier et 'une des conditions suivantes est satisfaite :

— 9 Y(2) est somme de diviseurs réguliers a croisements normauz dans X',

- g se factorise par Uinclusion Z C X i.e. g71(Z) = X'.
Lorsque Z est vide ou égal a X, on notera simplement 4" "9(X) la classe dont il est question.

2- On définit de la méme fagon les classes 4,5 (X) lorsqu’on ne demande plus a g d’étre projectif mais seulement
quasi-projectif. ’

Le but est de trouver des conditions suffisantes pour que la ¢-structure engendrée par %f’g’j ™8(X) soit la t-structure
perverse de la définition 2.2.61. Une condition de pureté sur ’ensemble & semble indispensable :

DEFINITION 2.2.67 — 1- Nous dirons que l’ensemble & est faiblement Pt-pure si pour toute immersion fermée
de S-schémas :

tels que :
— Les schémas Z et'Y sont réguliers et connezxes,
— Le faisceau normal A; de l'immersion i est libre de rang non nul,
La propriété suivante est vérifiée. Pour tout objet A € 4, l'objet i*g' A[—1] appartient a la sous-catégorie suspendue :

< {W'B(n)[n]; BEY etn €L} >

2- On dit que l’ensemble & est Pt-pure si pour toute immersion de S-schémas i comme ci-dessus, et tout objet
A €9, Uobjet i*g' A[—r] appartient & la sous-catégorie suspendue :

<{W'B(n)[n]; BEY etn €L} >
avec T le rang du faisceau normal ;.

LEMME 2.2.68 — Si S est le spectre d’un corps parfait, ’ensemble G est automatiquement Pt-pure.
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DEMONSTRATION Tout k-schéma régulier est lisse sur k. Il vient que I"immersion :

est une immersion entre deux k-schémas lisses. Il vient par I’isomorphisme de pureté que i*g' ~ Th(A4)h'. Mais A
est libre de rang non nul r. Il vient que : i*g' A[—r] ~ h'A(r)[2r][-r] = K A(r)[r]. C.Q.F.D

Voici le résultat principal :

PROPOSITION 2.2.69 — Supposons l'une des deux conditions suivantes vérifiée :
— S admet la résolution des singularités par éclatements,
— S admet la résolution des singularités par altérations, et H est Q-linéaire et séparé.
Soit f: X ——=Y wun S-schéma quasi-projectif et Z C X une partie fermée. La t-structure sur H(X) engendrée par
4" 7(X) coincide avec la t-structure engendrée perverse (voir la définition 2.2.61).
7 Si on suppose en plus que l’ensemble & est faiblement Pt-pure, alors la t-structure sur H(X) engendrée par
97" "(X) coincide également avec la t-structure engendrée perverse (voir la définition 2.2.61).

Notons provisoirement (PH7%,(X),?H7% (X)) et (”H%f‘;joreg(X ),pHIZ‘;jOreg(X )) les t-structures engendrées par
GF(X) et %{’?j "€ (X) respectivement. On a clairement les inclusions pH%f‘;joreg(X ) C PHZE,,(X) C PHxo(X). I
s’agit de montrer que ces inclusions sont en fait des égalités. Pour cela, il suffit de montrer que la classe d’objets % (X)
est dans PH% (X)) voire dans PHY 'Y ®(X) lorsque les conditions adéquates sont satisfaites.

Fixons donc un objet hh'f'A(n)[n] de %(X) avec h : ¥ —— X un S-morphisme quasi-projectif, A € ¥ et
n € Z. On va prouver que hih' f'A(n)[n] est dans PHZ% (X)) (resp. P H%f‘;joreg(X ) ). On se raméne tout de suite au cas
n =0 et Y réduit et connexe. On raisonnera par récurrence sur la S-dimension dg(Y) de Y (voir la définition 2.2.25).
Lorsque dg(Y) est minimal, Y est le S-schéma vide. Il n’y a rien & montrer dans ce cas.

Supposons que ds(Y) > (§, —00). On fixe une X-compactification” de h :

Yy —=Y

BN

X

Cette compactification n’est utile que pour le cas respé. Le lemme suivant implique immédiatement le cas non-respé :

LEMME 2.2.70 — On peut supposer que Y est régqulier et que h™'(Z) est égal & Y tout entier ou un diviseur a
croisements normaoux.

DEMONSTRATION Par la résolution des singularités, il existe un S-morphisme projectif € : Y/ ——= ¥ qui est :

— Un éclatement lorsqu’on n’a pas d’hypothéses supplémentaire sur H,

— Une altération lorsque H est Q-linéaire et séparé. On supposera en plus que cette altération est munie d’une
action d’un groupe fini G (induisant I'action triviale sur la base Y) tel que Iextension k(X') C k(X)% est
purement inséparable.

tel que en plus Y est un schéma régulier connexe et & 1h~1(Z) est égal 4 Y tout entier ou un diviseur & croisements
normaux. Dans le cas non-respé on conviendra que le groupe trivial G = {1} agit sur le Y-schéma Y". On définit un
projecteur de I'algébre du groupe Zg)[G] par la formule habituelle :

1
P—@ZQ

9€G
Notons que dans tous les cas considérés, le 2-foncteur homotopique stable H est Z|g|)-linéaire.
On forme le carré cartésien :
y! # v
el/ lé
L’action de G induit une action sur le Y-schéma Y’. On en déduit une action du groupe G sur le foncteur eje’ donnée

par :

g: el —=egigled —=(eog)i(eog) = el

70On conviendra qu’une compactification d’un S-schéma est une immersion ouverte dense dans un S-schéma projectif, voire propre.
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Et du coups un projecteur p: eje! — ¢! . On définit le foncteur Fy : H(Y) ——=H(Y) par:

Fy(A) =Image (p: ee!lA ——ee'A)

Notons que la catégorie H(Y) est pseudo-abélienne puisqu’elle est triangulée et admet les petites sommes. Finalement,
en remarquant que le 2-morphisme de counité ee! ——= 1 est G-équivariant (avec 1 muni de action triviale), on
obtient une factorisation :

el —=Fy ——=1

Plus généralement pour tout S-morphisme r : R ——= Y , formons le carré cartésien :

R'L>Y'

eal l

RI$Y

L’action de G sur le Y-schéma Y’ induit une action de G sur le R-schéma R'. On posant Fr = Image (p :
1 1 . 2 . . 1
eriey — egiey ) on obtient également la factorisation : egep — Fr ——1.
On appliquera ceci pour u : U —— Y l’inclusion d’un ouvert dense de Y au-dessus duquel e est pseudo-revétement
étale pseudo-galoisien (i.e. composé d’un morphisme étale galoisien suivit d’un morphisme fini surjectif totalement
inséparable) et t : T—— Y limmersion du fermé complémentaire. On a dans ce cas le diagramme commutatif &

carrés cartésiens :

I !
UIL>)N<t_TI

U——=Y~——T

On aura besoin du fait que le 2-morphisme u*Fy —— ¢* est un 2-isomorphisme. En effet, il s’identifie canoniquement

4 Fyu* —— y* . Par 2.1.165 le 2-morphisme Fyy —— 1 est inversible puisque u est pseudo-étale galoisien.
Revenons & notre probléme. Pour prouver le lemme, il suffit de montrer les implications :

[(hoe)i(hoe) flA€PHEE (X)] == [h'f'A € PHZ% o (X)]

[(hoe)(hoe) flA€PHYS®(X)] == [h'f'A € PHYY (X))

Supposons donc que ’objet (hoe)i(hoe)' f' A est dans PHZE o (X) (resp. pH‘ZOZjOreg(X) ). Par construction de F?/, ’objet
hFyh'f'A est un facteur direct de hyeje'h’ f*A. On en déduit que hFyh'f'A est dans PH% ((X) (resp. PHY Y8 (X)).

Formons un triangle distingué de H(Y) :

Fyh'f'A h'f'A c Fyh! f'A[+1]

Il suffit de montrer que hC est dans PHZ%(X) (resp. pH%f‘;joreg(X )). Par la discussion précédente, on sait que
u*C = 0. Ainsi I'objet C est & support dans T. En d’autres termes : t,t'C ~ C. En appliquant #,#' on obtient un
triangle distingué :

tt' Fyh' f'A ——tit'h! f'A —— C —— t,t' Fy h' fL A[+1]

1l est facile de montrer que t'Fy ~ Frt'. Notre triangle distingué s’écrit donc sous la forme :
tFrt'h' f'A——tit'h' f'A —— C —— t, Frt'h' f' A[+1]

Pour terminer, on montrera que les deux objets it Frt'h' f' A et hitst'h' f' A sont dans PH7%,(X) (resp. P H%f‘;joreg(X )).
Puisque U et U’ sont denses dans Y et Y, on déduit par le lemme 2.2.26 que : ds(T') < ds(Y) et dg(T") < ds(Y') =
ds(Y). On sait donc que (ep otoh)i(erotoh) f'Aet (toh)(toh) f A sont dans PHZE (X)) (resp. PHY Y8 (X)) par
hypothése de récurrence. Pour terminer, il suffit de noter que hit; Frt'h' f' A est facteur direct de h!tleTle!Tt!h! f'A. Le
lemme est prouvé. C.Q.F.D
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La preuve de 1égalité "H7;% o (X) = PH>o(X) étant achevée, on continue la récurrence pour la preuve de I’H%’i"zjoreg (X) =

PH>o(X).

Pour terminer, il nous reste & montrer que 1’objet hh'f'A est dans ? H%f‘;joreg(X ) sachant que : le S-morphisme
h:Y —= X admet une X -compactification h: ¥ —= X avec Y un schéma réguli¢re et h~*(Z) est égal 4 Y ou
un diviseur & croisement normauz. Il va sans dire que A est toujours supposé dans ¥.

On raisonne maintenant par une deuxiéme récurrence sur la S-dimension de D =Y —Y. Lorsque ce dernier est de
S-dimension (), —o0), il est vide et Y = Y. La conclusion recherchée est clairement vraie dans ce cas.

Supposons donc que D est non vide. Notons Ds;n, C D le lieu singulier® de D. Soit C' C D un sous-schéma partout
de codimension non nulle contenant Dg;pg et tel que le faisceau normal de I'inclusion de D — C' dans Y =Y — C soit
libre. Notons que dgs(C) < dg(D).

On a le diagramme commutatif :

Yy —2sy~D_C
XL@/
X

Par la récurrence sur la S-dimension du complémentaire de la compactification, on sait que I’objet b f'A est dans
PHS Y8 (X). Du 2-triangle distingué de localité :

! 1 L.I* ' [+1]
on déduit le triangle distingué :
hl 2B fPA[—1] — ho' B f'A — b flA — Rl I*B f'A

Pour terminer la preuve de la proposition 2.2.69 il suffira de montrer que Pobjet hl,I*h f' A[—1] est dans ? H%f‘;joreg(X ).
Si ’on note E, les composantes connexes de D—C'et [, : E, —— Y l’inclusion évidente, il est équivalent de prouver
que les objets ylq.I%h' f* A[—1] sont dans PH‘Z‘;joreg(X).

Pour montrer cela, on utilise I’hypothése (qui jusqu’ici n’a pas servi) que ¢ est faiblement P¢-pure. On I’appliquera
4 immersion :

la
E, ——

Y
fok\ lfoil
S

avec ko = hol,. Il vient que 'objet l(*ja! f'A[—1] est dans la sous-catégorie suspendue :
< A{kLf'B(m)[m]; B€ ¥ et m € Z} >¢
Pour terminer, il suffira de montrer que pour tout B € 4 et m € Z ’objet
Palool' B f B(m)[m] = byl B £ B(m)[m] ~ (hlo)i1(hly)' f*B(m)[m]

est dans ”H%’:‘;joreg(X ). Ceci découle alors par ’hypothése de la premiére récurrence appliquée au morphisme hol,
puisque ds(E4) < ds(Y). La proposition est finalement prouvée.

Remarque 2.2.71 — Soit f : X — § un S-schéma quasi-projectif. On définit une classe %*" (X) C Ob(H(X))
formée des objets de la forme hh' f'A avec A € 4 et h un morphisme projectif de but X. On a clairement les inclusions :

g!proj reg(X) c g!proj(X) c %(X)

Il vient par 2.2.69 que la classe d’objets compacts %pmj (X) engendre la t-structure perverse de H(X). On peut alors
se demander s’il existe une preuve directe de ce fait, qui ne passe pas par les techniques de résolutions des singularités,
et qui donc sera valable sous des hypothéses moins restrictives que celle de la proposition 2.2.69. Nous pensons qu’une
telle preuve est difficile & obtenir. En tout cas la tentative naive de compactifier et de raisonner par récurrence sur la
S-dimension du complémentaire échoue puisque I’hypothése de Pt-pureté ne porte que sur des schémas réguliers.

8Si S est un schéma admettant la résolution des singularités par altération, alors tout S-schéma quasi-projectif P admet un ouvert dense
R C P avec R régulier. Le lieu singulier de P est alors le complémentaire du plus gros ouvert régulier de P.
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Le résultat suivant utilise uniquement que la t-structure perverse est engendrée par les %!pmj(—) :

COROLLAIRE 2.2.72 — Gardons les hypothése de la proposition 2.2.69. Soit f : X' ——= X un morphisme
quasi-projectif de S-schémas. Le foncteur f' est Pt-exact.
DEMONSTRATION En effet on sait déja que f* est Pt-négatif. Montrons qu’il est Pt-positif. Etant donné que f' commute
aux sommes infinies il suffit de montrer que f'%""(X) C 4" (X') (a isomorphisme prés).
Notons p la projection structurale de X sur S. Considérons donc un objet hih'p'A(n)[n] de H(X) avec h :
Y —— X un morphisme projectif A € 4 et n un entier relatif. Formons le carré cartésien :

fl

YI >

X —X
Par le théoréme de changement de base pour un morphisme projectif, on a : f'hy ~ hy f". 1l vient que :
fubp A(n)[n] = hif"W'p' A(n)[n] = hik" (po f) A(n)[n]

D’ou le résultat. C.Q.F.D

Les propriétés de Pt-exactitude des opérations f, et f*

On aura besoin de la conséquence suivante de la Pt-pureté :

LEMME 2.2.73 — Supposons donnée une immersion de S-schémas quasi-projectifs :

Z—tsvy

BN

S

avec Y est un schéma régulier et que Z est un diviseur 4 croisements normaux dans Y. Si 4 est faiblement Pt-pure
alors pour tout A € 4 l'objet i*g' A[—1] est Pt-positif.

DEMONSTRATION On raisonne par récurrence sur le nombre r de composantes irréductibles de Z. Lorsque r = 1, le
schéma, Z est régulier et le résultat découle de I’hypothése que ¥ est faiblement Pt-pure. On supposera dans la suite
que r > 1.

Ecrivons Z = Ug=1,...,rDi avec D; les composantes irréductibles de Z. Posons T' = Up—1,... r—1.D; 'union des r — 1
premiéres composantes et notons D la composante restante D,. On forme le carré cartésien :

’
s

C—=T
N
D=7

avecc=sot' =tos'. Pour A € ¥ on a un triangle distingué & la Mayer-Vietoris associé au recouvrement fermé de Z
par T et D :

cic*(i* g A)[-2] — = i*g' A[-1] —— t.t*(i*g' A)[—1] @ 848" (i*g' A)[—1] — cuc*(i*g' A)[-1]

1l suffit donc de montrer que les objets c.c*(i*g' A)[—2], t.t*(i*g'A)[~1] et s.s*(i*g' A)[—1] sont Pt-positifs. Les 1-
morphismes ¢, = ¢, s, = s et t, = t; étant Pt-positifs, on se raméne & prouver que les objets (c o i)*g' A[—2],
(t oi)*g'A[—1] et (s o i)*g'A[—1] sont Pt-positifs. La Pt-positivité des deux derniers objets découle de I’hypothése
de récurrence puisque T' C Y et D C Y sont des diviseurs & croisements normaux dont le nombre de composantes
irréductibles est r — 1 et 1 respectivement.

Pour prouver que l'objet (coi)*g' A[—2] est Pt-positif, on remarque que C est un diviseur & croisements normaux
dans le schéma régulier D. Or, on a un isomorphisme évident :

(coi) g A[-2] = t"*((s 0)*g' A[-1])[-1]
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Par Pt-pureté faible I'objet (s o i)*g'A[—1] est dans la sous-catégorie suspendue :

<{(hos)B(n)n]; BE€Y et n € Z} >
Pour terminer, il suffit donc de prouver que #*((h o s)' B(n)[n])[—1] est Pt-positif pour tout B € 4 et n € Z. On se
raméne immédiatement & n = 0. On conclut encore une fois & 'aide de ’hypothése de récurrence qu’on applique au
diviseur & croisements normaux C' C D ayant au plus 7 — 1 composantes irréductibles. C.Q.F.D

COROLLAIRE 2.2.74 — Soientp: X —— S un S-schéma quasi-projectif avec X régulier, i : Y C X Uinclusion
d’un diviseur & croisements normaux et j : U C X Uimmersion de l'ouvert complémentaire.
Si 9 est Pt-pure, alors pour tout A € 4 et n € Z, Uobjet i*j.j*p' A(n)[n — 1] est Pt-positif.

DEMONSTRATION Appliquons le 1-morphisme i* au 2-triangle de localité :

iy’ 1 JxJ* i4i'[+1]
On obtient alors (aprés rotation) le 2-triangle distingué :
L |

Ainsi pour montrer que i*j,j*p' A(n)[n — 1] est Pt-positif il suffit de prouver que les objets i*p' A(n)[n—1] et i'p' A(n)[n]
le sont. La Pt-positivité du second objet est claire. Pour le premier, on applique le lemme 2.2.73. C.Q.F.D

PROPOSITION 2.2.75 — On suppose que l'une des deuz conditions ci-dessous est vérifiée :

— S admet la résolution des singularité par éclatements,

— S admet la résolution des singularité par altérations et H est Q-linéaire et séparé.
Soit X un S-schéma quasi-projectif, j : U ——> X une immersion ouwverte et i : Y —> X [limmersion fermée
complémentaire. Si ’ensemble & est faiblement Pt-pure, le foncteurs j. estPt-exact et le foncteur i*j.[—1] est Pt-positif.

DEMONSTRATION Le foncteur j, est Pt-négatif puisqu’il admet un adjoint & gauche Pt-exact par la proposition 2.2.62.
D’autre part, la Pt-positivité de j, découle de la Pt-positivité de ji, i, et de i*j.[—1] en invoquant le 2-triangle distingué :

ixi"Ju[—1] Jn I

On se contente donc de prouver que i*j[—1] est P¢-positif. Ce dernier commute aux sommes infinies. En remarquant
que %(U) = j*9(X) (& isomorphisme pré) on voit qu’il suffirait de montrer que le foncteur F' = *j,j*[—1] est
Pt-positif. Par la proposition 2.2.69 on se raméne & montrer linclusion : FEy” "¥(X) C PHxo(Y).

Appelons f la projection de X sur S et fixons un objet hih! f' A(n)[n] € 42 ™8 avec

— h: W ——= X un S-morphisme projectif,

— W un schéma régulier connexe, et h~(Y) est égal & W ou un diviseur & croisements normaux de W,

- AcYetnel.
On montrera que F(hh'f'A(n)[n]) est Pt-positif. Il suffit bien sur de traiter le cas n = 0. Formons le diagramme
commutatif & carrés cartésiens :

]

J i’
V—sW~~—127
hul h hy
J i

U——X~<~—Y

Lorsque Z = h=1(Y)) = W, j*mh'f'A est nul. On peut donc supposer que Z est un diviseur & croisements normaux
dans W. Comme h est projectif, on a les isomorphismes :

o) 1% 1% 1 Ik

*5ed e = b g™ 2 b 2 i hegli™ = i gl ~ hyri™ gl

Etant donné que hyy est Pt-positif, on voit qu’il suffit de montrer que I'objet (i"*j.5"(p o h)'A)[—1] est un objet
Pt-positif de H(Z). Le corollaire 2.2.74 permet donc de conclure. C.Q.F.D

COROLLAIRE 2.2.76 — On garde les hypothéses sur S, H et Y de la proposition 2.2.75. Soit f : Y ——= X un
morphisme de S-schémas. Le foncteur f, est Pt-positif.
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DEMONSTRATION On compactifie le morphisme f :

avec ¢ une immersion ouverte et f un morphisme projectif. On a : f, = f.c, = fics. Le foncteur f est Pt-positif par
la proposition 2.2.62. Le foncteur ¢, est Pt-exact par la proposition 2.2.75. D’ou le résultat. C.Q.F.D

Pour les opérations f* on commence par le cas des immersions fermées :

LEMME 2.2.77 — On garde les hypothéses sur S, H et & de la proposition 2.2.75. Soit i : Y ——= X une
immersion fermée de S-schémas. Le foncteur i* est Pt-positif.

DEMONSTRATION En effet, on le 2-triangle distingué de localité dans H(X) :

3%

i*i! 1 JxJ

En appliquant le foncteur 7* on obtient (aprés rotation) le 2-triangle distingué :

*Jxg*[=1] it i*
Mais les foncteurs i*5,5*[—1] et i' sont tous les deux Pt-positifs par 2.2.75 et 2.2.72. C.Q.F.D

COROLLAIRE 2.2.78 — Gardons les hypothéses sur S, H et 4 de 2.2.75. Le foncteur i, est Pt-exact.

DEMONSTRATION En effet, i, est pt-négatif puisqu’il admet un adjoint & gauche qui est Pt-positif. D’autre part, par
la proposition 2.2.62 on sait qu’il est également Pt-positif. C.Q.F.D

COROLLAIRE 2.2.79 — Gardons les hypothéses sur S, H et ¢ de 2.2.75. Soit j : U ——= X une immersion ou-
verte de S-schémas eti: Z — X Uimmersion fermée complémentaire. Soit A un objet de H(X). Il y a équivalence
entre :

— A est Pt-positif,

— j*A et i* A sont Pt-positifs.

DEMONSTRATION La premiére assertion implique la seconde par la proposition 2.2.62 et le lemme 2.2.77. 1l s’agit de
montrer que A est Pt-positif sachant que j*A et i* A le sont. Mais on a le triangle distingué de localité :

Le résultat découle alors de la Pt-positivité de 7 et i.. C.Q.F.D
On est en mesure de démontrer :

PROPOSITION 2.2.80 — On suppose que l'une des deuz conditions ci-dessous est vérifiée :
— S admet la résolution des singularité par éclatements et H est semi-séparé,
— S admet la résolution des singularité par altérations et H est Q-linéaire et séparé.
Soit f: Y —— X wun S-morphisme quasi-projectif. Notons dy le mazimum des dimensions des fibres de f. Si ¥ est
faiblement Pt-pure, le foncteur f*[dys] est Pt-positif.

DEMONSTRATION On divisera la preuve en deux parties. La premiére est consacrée a un cas particulier :

Etape 1 : Supposons donné un morphisme e : X' — X fini surjectif et totalement inséparable. Alors I’équiva-
lence e* est Pt-exacte. En effet, ¢* est un adjoint & droite et & gauche de son inverse. Il vient que e* est un adjoint
4 droite de e,. Comme e est fini, e, ~ e;. Il vient que e* est un adjoint & droite de e;. Ceci fournit un isomorphisme
e* ~ ¢'. Le résultat recherché découle alors de 2.2.72.

Etape 2 : On prouve la proposition 2.2.80 par récurrence sur la S-dimension du S-schéma Y. Soit U un ouvert
dense de Y. On appelle Z le complémentaire de U et on considére le diagramme commutatif :
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Par le corollaire 2.2.79, pour montrer que f* est Pt-positif, il suffirait de montrer que j* f* et i* f* le sont. L’hypothése
de récurrence assure la Pt-positivité de ¢* f*. Il vient qu’on peut remplacer Y par n’importe quel ouvert dense de Y.
En particulier, on peut supposer Y régulier. Quitte & prendre une composante connexe de Y, on peut le supposer
irréductible.

Notons Z C X la cloture Zariski de 'image de f. On a alors la factorisation de f :

y—Lsz-—tsx

avec g dominant et ¢ une immersion fermée. Etant donné que i* est P¢-positif, on se raméne donc 3 traiter le morphisme
g. En remarquant également que dy = d, on voit qu’on peut supposer f dominant. Quitte & remplacer Y par un ouvert
dense plus petit, on peut supposer qu’il existe un carré commutatif :

YI%Y

|

e

X —X

avec f' lisse et e et ' des morphismes finis surjectifs totalement inséparables. Par la premiére étape, ceci nous raméne
a traiter le 1-morphisme f’*. On peut donc supposer f lisse. Ce cas a été traité dans le corollaire 2.2.65. C.Q.F.D

On déduit finalement :

COROLLAIRE 2.2.81 — Gardons les hypothéses sur S, H et ¢ de 2.2.80. Soit f: Y ——= X un S-morphisme.
Notons dy le mazimum des dimensions des fibres de f. Le foncteur f.[—dy] est Pt-négatif.

DEMONSTRATION En effet f,[—dy] est adjoint a droite de f*[dy]. Ce dernier est Pt¢-positif par 2.2.80. C.Q.F.D

2.2.5 Retour aux t-structures engendrées non perverses. Résumé des résultats

Dans cette section on compléte et termine 1’étude menée dans la sous-section 2.2.3 de la t-exactitude des 4 opéra-
tions. Bien qu’il s’agisse de résultats sur le ¢-structure non perverse, on utilisera d’une fagon essentielle les résultats
concernant la ¢-structure perverse établis dans la sous-section précédente. Les théorémes de comparaisons du para-
graphe suivant permettrons de déduire des résultats de t-exactitude a partir de résultats de Pt-exactitude.

Comparaison des t-structures engendrées perverses et non perverses

On supposera les hypothéses 2.2.38 et 2.2.58 satisfaites. Etant donné un S-morphisme f : X —— Y on posera
dy le maximum des dimensions des fibres de f. Si X est un S-schéma on notera simplement dx I’entier d, ol 7 est le
morphisme structural de X vers S.

THEOREME 2.2.82 — On suppose que l'une des deux conditions ci-dessous est vérifiée :

— S admet la résolution des singularité par éclatements et H est semi-séparé,

— S admet la résolution des singularité par altérations et H est Q-linéaire et séparé.
Soit X un S-schéma quasi-projectif. Lorsque & est faiblement Pt-pure, on a linclusion : H>o(X) C PH>_4, (X). En
d’autres termes, si A est un objet t-positif de H(X), Uobjet Aldx] est Pt-positif.

DEMONSTRATION 11 suffira de montrer 'inclusion %4 (X) C PH>_4, (X). On prend donc un objet gxAy (n)[n] avec
g: Y ——=>X lisse, A € 4 et n € Z. On supposera comme d’habitude n = 0.
Notons f la projection structurale de X sur S. On a un isomorphisme canonique : gz Ay ~ gTh(Q,)Ay. Comme
g1 est Pt-positif, il suffira de montrer que Th(€2,)Ay (n)[n] est dans PH>_4, (Y'). On peut supposer que les fibres de g
sont de dimension constante d,. Dans ce cas, ’équivalence Th™*(Q,)[d,] est Pt-exact. Il est équivalent donc de prouver
que l'objet :
Th™ " (Q) Th(Qy) Ay [dy] = Ay [d,]

est dans PH>_4, (Y'), ou encore que 'objet Ay[dx + d,] est dans PH>o(Y).
1l est évident que dy < dx + d,. Mais, par la proposition 2.2.80, le foncteur (f o g)*[dy] est Pt-positif. Il vient que
(fog)*Aldx + dg4] = Av[dx + dg] est bien Pt-positif. Ceci prouve le théoréme. C.Q.F.D

Pour le théoréme suivant, on aura besoin d’introduire une condition sur I’ensemble ¥ :
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DEFINITION 2.2.83 — Nous dirons que l’ensemble & est t-quasi-pure si pour toute immersion fermée de S-
schémas :

avec Z et Y des schémas réguliers et connexes la propriété suivante est vérifice. Pour tout objet A € 4, lobjet i g* A[r]
est t-positif ou r est la codimension de Z dans Y.

LEMME 2.2.84 — S5i S est le spectre d’un corps parfait, ’ensemble & est automatiquement t-quasi-pure.

DEMONSTRATION Tout k-schéma régulier est lisse sur k. Il vient que I’immersion :

est une immersion entre deux k-schémas lisses. Par I'isomorphisme de pureté on a : i'g* ~ Th™'(#)h*. Mais
Th=!(A)[r] est t-exact pour r le rang de .#". Le résultat découle alors de Pisomorphisme : i'g* A[r] ~ (Th™!(A)[r])Ax.
C.Q.F.D

On utilisera la conséquence suivante de la t-quasi-pureté :

LEMME 2.2.85 — Supposons que le schéma S est régulier universellement caténaire de dimension de Krull finie
s. Soit f : X ——= 8 un S-schéma quasi-projectif avec X régulier et connezre. Si 4 est t-quasi-pure alors pour tout

objet A de &, lobjet f'A[—dx + s| est t-positif.

DEMONSTRATION Soit 4 : X —— W une immersion fermée avec W un S-schéma lisse de dimension relative
constante n. On peut par exemple prendre pour W un ouvert d’un espace projectif. Comme S est régulier, le schéma
W est lui aussi régulier.

Notons ¢ la codimension de X dans W. On a: ¢ <n+s—dx. En effet, ¢ est plus petite que la codimension d’une
fibre X; pour t € S. 1l vient que :

¢ < codimy (X¢) = codimw, (X;) + codimg (t) <n —dim (X;) + s

11 suffit alors de prendre t € S tel que X; soit de dimension maximale.
Il vient par t-quasi-pureté que i!p*A[n + s — dx] est t-positif. Mais on a les isomorphismes :

i!p*A[n +s—dx]~ i!Th_l(J%)p!A[n +s—dx]~ i!p!A(—n)[—2n][n +s—dx] ~ (f!A(—n)[—n])[s —dx]

Le résultat est maintenant clair. C.Q.F.D

THEOREME 2.2.86 — On suppose que l'une des deuz conditions ci-dessous est vérifiée :
— S est régulier, universellement caténaire et admet la résolution des singularité par éclatements,
— S est régulier, universellement caténaire et admet la résolution des singularité par altérations et H est Q-linéaire
et séparé.
Soit X un S-schéma quasi-projectif. Lorsque & est t-quasi-pure, on a linclusion : PH>,(X) C H>o(X). En d’autres
termes, si A est un objet Pt-positif de H(X) alors A[s] est t-positif avec s la dimension de Krull de S.

DEMONSTRATION Par la proposition 2.2.69, il suffira d’établir l'inclusion : 4°#(X) C H>_,(X). Notons f le mor-
phisme structural de X. On considére un objet gig' f'A(n)[n] avec g : ¥ —— X un morphisme quasi-projectif avec
Y régulier, A € 4 et n € Z. On montrera que gig' f'A(n)[n + s] est t-positif. On se raméne immédiatement au cas
n=0.

On a clairement dy > d, avec égalité si par exemple g se factorise par 'inclusion d’un point fermé. Par la proposition
2.2.55, on sait que le foncteur gi[d,] est t-positif. Il en est de méme donc du foncteur gi[dy]. Ainsi pour montrer que
a1g' f1A[s] est t-positif, il suffira de montrer que ((f o g)'A)[—dy + s] est un objet t-positif de H(Y"). Ceci a été établi
dans le lemme précédent. C.Q.F.D
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Les propriétés de t-exactitude des opérations f, et f'

Introduisons I’hypothése suivante :

HYPOTHESE 2.2.87 — 1- Le 2-foncteur homotopique stable avec petites sommes H est parfait pour les petites
sommes. Si A est un objet de ¥ et f : X —= § un S-morphisme quasi-projectif, les objets f*4 et f'A sont
compacts.

2- Le schéma S est régulier et universellement caténaire. On suppose en plus que 'une des deux conditions suivantes
est vérifiée :

— S admet la résolution des singularités par éclatements et H est semi-séparé,

— S admet la résolution des singularités par altérations et H est Q-linéaire et séparé.

3- L’ensemble ¥ est t-quasi-pure et faiblement P¢-pure.

Remarque 2.2.88 — La seconde condition est satisfaite dans les deux cas particuliers suivants :

— S le spectre d’un corps de caractéristique nulle,

— H est Q-linéaire et séparé et S le spectre d’un corps quelconque.
La troisiéme condition est automatique lorsque S est le spectre d’un corps parfait. La premiére condition est également
satisfaites dans les bons cas.

Dans la suite du paragraphe, on supposera que l’hypothése 2.2.87 est satisfaite :

COROLLAIRE 2.2.89 — Soit f: Y ——= X wun S-morphisme. Le foncteur f.[dy + s] est t-positif. De méme le
foncteur f'[dx + s] est t-positif.

DEMONSTRATION En effet, soit A un objet t-positif de H(Y). On sait par le théoréme 2.2.82 que A[dy] est un objet
P¢-positif de H(Y). Comme le foncteur f. est P¢-positif (par le corollaire 2.2.76), on déduit que f.A[dy] est un objet
P¢-positif de H(X). Il vient par le théoréme 2.2.86 que f.A[dy + s] est t-positif.

Pour le foncteur f', on procéde de la méme maniére. Soit A un objet t-positif de H(X). On sait par le théoréme
2.2.82 que A[dx] est Pt-positif. Par le corollaire 2.2.72, le foncteur f' est Pt-exact. Il vient que l'objet f'A[dx] est
Pt-positif. Ainsi par le théoréme 2.2.86, f'A[dx + s] et t-positif. C.Q.F.D

On continue avec le résultat suivant :

PROPOSITION 2.2.90 — On suppose donné des morphismes de S-schémas :

U—lsx<y

avec i une immersion fermée et j l'immersion ouverte complémentaire. Notons dy le mazimum des dimensions des
fibres de U —— S . Le foncteur i*j.[dy — 1+ s]: H{U) ——=H(Y") est t-positif.

DEMONSTRATION Rappelons que par la proposition 2.2.75, le foncteur i*j,[—1] est P¢-positif. Soit A un objet t-positif
de H(U). On sait par le théoréme 2.2.82 que A[dy] est Pt-positif. Ceci montre que i*j. A[dy — 1] est Pt-positif. Donc
i*jxAldy — 1 + s] est t-positif par le théoréme 2.2.86. C.Q.F.D

Le corollaire suivant est une amélioration du corollaire 2.2.89 dans le cas d’une immersion ouverte.

COROLLAIRE 2.2.91 — On garde les hypothéses de la proposition 2.2.90. On suppose de plus que dy + s > 1. Le
foncteur ji[dy — 1+ s] : H{U) ——= H(C) est t-positif. En particulier si U est de dimension 1 et S de dimension
nulle, ce foncteur est t-ezxact.

DEMONSTRATION En effet, on a un 2-triangle distingué :
jg[dU -1+ 8] —>]*[dU -1+ 8] —>Z*l*J*[dU -1+ 5] —_—

Comme dy — 1+ s > 0, le foncteur ji[dy — 1+ s] est ¢-positif. Comme i, est t-exact, on déduit de la proposition 2.2.90
que 4,3*j«[dy — 1 + s] est t-positif. D’ou le résultat. C.Q.F.D
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Résumé des résultats obtenus dans le cas ou S est le spectre d’un corps parfait

Dans ce paragraphe, on spécialise les résultats obtenus dans les sous-sections 2.2.3 et 2.2.4 ainsi qu’au début de la
section 2.2.5 au cas o S est le spectre d’un corps parfait k. On introduit d’abord ’hypothése suivante :

HYPOTHESE 2.2.92 — 1- Le 2-foncteur homotopique stable avec petites sommes H est parfait pour les petites
sommes. Si A est un objet de 4 et f: X ——= § un S-morphisme quasi-projectif, ’objet f*A est compact.
2- On suppose en plus que 'une des deux conditions suivantes est vérifiée :
— k admet la résolution des singularités par éclatements et H est semi-séparé,
— H est Q-linéaire et séparé.

On a le lemme suivant :

PROPOSITION 2.2.93 — Lorsque S est le spectre d’un corps parfait k, les hypothéses 2.2.87 et 2.2.92 sont
équivalentes.

DEMONSTRATION L’hypothése 2.2.87 contient toutes les conditions de ’hypothése 2.2.92. 11 s’agit en fait de déduire
les conditions manquantes dans 2.2.92 de celles qu’on a gardées.

Par les lemmes 2.2.84 et 2.2.68, on sait que les propriétés de t-quasi-pureté et de Pt-pureté faible, sont automatiques
lorsque la base est un corps parfait. De méme, par le théoréme de Jong, la résolution des singularités par altérations
est disponible pour les corps.

1l reste & expliquer pourquoi la compacité des objets f'A pour A € ¥ découle de I’hypothése 2.2.92. Pour cela, on
pose A C H(k) la classe des objets de la forme A(n) avec A € & et n € Z. 1l est claire que A est stable par twist de
Tate. Par la seconde condition de ’hypothése 2.2.92, on dispose du théoréme de constructibilité des quatre opérations
pour les objets A-constructibles (voir le scholie 2.2.34). En particulier, les objets f'A sont A-constructibles. D’autres
part, pour un k-schéma X, la classe A(X) est formée d’objets compacts puisque les objets By sont compacts pour
B € ¢4 et Y quasi-projectif sur k. I1 vient que les objets A-constructibles sont compacts. La proposition est prouvée.
C.Q.F.D

Par la suite, on supposera que I’hypothése 2.2.92 est satisfaite. Avant d’énoncer les scholies 2.2.95 et 2.2.96, notons
le résultat intéressant suivant :

COROLLAIRE 2.2.94 — Soit l/k une extension fini. Les deuz t-structures (H>o(l),H<o(1)) et (PH>o(l),’H<o(1))
sur H(l) sont égales.

DEMONSTRATION C’est une conséquence immédiate des théorémes 2.2.82 et 2.2.86 puisque le paramétre s est nul.
C.Q.F.D

En ce qui concerne la t-structure engendrée non perverse (H>o,H<o) on a :

SCHOLIE 2.2.95 — (Pour la t-structure (H>o,H<o)) Soit f : Y ——= X un k-morphisme. On note dx et dy
les dimensions de X etY respectivement. On notera également dy le mazimum des dimensions des fibres de f. On a :

1. Pour le foncteur f* :
- f* est en t-positif sans conditions sur f,
— f* est t-exact lorsque f est lisse.
2. Pour le foncteur f :
— [« est t-négatif sans conditions sur f,
— f«[dy] est t-positif sans conditions sur f,
— fildy] est t-positif lorsque f est projectif.
3. Pour le foncteur f :
— fildy] est t-positif sans conditions sur f,
— fi est t-négatif lorsque f est projectif.
4. Pour le foncteur f' :
— f'[=dy] est t-négatif sans conditions sur f,

~ f'[dx] est t-positif sans conditions sur f,
- f![—df] est t-exact lorsque f est lisse de fibres partout de dimension dy.
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Enfin, si j : U——= X est une immersion ouverte avec U de dimension dy mnon nulle, le foncteur j.[dy — 1] est
t-positif.

En ce qui concerne la t-structure engendrée perverse (PH>o,PH<o) on a :

SCHOLIE 2.2.96 — (Pour la t-structure (PH>o,PH<o)) Soit f : Y —— X wun k-morphisme. On note dy le
mazximum des dimensions des fibres de f. On a :
1. Pour le foncteur f* :
— f*[df] est Pt-positif sans conditions sur f,
— f*[dy] est Pt-exact lorsque f est lisse.
2. Pour le foncteur fy :
— [« est Pt-positif sans conditions sur f,
— fi[—dy] est Pt-négatif sans conditions sur f.
3. Pour le foncteur fi :
— fi est Pt-positif sans conditions sur f,
- fi[—dy] est Pt-négatif lorsque f est projectif.
4. Le foncteur f' est Pt-exact sans conditions sur f.

Remarque 2.2.97 — Dans les deux scholies 2.2.95 et 2.2.96, on remarque que les foncteurs f,. et f' sont de
t-dimension bornée sans conditions sur f. Par contre pour le foncteur fi (resp. f*) on donne uniquement des bornes
supérieures sauf dans le cas f projectif (resp. lisse). On pourra donc penser que la liste de propriétés obtenues est
incompléte. Malheureusement, ceci semble faux méme dans des cas trés simples. En effet, soit j (resp. ¢) I'immersion
d’un ouvert non vide et strict (resp. l'immersion d’un point fermé) dans une courbe lisse. Il y a de bonnes raisons pour
penser que pour tout n € N, les foncteurs ji[—n] et i*[—n] ne sont pas ni ¢-négatifs ni P¢-négatifs.

Deux compléments

Dans ce numéro, on démontre deux résultats concernant la t-exactitude des foncteurs f* et fif* dans le cas ou f
est le morphisme structural d’un k-schéma non forcément lisse ou projectif.

PROPOSITION 2.2.98 — Soit k un corps parfait admettant la résolution des singularités. Soit f : X ——k un
k-schéma de type fini. Le foncteur f* : H(k) —— H(X) est t-ezact.

DEMONSTRATION On sait que f* est t-positif. Il s’agit de prouver qu’il est t-négatif. C’est effectivement le cas pour
f lisse. Pour le cas général, on procéde par récurrence sur la dimension de X. On fixe un objet t-négatif N de H(k).
Soit U un ouvert régulier partout dense dans X. On forme le diagramme de k-schémas :

ou Y est le fermé X — U. On a le 2-triangle de localité :
Bt =gt —— [ —— i =gt ——

Ainsi pour démontrer que f*N est t-négatif, il suffira (en vue de la t-exactitude de i,) de prouver que g*N et j1h*N
sont t-négatifs. L’hypothése de récurrence nous dit que g*N est t-négatif. Il nous reste & traiter I’objet jih*. Soit
e: X —> X un éclatement disjoint de U avec X régulier. On forme le diagramme commutatif & carrés cartésiens :

K
-

b
&

U —J>
‘ :

U"$

-
-
hS ]

K
-

>
}..<

On a la chaine de 2-isomorphismes :

eJij " ~ ejij*e” ~ jidpj*e” ~ jij*
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1l vient que jij* f*N est isomorphe a e, jij*e* f*N. Comme e, est t-négatif, on se raméne & montrer que jij*e* f*N est
t-négatif. On utilise alors le 2-triangle de localité :

Jytefr e*f* iui*e* fr ——

Comme X est lisse sur k, on voit que e* f* est t-exact. D’autre part, comme E est de dimension plus petite de X,
I’hypothése de récurrence assure que i*e* f* est t-négatif. Le résultat découle alors du fait que H<o est cosuspendue.
C.Q.F.D

COROLLAIRE 2.2.99 — Sous les conditions de la proposition 2.2.98, le foncteur fif* est t-négatif.

DEMONSTRATION On choisit une compactification :

On obtient alors le triangle distingué :

ff* = fgg* f* hf* 9g* = fini* f* ——

Les foncteurs f* et g* sont t-négatifs. De méme, puisque f et g sont projectifs, les foncteurs fi et g1 sont t-négatifs. Il
vient que le deuxiéme et troisiéme sommet de ce 2-triangle sont ¢-négatif. D’ou le résultat. C.Q.F.D

2.3 Les 2-foncteurs monoidaux homotopiques stables

Soit S un schéma noethérien admettant une famille ample de fibrés en droites. Dans cette section, on étudie les
2-foncteurs homotopiques stables H : Sch/S ——= 9% munis d’un produit tensoriel ® x sur H(X') pour tout S-schéma
quasi-projectif X. On commencera notre étude par une liste de diagrammes commutatifs déduite de la théorie générale
développée dans la sous-section 2.1.4. Chemin prenant, on mettra en évidence quelques modules et projecteurs. Les
modules les plus importants sont les [f*, f'] pour f un morphisme entre S-schémas quasi-projectifs. Un des résultats
principaux sera la construction de ces modules, ou plutot leur indépendance de certains choix. On obtiendra méme
un 2-foncteur [H*,H'] : Sch/S —— 9tod . On supposera ensuite que nos catégories monoidales sont fermées, et on
traduit les formules de la sous-section 2.1.5 en termes des quatre opérations. Des compatibilités avec les isomorphismes
d’échanges sont également établies.

2.3.1 Définitions et premiéres propriétés

Notons 9onoTR (resp. uMonoTR) la 2-catégorie des catégories monoidales (resp. monoidales unitaires) triangu-
lées. Les 1-morphismes de PMonoTR (resp. uMonoTR) sont les foncteurs monoidaux (resp. monoidaux unitaires) et
triangulés commutant aux isomorphismes s, et sq (voir la définition 2.1.148). Les transformations naturelles, sont les
transformations naturelles des foncteurs monoidaux (resp. monoidaux et unitaires) qui sont également des transfor-
mations naturelles de foncteurs triangulés.

DEFINITION 2.8.1 — 1- Un 2-foncteur monoidal (resp. monoidal unitaire) est un 2-foncteur :
(H,®): Sch/S —— MonoTR (resp. (H,®,I): Sch/S ——= uMonoTR )

qui & un S-schéma quasi-projectif X associe une catégorie monoidale (resp. monoidale unitaire) (H(X),®x) (resp.
(H(X),®x,1x)) et a4 un S-morphisme f : Y —— X associe un foncteur monoidal (resp. monoidal unitaire) triangulé
fr.
2- Un 2-foncteur monoidal (H,®) est dit un 2-foncteur monoidal homotopique et stable si les deuz conditions
suivantes sont satisfaites :
— Lorsqu’on compose & droite par le 2-foncteur (strict) d’oubli : 9MonoTR ——= TR (resp. uMonoITR ——= TR )
on obtient un 2-foncteur homotopique stable,
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— (Formule de projection). Soit f : Y —— X wun S-morphisme lisse. Les deux morphismes (voir la proposition
2.1.97) :

py: f(f*(A) @y B) —= A®x fp(B') et pa: fp(A Qv [*(B)) — f4(A") @x B
naturels en (A, B) € Ob(H(X))? et (A', B') € Ob(H(Y))? sont inversibles.

3- On obtient la notion de 2-foncteur monoidal symétrique (resp. monoidal symétrique unitaire) homotopique et
stable en faisant les changements évidents.

Remarque 2.3.2 — Etant donné un 2-foncteur monoidal homotopique stable (H,®) on obtient un autre en
remplacant les catégories monoidales (H(X), ®x) par les catégories ®-opposées (H(X), ®%). Ce 2-foncteur monoidal
homotopique stable est appelé le ®-opposé de (H,®). Le passage & (H,®°) permettra de déduire des résultats par
dualité.

Par la suite, on se donne un 2-foncteur monoidal homotopique stable (H,®). On commence par des résultats de
cohérence qu’on déduit directement de la définition 2.3.1. Pour un morphisme lisse f entre S-schémas quasi-projectifs,
les morphismes p, et pg sont les morphismes structuraux du projecteur [f*, fx] obtenu via Padjonction (fx, f*) a
partir du module tautologique [f*, f*] (voir la proposition 2.1.97). On a :

LEMME 2.3.3 — Les isomorphismes de connezion des 2-foncteurs H* et L**Hy induisent un 2-foncteur :

[LissH*, LissH#] . (Sch/s)Liss - s ‘,B'Cﬂj

DEMONSTRATION Ceci se démontre facilement en partant du 2-foncteur [H*, H*] : Sch/S —— Mtod . C.Q.F.D

Remarque 2.3.4 — Soit f: ¥ —— X un morphisme lisse de S-schémas quasi-projectifs. Le fait que les p, et pg
définissent un projecteur bilatére [f*, fx] se traduit par les trois diagrammes commutatifs ci-dessous :

fe(f*A®y (f*Boy ') —> A®x f4(f*Boy ') —~> A®x (B®x f#C")

Nl lN

Pg

fe((f*A®y f*B) ®y C') —— fu(f*(A®x B) ®y C') — (A®x B) ®x f#C"

f2(A' @y f*B) ®y f*C) —2> fu(A' ®y f*B) @x C —2> (fA' ®x B) ®x C

Nl lN

fa(A' @y (f*B®y f*C)) —> f4(A' ®y f*(B®x C)) — f4A' ®x (B® C)

fe(f*Aoy (B' @y f*C)) > A®x f4(B' ®y f*C) 2> A®x (f4B' ©x C)

Nl lN

fe((f*A®y B') @y f*C) 2> fu(f*A®y B) ©x C 2> (A®x f4B') ®x C

avec (4,B,C, A", B',C") € Ob(H(X))? x Ob(H(Y))3.
LEMME 2.3.5 — Soit un carré cartésien de S-schémas quasi-projectifs :

Y’LY
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avec f (et donc f') lisse. Pour (A, B, A', B') € Ob(H(X))? x Ob(H(Y))?, les deux diagrammes suivants :

Fi((fog) A®y g"B') —“= fi(g" f[*A®@y: 9" B') —= fig" (f*A®y B')
#

C*\L lEm*#

Fy(f"g" A @y g™ B') g f4(f*A®y B)

Pgl lpg
Ex*

z ~
g*A Rx: f;léégl*Bl —#> g*A Rx: g*f#B' .~ g*(A ®x f#B')

et
Fiulg™ A @yr (fog')*B) = fl(g"A' ®yr g™ f*B) —> fi,9"(A' ®y f*B)

C*l lEz‘;

f%& (gI*AI ®Y’ fl*g*B) g*f# (AI ®Y f*B)

Pdl lpd
Ew# ~

fy9" A ®x g°B 9" f4+A' ®x g*B g*(f4#A' ®x B)

sont commutatifs.

DEMONSTRATION Le second diagramme s’obtient du premier en remplacant ® par ®°, A par B et B' par A'. Pour
montrer que le premier diagramme est commutatif, on applique le lemme 2.1.105 & la face carrée de tod, :

IO AL A TP

[fl*;fl*] Pz , [f*;f*]
(H(X"), & x/)———— (H(X),®x)
l9%, 9]
formée des quatre modules tautologiques sur f*, g*, f"* et g'*. Dans le diagramme commutatif obtenu, on remplace

I’isomorphisme d’échange Ex** par la composée de deux isomorphismes de connexion du type ¢*. On obtient de cette
facon le diagramme de 1’énoncé. C.Q.F.D

Soit f : Y ——= X un S-morphisme entre S-schémas quasi-projectifs. Le 1-morphismes f* étant monoidal, il
admet un adjoint & droite f, pseudo-monoidal par le corollaire 2.1.91. Si en plus H est unitaire, le 1-morphisme f, est
naturellement pseudo-unitaire. On a méme un 2-foncteur :

H. : Sch/S —— pMiono
adjoint & droite global de la composée : Sch/S ——= Mono C pPono par la proposition 1.1.17.

LEMME 2.3.6 — Soienti: Z ——Y wune immersion fermée de S-schémas quasi-projectifs et A et B des objets
de H(Z). L’accouplement :

i+ A®y 1.B——1i.(A®z B)
est un isomorphisme.

DEMONSTRATION Appelons j I'immersion ouverte complémentaire de i. On a : j*(i+A Qy i.B) ~ (j*i.A) Qv_z
(j*i.B) = 0. Il vient par le triangle de localité que le morphismes d’unité :

ixAQy 1, B — 1,i*(i.A Qy 1. B)
est un isomorphisme. Or, ’accouplement du foncteur pseudo-monoidal i, est donné par la composition :

ivA @y isB —> i,i*(iy A @y i, B) —> iy (i*iy A ® 4 i*i,B) — > i,(A ®5 B)
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La seconde fléche est un isomorphisme puisque i* est monoidal. La troisiéme est également inversible puisque la couinté
de I'adjonction (i*,4.) est inversible. Le lemme est ainsi prouvé. C.Q.F.D

Remarque 2.3.7 — Sous les conditions du lemme précédent, le foncteur i, est un foncteur monoidal. On fera
attention que, dans le cas ou H est unitaire, le foncteur i, n’est pas unitaire mais seulement pseudo-unitaire.

La discussion précédente peut-étre rendue plus précise. En effet, si f : ¥ ——= X est un morphisme de S-
schémas quasi-projectifs, le foncteur f* est un foncteur comonoidal lorsqu’il est muni du coaccouplement inverse de
I’accouplement de f. Par la proposition 2.1.98, I’adjoint & droite f. est naturellement un f*-coprojecteur bilatére. On
notera pour (4, B, A’, B') € Ob(H(X))? x Ob(H(Y))? :

qy: A®x fiB'—— f.(f*A®y B') et ga: f+A'®x B—— f.(A' ®y f*B)
les morphismes structuraux du coprojecteur [f*, f.].

LEMME 2.3.8 — Les isomorphismes de connexion des 2-foncteurs H* et H, induisent un 2-foncteur :

[H*,H.] : Sch/S —— ¢Proj

Remarque 2.3.9 — Soit f: Y —— X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. On a les trois diagrammes
commutatifs ci-dessous :

A®x (BRx f.0') —2 > A®x f.(f*B®y C') —2 = f,(f*A®y (f*B ®y C"))

Nl lw

(A®x B) ®x f.C' —= f.(f*(A®x B) ®y ") —~> f.((f*A®y f*B) ®y C")

(feA' ®x B) @x C — = fi(A' ®y f*B) ®x C —= f.((A' ®y f*B) ®y f*C)

Nl lw

frd ©x (B®C) —2= f.(A' ®y f*(B®x 0)) —= f.(A' ®y (f*B &y f*C))

A®x (f.B' ®x C) 2> A®x fu(B' @y f*C) —2> £.(f*A®y (B' ®y £*C))
(A®x fuB) ®x C —2> f.(f*A®y B) ©x C —> f,(f*A®@y B') ®y f*C)
avec (4, B,C, A", B',C") € Ob(H(X))? x Ob(H(Y))3.
On peut également préciser le lemme 2.3.6 en :

LEMME 2.3.10 — Soiti: Z ——=Y une immersion fermée de S-schémas quasi-projectifs. Les morphismes
structuraux de i*-coprojecteur bilatére i, :

gg: AQy i.B' — i, (i*A®z B') et ga: s A'®y B—1i.(A' ®z i*B)
sont des isomorphismes pour tout (A, B, A’, B') € Ob(H(Y))? x Ob(H(Z))2.
DEMONSTRATION Par définition, les morphismes g, et g; sont donnés par les composées suivantes :
A®y iyB' — = i,i*(AQy ixB') — = i.(i*A Rz i*i.B') — = i.(i*A®z B’)
ivA' @y B —— i4i*(1+A' Qy B) —— (1", A' ® 7 i*B) —— i.(A' ®z i*B)

Dans ces deux composées, les deuxiémes et troisiémes fléches sont inversibles. I1 suffit donc de prouver que les deux
morphismes d’unités :

AQy i,B' —=i,i*(A®y ixB') et  i,A'®y B——i,i*(isA' ®y B)

sont inversibles. En utilisant le triangle de localité, ceci revient & dire que les objets j*(A ®y i.B') et j*(i. A’ Qy B)
sont nuls lorsque j est 'immersion ouverte complémentaire 4 7. Par monoidalité, on a :

(A®y inB') = j*A®y_z j*i.B'= j*A®0=0 et j*(i,A'®y B)=j*i,A'®y_zj*B=0®j*B=0

D’oil le lemme. C.Q.F.D
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. .1 . . . .
2.3.2 Le module [i*,7| pour une immersion fermée i

Pour i : Z——=Y une immersion fermée de S-schémas quasi-projectifs, on a vu que les morphismes structuraux
du i*-coprojecteur i, sont des isomorphismes. on peut donc définir un projecteur [i*,4,] en inversant les morphismes

qq €t qq :

qg_1 D ix(i*A®z B') ——= Ay i, B’ et g7 ¢ ix(A' ®zi*B) —=i,A' ®y B

Le résultat suivant s’obtient immédiatement & partir du lemme 2.3.8 :

LEMME 2.3.11 — Les morphismes de connexion des 2-foncteurs H* et H, induisent un 2-foncteur :

[ImmH*, ImmH*] . (Sch/S)Imm - s (»Btoj

Soit i : Z ——= Y une immersion fermée entre S-schémas quasi-projectifs. On sait par la proposition 1.4.9 que le
foncteur 4, admet un adjoint & droite 3'. Ainsi le i*-projecteur bilatére 4, induit une structure de i*-module bilatére
sur 4'. On a ainsi des morphismes :

ry: *A®zi'B—i'(A®y B) et rq: 'A®i*B—i'(A® B)
naturels en (A4, B) € Ob(H(Y))2. On obtient immédiatement :
LEMME 2.3.12 — Les isomorphismes de connexion de H* et ™ ™H' induisent un 2-foncteur :

[PmH*, "PH'] - (Sch/S)Imm —— 9)tod

Remarque 2.3.13 — Le morphisme *A4 @, i'B —i'(A ®y B) n’est pas un isomorphisme en général. Supposons
pour simplifier que ¢ est une immersion fermée entre deux S-schémas lisses :

Fixons un objet E de H(S) et posons A = i,h*E et B = ¢g*E. On a i*A®i'B = h*E ® Th™ ' (#;)h*E. D’autre part,
i'(A® B) =i'(i,h*E® g*E) = i'(i.(h*E ® i*¢*E)) = h*(E ® E). En général, les deux objets h*E ® Th™ " (A#;)h*E et
h*(E ® E) sont non-isomorphes.

On continue avec quelques diagrammes commutatifs de compatibilité avec les isomorphismes d’échanges :

LEMME 2.3.14 — Soit un carré cartésien de S-schémas quasi-projectifs :

-1
2
- 5

T R
S
Z—tsy

2
—_—

avec i une immersion fermée. Pour (A, B) € Ob(H(Y))?, le diagramme suivant :

p'*l*A T p'*i!B _>pl* (l*A Qv Z'B) —>pl*%'(A Rx B)
Ez*’*@Ez!’*l \LE;(;!’*
Z’*p*A T i'!p*B . 2"(p*A ®r p*B) — l"p*(A ®Rx B)

ainsi que son ®-dual sont commutatifs. En d’autres termes, les morphismes d’échanges Ex** et Ex"* induisent une
face carrée dans la 2-catégorie des bimodules 9Mod :
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(H(Z2),®z) <————— (HY
[i, @]

®
>

DEMONSTRATION On part de la face carrée de ¢91o0 :

['il*, ZI*]
(H(T), ®1) ~———— (H(R),®r)

0" 7 *.7°)
[Ex™* ,Ex™ ]
(H(Z),®z2) W (HY),®y)

formée des comodules tautologiques sur les foncteurs comonoidaux f*, i*, f'* et i"*. Par la version duale du lemme
2.1.105, appliquée aux adjoints & droite 4. et i, de i* et i"* respectivement, on obtient le diagramme commutatif de
2-isomorphismes :

p*(A ®Y Z*Bl) —N>p*l*(l*A ®Z BI) é i;pl* (Z*A ®Z Bl) é il* (pI*Z*A ®T pI*BI)

| |

p* (A Qy i.B') ——=p*A®g p*i B ———=p*AQpr i\p*B' —— i’ (i"p* A @7 p'*B)

Pour tout (4, B') € Ob(H(Y))®O0b(H(Z)). Ainsi, en inversant toutes les fléches, on obtient le diagramme commutatif :

Z-I* (p’*i*A T pI*BI) _~ g i;p'* (l*A Rz BI) —N>p*i*(’l*A Rz BI) —N>p*(A Ry Z*BI)

- N |

i, (i"p*A@r p*B) ——=p*AQRi,p"* B’ p*A®p p*i,B' —— p*(A ®y i.B')

On obtient le résultat recherché en appliquant la seconde partie du méme lemme 2.1.105 (version modules) aux adjoints
a droite i' et i"* de i, et i’, respectivement. C.Q.F.D

COROLLAIRE 2.3.15 — Soit un carré cartésien de S-schémas quasi-projectifs :
R
l”
Y
(S

H(T), le diagramme :

-1
(2
- -

i
- s

ﬁ\
N=—MN

avec p lisse et i une immersion fermée. Pour A € H(Y) et B’

E * . . . . .
pypi (p*i* AT B') et z*p'# (p*i*A®r B') — > i, (i*A®yz p;#B') — S AQy z*p'#B'

Ez*,*l ‘

ppi, (i"p*AQr B') ——pu(p*AQR i\ B') A®y iply B

Ez. 4

A Qy pyil B

*

est commutatif. En d’autres termes, les 2-morphismes Ex™* et Exy . définissent une face dans la 2-catégorie Proj :

(HD), &r) —

[p"™, ] = [p*, p#]
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DEMONSTRATION Par le lemme 2.3.14, les morphismes de connexions Exz** et Ex"* induisent une face de la 2-catégorie
Mod. Le résultat découle de la fonctorialité de la construction 2.1.97, et du fait que le transformé du 2-morphisme
Ex"* par les adjonctions (i.ply, p'*i') et (pyil,i"p*) est le 2-morphisme d’échange Ex. 4. C.Q.F.D

On continue avec :

LEMME 2.3.16 — Soit un carré cartésien de S-schémas quasi-projectifs :
Ty
t’l lt
Z—=X
avec s et t des immersions fermées. Les morphismes de connexions :
Exgh*: prgt — gt Egh* : gt —— ¢l g* et Ez"': g — gy
induisent une face carrée mizte de modules (au sens de la définition 2.1.111) :

[SI*, SI!]

(H(T), @) (HY), ®y)

[t'*, t'!] &ﬁ [t* , t!]

(H(2), ®7) =————— (H(X), &x)
[s*,5]

1%

avec [t*,1'] et [t*, "] considérés avec leur structure de modules a droite et [s*,s'] et [s'*,s"] avec leur structure de

modules & gauche. En d’autres termes, le diagramme suivant est commutatif :

st (A) ®1 t"5' (B) — t"'s*(A) @1 t"s' (B) — t"'(s* (4) ® 7 s (B)) — t"'s'(A ®x B)

| -

s"*t'(A) @ t"*s'(B) —— s"t'(A) @7 s"t*(B) — s'(t'(A) ®y t*(B)) —— s't'(A ®x B)

Pour tout (A, B) € Ob(H(X))2.
DEMONSTRATION On part de la face carrée de 99100 :

(H(2),®z) <W(H(X);@?X)

Plutot que de considérer [t*,t*] et [¢t'*,"*] avec leur structure de module & gauche, on va les considérer comme des
comodules & droite. Il est alors immédiat qu’on a une face carrée mixte de modules et comodules :

[SI*, Sl!]

(H(2), ®7) =————— (H(X), &x)
[s*, 5]
formée des modules & gauche [s*,s'] et [s'*,s"] et des comodules & droite tautologiques sur t* et ¢'*. Il vient par le
lemme 2.1.119 que le diagramme suivant, :

§*t.(A') ®7 §'(B) — s'(t.(A') ®@x B) s't(A' ®y 5*(B)) ——> t,s"(A' ®y s*(B))

| |

s (A) @7 (B) — = (s (4') @1 £ (B) —= £L(s"(4') @1 8" (B)) — t.s" (4’ @y #*(B))
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est commutatif pour tout (A', B) € Ob(H(Y)) x Ob(H(X)). L’inversibilité des flaches marquées découle de 2.3.10 et
du théoréme de changement de base pour une immersion fermée (voir la proposition 1.4.15). Ainsi, en renversant le
sens des fléches :

§'(t(A") ®x B) — s't,(A' ®y s*(B)) — t's" (A’ ®y s*(B))

s*t.(A) ®7 s (B) ——=t.s"(A") ®7 s'(B) ——t.(s" (A" ®r t"*s'(B))

on obtient un nouveau diagramme commutatif :

ti(s™(A") @7 t"s'(B)) — t,s"*(A") ®z s'(B) — s*t.(4') @z s'(B) — s'(t.(4') ®x B)

| |

t. (s (A") @1 s"'t*(B)) ——=t' s"(A' ®y t*(B)) — s't, (A’ ®y t*(B)) — s'(t.(4') ®x B)
Pour conclure, on applique la seconde partie du lemme 2.1.115 aux :
— deux modules & gauche [s*, s'] et [s'*,s"],
— deux projecteurs a droite [t*, ,] et [t"*,.],
— aux 2-morphismes : Ez"* : pixg! — o'px | (Ext)~!: ths"™* —= s*t, et Bzl : t.s" — s't, .
Le lemme est prouvé. C.Q.F.D

2.3.3 Structure monoidale et équivalences de Thom

Dans ce paragraphe, on verra que les couples [1, Th(.4')] et [1, Th™}(.#)] sont naturellement des modules bilatéres
pour tout &x-module localement libre sur un S-schéma quasi-projectif X.

DEFINITION 2.3.17 — Soient X un S-schéma quasi-projectif et A un Ox-module localement libre de rang fini.

1- On définit une structure de idy(x)-projecteur bilatére sur Th(4") en prenant la composition des 1-morphismes de

Proj - [p*, px]o[s*, s«] = [s*p*, Th(A)] et en identifiant s*p* au foncteur identité via les isomorphsimes de connezion.
En particulier, on dispose pour (A, B) € H(X) des isomorphismes :

(Th(A)A) ®x B<——Th(A)(A®x B) —= A®x (Th(A4)B)
2- On définit une structure de idy(x)-module bilatére sur Thfl(e/V) en prenant la composition des 1-morphismes de
Mod : [i*,i'] o [p*, p*] = [i*p*, Th' (A)] et en identifiant s*p* avec le foncteur identité de H(X) via les isomorphismes

de connexion. En particulier, on dispose pour (A, B) € H(X) des isomorphismes :

(Th™ (A)A) ®x B——>Th }(A#)(A®x B) <— A®x (Th™'(A#)B)

La proposition suivante regroupe quelques faits évidents concernant les équivalences de Thom :

PROPOSITION 2.3.18 — Soit X un S-schéma quasi-projectif et A un Ox-module localement libre de rang fini.
Ona:
1. Les morphismes structuraux du projecteur [1, Th(A")] définissent une structure de idy(,)-comodule bilatére sur
le foncteur Th(A),

2. Les inverses des morphismes structurauz du projecteur [1, Th(A")] définissent une structure de idy(x)-module et
une structure de idyx)-coprojecteur sur le foncteur identité de H(X),

3. Les morphismes structuraux du module [l,Thfl(e/V )] définissent une structure de idy(x)-coprojecteur bilatére
sur le foncteur Th™'(A),

4. Les inverses des morphismes structuraux du module [1, Th(A")] définissent une structure de idy(x)-projecteur et
une structure de idy(x)-comodule sur le foncteur identité de H(X),

5. Les adjonctions (Th(A), Th™1(A)) et (Th™1(A), Th(A)) transforment le module (resp. projecteur, comodule,
coprojecteur) [1, Th(A")] en le projecteur (resp. module, coprojecteur, comodule) [l,Thfl(e/V)] et vice versa.

PROPOSITION 2.3.19 — Soient X un S-schéma quasi-projectif et & un Ox-module localement libre de rang fini.
Soit f: Y ——= X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Les morphismes de commutation auz équivalences
de Thom :

f*oTh(A) ——=Th(f*A) o f* et f*oTh ™ (A)——=Th ' (f*A)o f*
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induisent des 2-morphismes de modules :

(7%, 7= o Th(A)] = [F*, F*] o [L, Th(A)] —— [f*, Th(f*A) o f*] = [L, Th(f*A)] o [f*, f*]

(£, fr o Th (M = [F*, F*] o [LThH (A)] ——[f*, ThT (f*A) o f*] = [L ThT (f* A )] o [f*, f7]
En d’autres termes, les deux diagrammes suivant :
f*(A) @y f*Th(A)B fr(A®x Th(A)B) f*Th(A)(A®x B)

| |

f*(A) @y Th(f*A)f*B ——Th(f*N)(f*A®y [*B) — Th(f*#)f*(A®x B)

f*(A) &y f*Th=H(A)B f*(Aex Th™{(A)B) f*Th(A#) (A @x B)
frA) @y T (f*A) f*B——=Th™ (f*#)(f*A®y f*B) —=Th™'(f*#)f*(A ®x B)
ainsi que leurs ®-duauz sont commutatifs pour tout (A, B) € Ob(H(X))?

DEMONSTRATION On traite d’abord le cas de équivalence Th™'(.#"). On considére le diagramme commutatif :

Y V() Ly

T

X —2 s>V —Lsx

. . —1 4
Le morphisme de commutation avec Th™ " est la composée :
! Ez*' Ez**
f*s.p* N Sl.fl*p* N Sl.pl*f*

Le résultat découle alors du fait que les 2-morphismes ci-dessus sont des morphismes de f*-modules par 2.3.14.
Pour ’équivalence Th(4"), on applique le lemme 2.1.105 & la face carré de Moo :

[F*, F*] o [L, Th™H (A)] —— [L, Th (f*A)] o [f*, f*]
et a Padjonction (Th(A"), Th™!(#)). On obtient alors immédiatement le diagramme commutatif recherché. ¢.Q.F.D

PROPOSITION 2.3.20 — Soient X un S-schéma quasi-projectif et & un Ox-module localement libre de rang fini.

Soit f: Y ——= X wun morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Les morphismes de commutation auz équivalences
de Thom :

Th(A) o fo — fu o Th(f*.A) et Th™ (A ) o fo — fuo ThL(f*A)

induisent des 2-isomorphismes de coprojecteurs :
[f*, Th(A) o fu] = [L, TR(A)] o [F*, fu] —[F*, fu o Th(f*A)] = [f*, fu] o [1, Th(f*.A")]

[f*, Th= (A) o £] = [L,ThT (M) o [f*, fu] —[f*, fu o ThTH(f* A )] = [f*, ful o [Lo ThTH (f*A)]
En d’autres termes, les deur diagrammes suivants :
A@x Th(AN)fuB' —— AQx f . Th(f* N/ )B' —— f.(f*AQy Th(f*A4)B')

l l

Th(A)(A®x fuB') —= Th(A) [u(f*A®y B') — L.Th(f*A)(f*A®y B')

A®x Th™Y(A)f. B’ Aex fTh Y (f*AH)B' — fu(f*A@y Th™' (f*#)B')

l |

Th™ (N )(A®x fB') — Th™ (N f(f*A®y B') — £.Th ' (f* 4 )(f*A®y B)
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ainsi que leurs ®-duauz sont commutatifs pour tout (A, B') € Ob(H(X)) x Ob(H(Y)).

DEMONSTRATION Les trois modules [f*, f*],[1, Th(.#")] et [1, Th(f*.4#")] sont naturellement des comodules. On obtient
la partie de ’énoncé concernant ’équivalence de Thom inverse Th™!(_.#") en utilisant la fonctorialité et la compatibilité
avec la composition de la construction 2.1.98. La partie concernant 1’équivalence de Thom Th(A4") est traité de la méme
maniére. C.Q.F.D

Par le méme raisonnement, on démontre aussi :

PROPOSITION 2.3.21 — Soient X un S-schéma quasi-projectif et N un Ox-module localement libre de rang
fini. Soit f : Y ——= X un morphisme lisse de S-schémas quasi-projectifs. Les morphismes de commutation aux
équivalences de Thom :

faoTh(f*N) ——=Th(AN)fx et froTh ' (f*#) ——=Th ' (A)fs
induisent des 2-isomorphismes de projecteurs :

(7% fge o Th(f* A = [f*, F] o [LLTh(f*A)] ——[f*, Th(A) o fy] = [1, Th(A)] o [f*, f#]

[F*, fa o ThTH(F* A = [f*, fl o [LThTH(f* )] ——[F*, ThH(A) 0 fp] = [L, Th = (A)] o [f*, f]

En d’autres termes, les deur diagrammes suivants :

fe(ffA®y Th(f*A)B') —— A®x f4Th(f* N )B' ——— A®@x Th(A) f4B'

l |

faTh(f*(A)(f*A @y B') — Th(A) f4(f*A @y B') —= Th(A#)(A ©@x f4B')

f#(f*A®y ThH(f* N )B') ——= A®x f4Th ' (f*N#)B' ——= A@x Th™ (A) f4B’
FaThH(fH(AN(f*A®y B') —=Th Y (A) f(f*A®y B') —=Th (AN )(A&x [4B')
ainsi que leurs ®-duauz sont commutatifs pour tout (A, B') € Ob(H(X)) x Ob(H(Y)).

PROPOSITION 2.3.22 — Soient Y un S-schéma quasi-projectif et & un &y -module localement libre de rang fins.

Soiti: Z ——=Y un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Les morphismes de commutation aux équivalences
de Thom :
Th(i*A) 0i' —1i' o Th(A) et Thl(*A)oi' —=i' o Th 1 (A)

induisent des 2-isomorphismes de modules :

[i*, Th(i*A) 0 i'] = [1, Th(i* .A)] o [i*,43'] —— [i*,4' o Th(A)] = [i*,4'] o [1, Th(A)]

[i*, Th ' (i* A) 0i'] = [1, Th ' (i* A )] o [i*,i'] — [i*,4' o Th™(A)] = [i*,i"] o [1, ThH(A)]

En d’autres termes, les deuz diagrammes suivants :

*(A) ®7 Th(i* A )i (B) —= Th(i* A4)(i*(4) ®7 ' (B)) —= Th(A)i'(A @y B)

l

i*(A) ® 7 i'Th(A)(B) ——i'(4 @y Th(A)(B))

i'Th(A)(A ®y B)

i*(A) ®7z Th™1 (i* A)i'(B) —— Th™ (i* A) (i*(A) ® z i'(B)) — Th™(A)i'(A ®y B)

| l

i*(A) @7 ' Th™ (A)(B) i'(AQy Th™H(A)(B)) ———i'Th™ (A ) (A Qy B)
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ainsi que leurs ®-duaux sont commutatifs pour tout (A, B) € Ob(H(Y))2.

DEMONSTRATION L’assertion pour le module [1, Th™'(_#")] découle immédiatement du lemme 2.3.14. Pour 1’équiva-
lence de Thom Th(.#") on applique le lemme 2.1.105 & I’adjonction (Th(A4"), Th™'(A)). C.Q.F.D

Comme corollaire, on peut démontrer :

PROPOSITION 2.3.23 — Soit X un S-schéma quasi-projectif. On suppose donnée une suite exacte de &x-modules
localement libres de rang fini :

0 N M Z 0

Les diagrammes :

Th(#)(A ®x B) —= Th(Z)Th(A)(A ®x B) — Th(£)(A ®x Th(.#)B)

l |

A®x Th(.#)B A®x Th(Z)Th(A#)B

Th™ ' (#)(A®x B) —=Th (L) Th ' (A#)(A®x B)—=Th 1 (Z)(A®x Th™(A)B)
A®x Th™ (#)B A®x ThH(L)Th H(A)B

sont commutatifs. En d’autres termes, l'isomorphisme de composition est un 2-morphisme de modules. La méme chose
s’applique pour les Th_l(—).

DEMONSTRATION En effet, par définition, 'isomorphisme de composition des équivalences de Thom inverses Th™! (=)
est une composée d’isomorphisme de connexion de type c* et ¢' et d’un isomorphisme d’échange de type Ez'*. Par
le lemme 2.3.14, ces 2-morphismes sont des morphismes de modules. Les détails sont laissés aux lecteurs. La partie
concernant les équivalences de Thom Th(—) s’obtient en utilisant les adjonctions (Th(—=), Th™'(=)). C.Q.F.D

On continue avec des compatibilités mixtes :

PROPOSITION 2.3.24 — Soient X un S-schéma quasi-projectif et N un Ox-module localement libre de rang
fini. Soit f: Y ——= X wun morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Les diagrammes suivants :

Th(A)(A) ©x fu(B') — f(f*Th(A)(4) @y B') — fu(Th(f*A)f*(4) @y B')

| |

Th(A)(A@x fu(B')) — Th(A)[.(f*(A) @y B') — f.Th(f*A)(f*(A) @y B')

Th™' (A)(4) ®x fo(B') —= £.(f*Th  (AH)(4) ®y B') —= £ (Th™ (f*AH) f*(4) @v B')

! l

Th™ (A )(A®x fu(B) — Th™ () fu(f*(4) @y B') —= LTh™ (f*A#)(f*(4) @y B')
ainsi que leurs ®-duauz sont commutatifs pour tout (A, B') € Ob(H(X)) x Ob(H(Y)).

DEMONSTRATION 11 suffit d’appliquer le lemme 2.1.115 & la face carrée mixte de modules et comodule ayant pour
cotés [1, Th(A)], [L, Th(F*A)], [£, £*] et [£*, £*]. C.Q.F.D

Lorsque f est lisse, on a une version de la proposition précédente pour le foncteur fz. On laisse aux lecteurs le
soin de formuler 1’énoncé correspondant et de trouver le lemme qui le démontre. On passe & :

PROPOSITION 2.3.25 — SoientY un S-schéma quasi-projectif et & un Oy-module localement libre de rang fini.
Soit i : Z ——=Y wune immersion fermée. Les diagrammes suivants :

P*Th(A)(A) @4 i'(B) ———i'(Th(A)(A) Qy B) i'Th(A)(A ®y B)

| T

Th(i* A )i* (A) ® i (B) —= Th(i*A)(i*(A) @y i (B)) — Th(i*.A4)i' (A @y B)
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*Th™ (A (A) ®z i'(B) i'(Th™(A#)(A) ®y B) i'Th™(A)(A ®y B)

! !

“Hi* A )i*(A) ®7 i (B) —= Th™ ! (i* A (i*(A) ® z i*(B)) — Th™' (i* #)i'(A @y B)

sont commutatifs. En d’autres termes, on a deux faces carrées mixtes de modules :

(H(T),®z) (H(Y),®y) (H(T),®z) =~—— (H(Y),®y)
[1, Th(f*A)] Z, [L, Th(A)] et [LTh™'(f*A)] Z [L, Th='(A)]
(H(Z),®z) (H(X),®y) (H(Z),®z2) (H(X),®y)

DEMONSTRATION Le résultat pour les équivalences de Thom inverses Th™ (=) découle immédiatement des lemmes
2.3.14 et de 2.3.16. Le cas des équivalences de Thom Th(—) s’obtiennent en appliquant le lemme 2.1.115 et en réar-
rangeant le sens des fléches dans le diagramme commutatif obtenu. C.Q.F.D

Comme application de 2.3.19 et 2.3.25 on obtient facilement le résultat suivant :

COROLLAIRE 2.3.26 — Soient X un S-schéma quasi-projectif et N et A deur Ox-module localement libre de
rang fini. Les diagrammes suivants :

Th(A")(A) ®x Th(.A#)(B) — Th(A")(A @x Th(A4)(B)) — Th(A)Th(.#)(A ©x B)

| |

Th(A)(A) @x Th(#)(B) —— Th(#)(Th(A)(A) x B) —— Th(#)Th(A)(A ®x B)

Th™(A)(A) @x Th ' (#)(B) —= Th ™ (A)(A@x Th™ (#)(B)) — Th™(A)Th™ (#)(A ®x B)

| |

Th™ () (A) @x Th™ (#)(B) —= Th™ () (Th ™ (A#)(A) x B) —= Th™ (#)Th™ (A )(A®x B)

Th(A)(A) @x Th™H(#)(B) —= Th(A)(A®x Th 1 (A#)(B)) —= Th(A)Th  (#)(A ®x B)

| |

Th(A)(A) @x Th™ (#)(B) — Th™ (#)(Th(A)(A) @x B) — Th™ (#)Th(AN)(A®x B)

sont commutatifs pour tout (A, B) € Ob(H(X))2.

2.3.4 Le module [f*, f'] lorsque f est lisse

DEFINITION 2.3.27 — Soit f : Y ——= X wun morphisme lisse de S-schémas quasi-projectifs. On définit une
structure de f*-module bilatére sur f' en prenant la composée des 1-morphismes de 9Mod :

[1, Th(Q)] o [F*, ] = [F*, /']
En particulier, on a les isomorphismes : f*A® f'B——— f'(A® B) naturels en (4, B) € Ob(H(X))?2.
LEMME 2.3.28 — Les bi-modules [f*, f'] s’organisent naturellement en un 2-foncteur :

(Sch/S)Liss —— Mo
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DEMONSTRATION Il s’agit de montrer qui les isomorphismes de connexions des 2-foncteurs H* et H' induisent des
morphismes de modules. Mais par définition, les isomorphismes de connexions de H' sont essentiellement des composées
de morphismes de commutation de f* avec des équivalences de Thom ainsi que des morphismes de composition. Le
lemme découle alors de 2.3.19 et 2.3.23. C.Q.F.D

On aura besoin de deux faces carrées mixtes :

LEMME 2.3.29 — Soit un carré cartésien :

1]

W —=v

f'l f
U

— X
de S-schémas quasi-projectifs avec f et g lisses. On a une face carrée mixte de modules :

HOV), ew)—290 ), o)

(HU),®v) <————— (H(X),®x)
9%, 9]

formée des modules a gauche [g*,g'] et [9'*,g"] et des modules a droite [f*, f'] et [f'*, f"'] ainsi que les 2-morphismes :

Exh* - f/*g! S g/!f* , Ezh* - gl*f! S fl!g* et Exbt - g/!f! S f/!g!

DEMONSTRATION Ceci est une conséquence facile de 2.3.19 et 2.3.23. C.Q.F.D
On a de méme :

LEMME 2.3.30 — Soit un carré cartésien :

]
2

W—V

f'l f
7 —

K3

de S-schémas quasi-projectifs avec f lisse et i une immersion fermée. On a une face carrée mizrte de modules :

[il*’ i/!]

(HW), ®w) (H(V),®v)
£, f™ Z [, 7]
(HU),®z) (H(X),®y)

[i*, ]
formée des modules a gauche [i*,i'] et [i'*,i"] et des modules a droite [f*, f'] et [f'*, f"] ainsi que les 2-morphismes :
!

Em!’* . f'*i! S i”f* , E."L'!’*: i'*f! S f”i* et Ex't - il!f! S f”i!

DEMONSTRATION C’est une conséquence facile de 2.3.14 et 2.3.25. C.Q.F.D
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2.3.5 Le module [f*, f'] pour f quelconque

On voudrait recoller les deux 2-foncteurs :
[ImmH*,ImmH!] . (SCh/S)Imm Mod et [LiSSH*,LiSSH!] . (SCh/S)LiSS Mod

en un 2-foncteur :
[H*,H']: Sch/S —— oo

Etant donné un S-morphisme f: X — Y entre S-schémas quasi-projectifs, on peut trouver, une factorisation
f = posavec p lisse et i une immersion fermée. On déduit alors un module [f*, f'] en prenant la composée :

[5*, 5o [p", p'

et en identifiant f* avec s*p* et f' avec s'p' via les isomorphismes de connexions. La difficulté est de prouver I’indé-
pendance des modules obtenus du choix de la factorisation. La preuve de cette indépendance est basée sur le résultat
clef suivant :

THEOREME 2.3.31 — (Compatibilité avec lisomorphisme de pureté) Supposons donné un diagramme commutatif
(D) de S-schémas quasi-projectifs :
Y ——=X
N
Z

avec s une immersion fermée et f et g lisses. Pour (A, B) € Ob(H(Z))2, le diagramme ci-dessous :

s*f*A®y s'f*B s'(f*A®x f*B) s'f*(A®z B)

Hl |n

g*A®y Th™'(A;)g* B —— Th™ ' (A;)(g* A ®y ¢*B) — Th™'(A;)g* (A ®z B)

est commutatif ainsi que son analogue avec ®°.

Un diagramme (D) sera dit bon si la conclusion du théoréme ci-dessus est satisfaite pour (D). On commence par
le lemme :

LEMME 2.3.32 — Soita: R——= X un morphisme lisse. Formons un carré cartésien au dessus de Z :

Tt
:
Y

—>R

s

la
N}

Pour tout A et B de type fini, les diagrammes suivants :

a*(s*f*AQy s'f*B) a*s'(f*A®x f*B) a*s'f*(A®z B)

| l

a*(g*A @y Th™' (A;)g* B) — a*Th™' (A;)(¢*A ®y ¢g*B) — a*Th™!(A4;)g* (A @7 B)

t*(fa)* A®r t'(fa)* B ————t/((fa)* A®r (fa)*B) — = t'(fa)*(A ®z B)

| |

(9a)* A ®r Th™" (A)(9a)*B ——Th™" (H)((9a)* A ® (9a)* B) — Th™" (A4)(9a)*(A ®z B)

sont isomorphes.



288 CHAPITRE 2. COMPLEMENTS SUR LES 2-FONCTEURS HOMOTOPIQUES STABLES

DEMONSTRATION Considérons le diagramme suivant :

t*(fa)*A®Tt!(fa)*B—>t*a*f*A®Tt’a*f*B—>a*s*f*A®Ta*s!f*B—>a*(s*f*A®y S!f*B)

l | |

t((fa)*A®r (fa)*B) —=t'(a* f*A®p a* f*B) — = t'a*(f*A ®x f*B) —=a*s'(f*(4) ®x f*B)

l | |

t'(fa)*(A®z B) ta*f*(A®z B)———a*s'f*(A®z B)

Le rectangle (1) est commutatif puisque les isomorphismes d’échanges Exz** et Ez'* définissent une face carrée
dans la 2-catégorie : 9Mo0d. D’autre part, le rectangle (2) est commutatif puisque l’isomorphisme de connexion :

(fa)* —— a*f* est une transformation naturelle de foncteurs monoidaux. Il vient que notre diagramme est com-

mutatif. Notons également que toutes les fléches horizontales de ce diagramme sont inversibles.
De I’autre coté, on considére le diagramme :

(9a)* A ®r Th™ (A)(9a)*B ——=Th™" (H)((9a)* A ®r (9a)* B) —= Th™" (A)(9a)*(A ®z B)

a*g*A @7 Th™ (A)a*g* B —— Th™ (A)(a*g* A @7 a*g*B) )

a** A7 a*Th ™ (A)g*B  3)  Th™'(AH)a*(¢*A Qy g*B) —— Th™ (A)a*9*(A @4 B)

a*(9*A®y Th™' (A5)g"B) — = a*Th™ ' (A)(9*A®y ¢g"B) — = a*Th™' (A;)g* (A ®7 B)

Le carré (3) est commutatif puisque les isomorphismes de commutation des équivalences de Thom avec a* induisent
des morphismes de modules. Le rectangle (4) est commutatif pour la méme raison que la commutativité du carré (2).
On déduit alors que notre diagramme est commutatif. Notons également que toutes les fléches de ce diagramme sont
inversibles.

De méme, les deux diagrammes suivants :

t*(fa)* A®rt'(fa)* B —= (9a)*A ®r Th™ ' (A)(ga)* B

t*a* f*A Q7 t'a* f*B a*g*A @1 Th™ (A)a*g*B

a*s*f*A @7 a*s'f*B — a*g* A @r a*Th_l(A/s)g*B

a*(s*f*A®y s'f*B) — a*(g* A ®y Th™*(A;)g*B)

t(fa)*(A®z B) t'a* f*(A®z B) a*s'f*(A®z B)

l l

Th™"(AH)(9a)*(A®z B) — Th™ ' (H)a*g*(A®z B) — a*Th™ ' (A;)g* (A @z B)

sont commutatifs. Ceci découle immédiatement de la compatibilité de I'isomorphisme de pureté avec les restrictions
suivants les morphismes lisses. Il est facile, & partir de 14, de fournir un isomorphisme entre les deux diagrammes de
I’énoncé. C.Q.F.D

COROLLAIRE 2.3.33 — Gardons les notations du lemme précédent. Notons (D') le diagramme obtenu en com-
posant a avec g et f. Supposons que le foncteur a* : H(Y) ——=H(T) est fidéle. Alors si (D') est bon, il en est de
méme de (D).
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Muni de ce corollaire, on peut établir un cas particulier du théoréme 2.3.31 :

PROPOSITION 2.3.34 — Les diagrammes du type :

avec f lisse, sont bons.

DEMONSTRATION Par 'astuce de Jonalolou, on peut trouver un torseur a : T — Z sous-un fibré vectoriel avec T’
un schéma affine (on utilise ici le fait que la base S admet une famille ample de fibrés en droites). Le foncteur a* est
fidéle puisque par homotopie, asa* ~ 1. Il vient par le lemme 2.3.32 qu’on peut remplacer Z par T et X par X x5 T.
On se raméne ainsi & traiter le cas ou Z est un schéma affine.
Posons V = V(4;) avec A4 le faisceau normal de ’immersion s. Puisque Z est affine, on peut trouver un diagramme

commutatif :

Z—=X

| .

Z

\

avec e étale, sg la section nulle. De plus, on peut supposer que le carré du diagramme ci-dessus est cartésien. Toujours
par le lemme 2.3.32, on se raméne 3 traiter le cas ou f est la projection d’un fibré vectoriel V(.#) (avec # un &z-
module localement libre) et s 'inclusion de la section nulle. Mais dans ce cas, 'isomorphisme de pureté coincide avec
Iisomorphisme Th™" (#;) ~ Th™' (.#) = s' f* induit par I'isomorphisme .#; ~ .#. La conclusion de la proposition est
claire dans ce cas. C.Q.F.D

o
|

Avant de traiter le cas général, on démontre le lemme suivant en se base de maniére essentielle sur le cas particulier
qu’on vient de traiter.

LEMME 2.3.35 — Supposons donné un diagramme commutatif :

Z—tsy—*sx

Z

avec f et g lisses et t et s des immersions fermées. Pour (A, B) € Ob(H(Z))? le diagramme suivant :

t(s*f*A®y s'f*B) ——————t's'(f*A®x f*B) ————————t's' f*(A®4 B)

| |

t'(g* A @y Th™! (A;)g"B) —=t'Th ™' (A;)(g" A®y ¢"B) — t'Th™(A;)g" (A ®7 B)
est commutatif.

DEMONSTRATION Considérons le diagramme () suivant :
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ts* fFAQ S f* B ——=t*¢g*A @ t' Th }(A;)g*B —— t*¢*A @ Th {{t* #)t'g*B —— A @ Th (t* 4;) Th }(A4)B
(1) ~ (5) l~
t(s*f*A® ' f*B) — =t (g*A Q TR Y(A)g*B) 3 TR (t* A;)(t*g*A @ '9*B) —— Th '(t* ;) (A ® TH ' (A)B)

t's'(f*A® f*B) @ tThH () (g*A® ¢*B) —— Th ' t* )t (g*A® g*B)  (6) Th'(t*4;)Th () (A ® B)

: | e ) i)
t's'f*(A® B) ——=t'Th {(4;)g"(A ® B)

TH(t*A;)t'g5(A ® B)

ThY(t* A, ;) (A® B)

Les carrés numérotés (1), (4) et (6) sont clairement commutatifs. Le diagramme numeéroté (2) est celui dont on cherche
a prouver la commutation. Le diagramme (3) commute par 2.3.22. La commutation du diagramme (6) découle de la
proposition 2.3.34 appliquée au triangle commutatif :

Z\i\}

D’autre part, par le lemme ci-dessous, toutes les fleches du diagrammes () (sauf peut-étre ceux du sous-diagramme
(2)) sont inversibles. Il vient que pour prouver la commutation du sous-diagramme (2), il suffit de montrer que le bord
de (%) est commutatif. Pour montrer cela, on applique encore une fois la proposition 2.3.34 au triangle commutatif :

pour obtenir la commutation du diagramme :

(sot) f*A®z (sot)' f*B——=(sot)(f*A®x f*B) (sot)'f*(A®z B)

| l

A®z Th™ (Ho)B———— Th™ (N0t (A @z B) — Th™ (N0¢) (A 7 B)

En utilisant la compatibilité de ’isomorphisme de pureté avec la composition des immersions fermées et le fait que
les isomorphismes de connexion ainsi que ceux de composition des équivalences de Thom sont des isomorphismes de
modules, on peut développer ce diagramme pour obtenir le bord de (x). Ceci prouve le lemme. C.Q.F.D

Pour compléter la preuve du lemme 2.3.35, il nous reste & montrer :
LEMME 2.3.36 — Gardons les notations du lemme précédent. Les fleches suivantes :
t*g* A t'Th™(A;)g*B —=t'(g*A ® Th™ ' (A;)g*B) et t*g*A®t'g*B——t'(g* A® ¢g*B)

sont inversibles.

DEMONSTRATION La question étant locale pour la topologie de Nisnévich, on se raméne immédiatement au cas ol
N; est libre de rang r. 11 vient que Th™'(A;)g*B ~ g*(B(—r)[—2r]). On doit donc traiter uniquement le second
morphisme.

Pour le second morphisme, on utilise le diagramme commutatif de la proposition 2.3.34 :

t'g*A®z t'g*B t'(g*A®y g*B) tg*(A®z B)

| N .lw

A®y; Th Y (A)B ——=Th ' (A)(A®; B)——=Th Y (A#)(A®4 B)
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D’ou le résultat. C.Q.F.D

Achevons la preuve du théoréme 2.3.31. On forme la diagramme commutatif :

Y—>YXZY—>XXZY

Y~

Par le lemme ci-dessus appliqué aux objets g*A et g*B, on a le diagramme commutatif :

Al(s™ f™*(g* A) ®y x v 8" f*(9*B)) Al(prs(g*A) ®y x,y Th™ (Ae)pr3(9*B))

| |

A's"(f*(g*A) ®xx,v (9" B)) ATh™ (A3 (pr3 (9" A) @y, v pr3(9*B))
A's" (9" A®y g*B) A'Th™! (Ay)pr3(g*A ®y g*B)

Ce diagramme est clairement isomorphe au diagramme ci-dessous qui est donc également commutatif :

Al(s™(go f)*A®yx,y §"(g0 f)*B) Al((gopr2)* A @y gy Th™ (Ae)(g 0 pra)*B)

| |

A's"((go f)*A®xx,v (go f')*B) A'Th™ (A1) ((g o pra2)* A @y x5y (g0 pra)*B)
Als'(go f')*(A®z B) A'Th™!(Ay)(g o pra)*(A®z B)

En appliquant le lemme 2.3.32 & :
YxzY —2> X xz¥

Y ? X
\lf
Z

et en utilisant les égalités go f' = fopr; et gopry = g o pry on déduit que le diagramme suivant est commutatif :

Alpri(s* f*A®y s' f*B) ————— A'pri(g* A @y Th™}(A;)g* B)

| |

A'pris'(f*Aex f*B) A'priTh™ (A) (9" A ®y g*B)

| |

Alpris' f*(A®y B) Alpria*Th™(A4;)g*(A®7 B)

Ainsi, on a prouvé que le diagramme qui nous intéresse devient commutatif si on applique le foncteur A~lpri ~
Th_l(Qg). Mais les foncteurs de Thom Th_l(—) sont pleinement fidéles puisque ce sont des équivalences. Le théoréme
est prouvé.

Le théoréme 2.3.31 se réécrit :
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COROLLAIRE 2.3.37 — Supposons donné un diagramme commutatif de S-schémas quasi-projectifs :

y —2=X

N

Z

avec s une immersion fermée et g et f des morphismes lisses. Alors le diagramme suivant :

SfFAQS f'/B———9g*A®¢'B

|

s'(f*A® f'B)

!

s'f'(A® B)

g'(A® B)

est commutatif.

DEMONSTRATION Considérons le diagramme suivant :

s*f*A®y s'Th(Q) f*B — s* f*A ®y Th(s*Q;)s' f*B —— g* A @y Th(s*Q;)Th~'(A;)g*B

s'(f*A@x Th(Q)f*B) Th(s*Qf)(s* f*A ®y ' f*B) —= Th(s*Qy)(g"A @y Th™' (A;)g"B)
(1)
s'Th()(f*A @y f*B) Th(s*Qp)s'(f*A® f*B) @ Th(s*Q;)Th™(A;)(9* A @y g*B)

$'Th(Qy)f*(A ®z B) — Th(s*Q)s' f*(A ®z B) —— Th(s*Q;)Th ' (A)g*(A ® B)

La commutation du rectangle (1) découle de 2.3.22. La commutation du rectangle (2) découle de la compatibilité avec
I'isomorphisme de pureté 2.3.31. Il vient que notre diagramme est commutatif. Pour terminer, il reste & montrer que
le diagramme suivant :

g*A®y Th(s*Qf)Th™ ' (A;)g*B

9*A®y Th(Q,)g*B

Th(s*Qy)(g* A @y Th™' (A;)g*B)

Th(s*Q;)Th™ 1 (A:)(9* A @y g*B) — Th(Q,)(9*A ®y ¢*B)

Th(s*Qs)Th™! (A;)g*(A ®z B) — Th(Q,)g*(A ®z B)
est commutatif. Ceci découle immeédiatement du fait que le 2-isomorphisme de composition :
Th(Qy) —= Th(s*Q;)Th~!(A4)
est un morphisme de idy(y)-modules. C.Q.F.D
On peut maintenant prouver le théoréme suivant :

THEOREME 2.3.38 — Il existe un 2-foncteur contravariant :

[H*,H]: Sch/S —— Mod
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qui coincide avec [f™mmH* ImmH'] et [LFissH* LissH'] lorsqu’on se restreint a (Sch/S)!™™ et (Sch/S)% s respectivement.

DEMONSTRATION Soit f : ¥ —— X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Il suffit de montrer ’indépen-

dance de la factorisation du module [f*, f']. Supposons données deux factorisations de f en po s et p' o s’. On se

raméne immédiatement aux cas ou il existe un diagramme commutatif :

YL).—I))X

s' P’

Y ——e——> X

avec i une immersion fermée. On sait que les isomorphismes de connexions :
I*x

[S ,8”] A [8*, 8!][i*,i!]

sont des morphismes de modules puisque s, s’ et 7 sont des immersions fermées. Il suffit donc de montrer que les
isomorphismes de connexion induisent un morphisme de modules :

[p*, '] —— [i*,¢'][p", p"]
Ceci est vrai par le corollaire 2.3.37. C.Q.F.D

Soit f : ¥ —— X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. En utilisant ’adjonction (fi, f') on déduit &
partir du f*-module bilatére [f*, f'] un projecteur bilatére [f*, fi]. On a de méme :

COROLLAIRE 2.3.39 — Les isomorphismes de connexion de H* et Hy fournissent un 2-foncteur covariant :

[H*,Hy] : Sch/S — Proj

Ce projecteur présente quelques avantages sur le module dont il provient & cause de :

THEOREME 2.3.40 — Soit f : Y —— X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Pour tout (A, B, A', B") €
Ob(H(X))2? x Ob(H(Y))? les morphismes :

h(f*fA®y B') —— A®x fi(B) et H(A" ey f*B) — fi(A") ®x B

sont des isomorphismes.

DEMONSTRATION On traite uniquement la premiére fleche, la seconde découle par ®-dualité. Il suffit de prouver la
proposition dans le cas ou f est lisse et puis dans le cas oul f = i est une immersion fermée.
1- Si f est lisse, notre morphisme est la composée :

FaTh Q) (f*A®y B') — fu(f*Acy Th 1 (Q;)B) —= A@x f4Th ' (Q5)B

Les deux fléches qui figurent dans cette composition sont inversibles (voir la définition 2.3.1).
2- Si f =i est une immersion fermée, notre morphisme est la composée :

i«(i*AQy B")i,(i*A®x i*i.B'") — = 1,i*(A®x i.B') —= A® i.B
Les deux fléches de cette composée sont également des isomorphismes. C.Q.F.D
2.3.6 Des diagrammes commutatifs supplémentaires
On commence par la proposition suivante :

PROPOSITION 2.3.41 — Supposons donné un carré cartésien de S-schémas quasi-projectifs :

Y’LY

)

XILX
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Les deuz 2-morphismes d’échanges Ex** et Ex"* induisent une face carrée dans la 2-catégorie 9od :

HE, o)L ey, op)

[fl*af”] *? . [f*,f']
[Ez™*,Ex"¥]
(H(X"), ®x') (H(X), @x)
97, 97]

En d’autres termes, le diagramme suivant est commutatif :

9" f*(A) ®y' g™ f{(B) —= g™ (f*(4) ®y f(B)) —g¢" f'(A ®x B)

l l

fg*(A) @y f'g*(B) —= f"(9*(4) ®v ¢*(B)) — f"g" (A ®x B)

pour tout (A, B) € Ob(H(X))2.

DEMONSTRATION On choisit une factorisation de f = p o4 avec ¢ une immersion fermée et p un morphisme lisse
de S-schéma quasi-projectif. On peut alors traiter le cas de i et p séparément (puisque que les isomorphismes de
connexions induisent un morphisme de modules). Mais pour une immersion fermée i, le résultat correspondant a été
établi dans 2.3.14. Ceci nous raméne & supposer f lisse. Dans ce cas, on utilise la formule f' = Th(Q) f*. En revenant
4 la deéfinition du morphisme d’échange Ex"*, on voit qu’il suffit de prouver qu’on a deux faces dans 9tod :

[gl*ygl*] [gl*7gl*]
(HY'),®y)<———— (H(Y), ®y) (HY),®y)<————— (H(Y), ®y)
7, ] e 50 et [LTh(Qp)] z [1, Th(2))]
(H(X"), ®x )~ (H(X),®x) HEY"), @y )~———— (H(Y),®y)
l9%,97] [9",9"]
La premiére face est évidement un face de Mod puisque les isomorphismes de connexions sont des transformations
naturelles monoidales. Pour la seconde face, on utilise 2.3.19. C.Q.F.D
COROLLAIRE 2.3.42 — Gardons les hypothéses de la proposition 2.3.41. Le diagramme suivant :

H(f"g"(A) ®yr ¢"(B')) — ¢9"(4) ®x' fl¢""(B') — g"(A4) ®x 9" fi( B') —=g" (A @x fi(B"))

| |

fi(g" f*(4) @y g™ (B")) — flg"(f*(A) @y B') —— g"fi(f*(4) ®y B') — g" (A @x fi(B'))

est commutatif pour tout (A, B') € Ob(H(X)) x Ob(H(Y)).

DEMONSTRATION 11 suffit d’appliquer le lemme 2.1.105 & la face carrée de modules a gauche de la proposition 2.3.41
et aux adjonctions (fi, ') et (f/, f"). C.Q.F.D

On également :

COROLLAIRE 2.3.43 — Gardons les hypothéses de la proposition 2.3.41. Le diagramme suivant :

f'g«(A' ®@x g*B)

g.f" (A" ®x g*B)

guf""(A") ®y f'B——gl(f*(4') ®y' ¢"* f'B) — g.(f*(A") @y’ f"g*B) — g.f"(A' ®x 9*B)

fra (A @y f'B f'(g:(4") ®x B)

est commutatif pour tout (A', B) € Ob(H(X")) x Ob(H(X)).
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DEMONSTRATION On peut considérer la face carrée de la proposition 2.3.41 comme une face carrée mixte de modules
et comodules, formée des deux modules & gauche [f*, f'] et [f"*, f"'] et des deux comodules & droite tautologiques sur
g* et g"™. On obtient alors la commutation du diagramme de ’énoncé en appliquant le lemme 2.1.119. C.Q.F.D

On continue avec la proposition :

PROPOSITION 2.3.44 — Supposons donné un carré cartésien de S-schémas quasi-projectifs :

Y’LY

Les 2-morphismes d’échanges :

fl*g! S gllf* , gl*f! S fl!g* et gllf! S fl!g!

induisent une face mixte de modules :

HE™, 2y )~ 9L (), o)

(£, ] Z [F*, £]
(HX"), ®x/)J=———— (H(X), ®x)

[9%. 9]

En d’autres termes, le diagramme suivant est commutatif :

f’*g!A®g'*f!B—>g’!f*A®g'*f!B—>g’!(f*A®f!B)—>g'!f!(A®B)

| |

f'*g!A(X)g'*f!B—>f'*g!A®f”g*B—>f”(g!A®g*B)—>f”g!(A®B)

pour tout (A, B) € Ob(H(X))2.

DEMONSTRATION En factorisant g et f par une immersion fermée suivie d’'un morphisme lisse, en se raméne immé-
diatement & traiter les cas suivants :

— f et g sont tous les deux lisses,

— f et g sont tous les deux des immersions fermées,

— f est lisse et g une immersion fermée.
Nous avons déja traité ces trois cas dans 2.3.29, 2.3.16 et 2.3.30 respectivement. C.Q.F.D

2.3.7 Le module [f,, fi]
On fait la définition suivante :

DEFINITION 2.3.45 — Soit f : Y —— X wun morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Pour (A,B) €
Ob(H(Y))?, on définit une fleche :
f«(A) ®x fi( B) — fi(A®y B)

en prenant la composée :

f+(A) @x fiB) <— fi(f*f«(A) @y B) — fi(A®y B)

PROPOSITION 2.3.46 — Soit f: Y —— X wun morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Les morphismes :

f+(4) ®x fi( B) — fi(A @y B) et fi(A) @x fu(B) —= fi(A®y B)
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avec (A, B) € Ob(H(Y))?, définissent une structure de f.-module bilatére sur fi. De plus, les morphismes de connezions
de H, et H induisent un 2-foncteur covariant : [Hy,Hi] : Sch/S —— 9no0 .

DEMONSTRATION Montrons que f; est un f,-module & gauche. Etant donné que f; est un f*-projecteur, on a le
diagramme commutatif suivant :

fi(4) ®x (f+(B) ®x fi(C)) =—— fu(A) &x f(F*f.(B) ®y C) =<—— A(f*f.(A) @y (f*f(B) ®y C))

l |

(f«(4) ®x f«(B)) ®x fi(C) <= fi(f*(fe(4) ®x f«(B)) @y C) =—— fi((f* f(4) ®y f*f.(B)) ® C)
En composant & droite par le diagramme commutatif :

[i(f*f(4) @y (f*f«(B) ®y C)) — fi(A®y (B @y C))

| |

[(F f(A) ®y ff(B)) ® C) fil(Aey B)® C)

On se raméne immédiatement & prouver la commutation de :

f*(f+(A) ©x fo(B)) — (" f«(A) ®y [ f+«(B))

| l

[ f+(A®y B)——— = (A®y B)

Ceci découle immédiatement de la définition de I’accouplement de f, & partir de celui de f*.

La preuve du fait que fi est un f.-module bilatére se démontre par la méme méthode. Les détails sont laissés aux
lecteurs. Le fait que les isomorphismes de connexion définissent bien un 2-foncteur dans la 2-catégorie des modules
découle facilement du fait qu’on a un 2-foncteur [H*, Hi] dans la 2-catégorie des projecteurs. C.Q.F.D

PROPOSITION 2.3.47 — Soit un carré cartésien de S-schémas quasi-projectifs :

]

YIQ%Y

o)

x' 2o x

Les morphismes d’échange définissent deux faces carrées de Mod :

HE, 09— ), o) HE, o)L ey, o)
L £ e £l et [ f] S o £
(H(X'), @) (H(X), ®x) (H(X'), ®x) H(X), ©x)
(95, 9+ l9%,97]

DEMONSTRATION Par le corollaire 2.1.91, on a des paires de 1-morphismes adjoints dans la 2-catégories p9tono :
(9%,9:) et (g%, 40)
Le 2-foncteur strict p9tono C Mo0 fournit alors deux paires de 1-morphismes adjoints :
(9%,9"] [, 9:D) et (9", 97] 195, 9:])

11 est alors facile de vérifier que la premiére face carrée, s’obtient de la seconde via ces adjonctions. On peut donc se
contenter de vérifier que la seconde face est une face de modules. 1l suffit pour cela de prouver la commutation du
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diagramme :

g*f«(A) ® g* fi(B)

|

9" f«(A) & flg"(B) —— [i({" 9" f.(A) ® g"(B)) —— fi(g" [* f.(A) ® g"(B)) — fig" (" f+(A) ® B)

| | | l

9" (A) ® flg™(B) —= fI(f* 9" (A) ® g"(B)) fi(g™(A) © g"™(B)) flg"(A® B)

La commutation des trois carrés inférieurs du diagramme est claire. La commutation du grand rectangle découle du
lemme 2.1.105 appliqué a la face carré de modules de la proposition 2.3.41 . C.Q.F.D

9" (f+(4) ® fi(B))

*h(f*f+A® B)

flg™(f*f+(A) @ B)

COROLLAIRE 2.3.48 — Soit f : Y ——= X wun morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Les morphismes

évidents, induisent un 2-morphisme dans IMo0 : [fi, il —— [fx, [4] -

DEMONSTRATION En effet considérons le carré cartésien :

VY xxV 22y

l f lf

Y ——X

Si A désigne 'immersion fermée diagonale : ¥ ——=Y xx Y , le 2-morphisme ay : fi —— f. est donné par la
composée :

Ex: *
fi = fipri A — fupraA =~ f,

Mais en utilisant la proposition 2.3.47, on peut former un 2-morphisme dans 960 en prenant la composée :

[ F] = [fopriaAa, fiprinAu] 22l 1 b AL fapran A = [fe, £.]

Ce morphisme est clairement égal & [idy, , af]. Ceci prouve le corollaire. C.Q.F.D
Comme corollaire du corollaire précédent on a :

COROLLAIRE 2.3.49 — Soit f : Y ——= X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Pour (A,B) €
Ob(H(Y)) le carré suivant est commutatif :

fi(4) ®x fi(B) — fi(A) ®x f«(B)

! |

f«(A) ®x fi(B) —— fi(A®y B)

DEMONSTRATION Soient g et h sont des morphismes composables de S-schémas quasi-projectifs. L’énoncé pour g et
h implique ’énoncé pour g o h. On se raméne ainsi a traiter le cas ou f est projectif et f = j une immersion ouverte.

Lorsque f est projectif, le morphisme fi —— f, est un isomorphisme. Par le corollaire 2.3.48, le carré qui nous
intéresse est isomorphe 4 :

f ®Xf* ) f*(A) ®Xf*(B)
f ®Xf* ) f*(A®YB)

Le résultat est alors vrai dans ce cas.
On se donne donc une immersion ouverte j : U — X . Il s’agit de montrer que le carré suivant :

J#(A) ®x jyu(B) — ju(A) ®x j«(B)

| l

J«(4) ®x j#(B) — j»(A ® B)
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est commutatif. Les quatre sommets du carré sont (3 isomorphisme prés) dans la sous-catégorie pleine jx(H(U)) C
H(X). 1 suffit donc de montrer que le carré en question devient commutatif aprés application de j*. Il est facile de
vérifier que lorsqu’on applique j* on obtient un carré isomorphe 3 :

AR B——AQ®B

AR B——AQB

Le lemme est prouvé. C.Q.F.D

2.3.8 Les homomorphismes internes

On suppose donné un 2-foncteur monoidal homotopique stable (H, ®). On fait la définition suivante :

DEFINITION 2.83.50 — On dira que le 2-foncteur monoidal homotopique stable (H,®) est fermé a droite (resp.
4 gauche) si pour tout S-schémas quasi-projectif X, la catégorie monoidale (H(X),®) est fermée a droite (resp. a
gauche). Dans ce cas, on notera Hom, x (A, —) (resp Hom, x (A, —)) Uadjoint a droite de — ®x A (resp. A®x —)
pour tout A € H(X).

Comme dans la section précédente, on étudiera des formules faisant apparaitre ®, Hom ainsi que les quatre opéra-
tions. Notons que pour (A, B,C) € Ob(H(X))? on a des isomorphismes canoniques :

hom(A ®x B,C) ~ hom(B,Hom, x(4,C)) ~ hom(A,Hom, (B, C)
Dans la suite, on supposera que (H,®) est fermé & droite et on notera Homy (—,—) le bifoncteur Hom, (-, —).

Lorsqu’un énoncé concerne les 2-foncteurs monoidaux homotopiques stables fermés a droite et & gauche, on remettra
alors les indices d et g. On va définir trois isomorphismes bien connus :

PROPOSITION 2.3.51 — Soit f : Y ——= X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Par la définition
2.1.141, on a des isomorphismes naturels en (A, B') € Ob(H(X)) x Ob(H(Y)) :

Ho—mY(A’ f*BI) — f«Homy (f*Aa BI)

et compatibles avec les 2-isomorphismes de connezion dans le sens suivant. Etant donné un deuziéme morphisme
9: Z——=Y de S-schémas quasi-projectifs, le diagramme :

Hom (4, (f 0 9)+B") ————— (f o g)«Hom

l

Homy (A, f.«g.B")

l

f«Hom(f*A, g.B") f«g«Hom(g* f*A, B")

7((fo9)" A, B")

est commutatif pour tout (A, B") € Ob(H(X)) x Ob(H(Z))..

DEMONSTRATION L’isomorphisme en question est celui de la définition 2.1.141 appliqué au foncteur pseudo-monoidal
f*. La compatibilité avec I’isomorphisme de connexion vient par adjonction du diagramme commutatif :

(fog) o(—®x A) ————(—®z(fog)"A)o(fog)*

[rA)o f* —————(-Qzg"f*A)og o f*

La proposition est prouvée. C.Q.F.D
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PROPOSITION 2.3.52 — Soit f: Y —— X wun morphisme lisse de S-schémas quasi-projectifs. Par la définition
2.1.145, on a des isomorphismes naturels en (A', B) € Ob(H(Y)) x Ob(H(X)) :

Homy (f4 A", B) ————— f.Homy (4', f*B)

et compatibles avec les 2-isomorphismes de connexion dans le sens swivant. Sig: Z ——Y est un second morphisme
lisse, le diagramme :

Homy ((f o )4 A", B) —————— (f o g).Hom (A", (f © 9)*B)

|

Hom x (fxg4# A", B)

|

f«Homy (g4 A", f*B) f+gHom (A", g* f*C)

est commutatif.

DEMONSTRATION L’isomorphisme en question est celui de la définition 2.1.145 appliqué au module & gauche [f*, f*]
et les adjonctions (fx,f*) et (f*, f«). Rappelons que ce morphisme est celui obtenu par adjonction & partir de
I’ismorphisme de projection :

fro(m@A)ofr ——® f A

Pour montrer la compatibilité avec les isomorphismes de connexion, il suffit par adjonction de prouver la commutation
de :
(feglpo(-®zA")o(fog) ————®x (fog)pd”

l

fgoggo(—®zA")o frog”

|

f#o(—®yguA")o f* - ®x fpgpA"

Mais ce diagramme est bien commutatif. C.Q.F.D
On continue dans le méme esprit avec la proposition :

PROPOSITION 2.3.583 — Soit f : Y ——= X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Par la définition
2.1.145, on a des isomorphismes naturels en (A', B) € Ob(H(Y")) x Ob(H(X)) :

HOJX(f!AlaB) —— f*MY(AIaf!B)

et compatibles avec les 2-isomorphismes de connexion de la maniére suivante. Sig: 7 ——=Y est un autre morphisme
de S-schémas quasi-projectifs, le diagramme :

Hom y ((f o g)1 A", B) ————— (f o g).Hom, (A", (f 0 9)'B)

|

Homy (figr A", B)

|

fHomy (g A", f*B) ——————— f.g.Hom,(A",4'f'C)

est commutatif.

DEMONSTRATION L’isomorphisme en question est celui de la définition 2.1.145 appliqué au module & gauche [f*, f'] et
les adjonctions (fi, f') et (f*, f+). Rappelons que ce morphisme est celui obtenu par adjonction & partir de ’ismorphisme
de projection :

fio(w@A)o f* —= - A
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Pour montrer la compatibilité avec les isomorphismes de connexion, il suffit par adjonction de prouver la commutation
de :

(fogho(-®zA")o(fog) —————@x (fog)d”

l

frogro(=®z A")o f*og"

fio(—®y gtA") o f* —Q®x figA”

Mais ce diagramme est bien commutatif par le corollaire 2.3.39. C.Q.F.D
On peut encore définir deux isomorphismes de la méme famille :

PROPOSITION 2.3.54 — Soient f: Y ——= X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Par la définition
2.1.140, on a des isomorphismes naturels en (A, B) € Ob(H(X))? :

(2.35) frHomy (A, B) — Homy (f*4, f*B)

et compatibles avec les isomorphismes de connexions de la maniére suivante. Si g: 7 —=Y est un autre morphisme
de S-schémas quasi-projectifs, le diagramme suivant :

(f 0 g)*Homy (A, B)

|

g*f*Ho—mX (A7 B)

|

g*Homy (f*A, f*B) ———— Hom,, (¢* f*4, g* f' B)

Hom,((f o g)*A,(fog)*B)

est commutatif. Lorsque f est lisse, le morphisme (2.85) est inversible.

DEMONSTRATION Notre isomorphisme est celui de la définition 2.1.140 mais encore celui de la définition 2.1.143
appliqué au module tautologique (& droite) [f*, f*]. Lorsque f est lisse, le foncteur f* admet un adjoint & gauche fu
et le morphisme structural du projecteur [f*, f4] est inversible. Il vient par le lemme 2.1.144 que le morphisme (2.35)
est bien inversible dans ce cas.

La commutation du diagramme est laissée en exercice. C.Q.F.D

PROPOSITION 2.3.55 — Soit f: Y ——= X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Par la définition
2.1.143, on a des isomorphismes naturels en (A, B) € Ob(H(X))? :

f!HC‘_mX(A;B) — |'|C‘_mY(f*Aa f!B)

et compatibles avec les isomorphismes de connezions de la maniére suivante. Sig: Z ——=Y est un autre morphisme
de S-schémas quasi-projectifs, le diagramme suivant :

(f 0 9)'Homy (4, B)

|

g!f!Ho_mX(A,B)

|

g'Homy (f*A, f'B) ——————=Hom,(¢" f*4,4'f'B)

Hom,((f 0 g)*A,(f 0 9)'B)

est commutatif.

DEMONSTRATION Par le lemme 2.1.144, le 2-morphisme en question est obtenu du 2-isomorphisme :

fio(-®f*A) —=(-®A)o fi
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via les adjonctions : (fio (—® f*A),Hom(f*A4,—)o f') et ((—® A) o fi, f' o Hom(A, —)) Pour prouver la commutation
du diagramme de ’énoncé, il suffit de prouver que le diagramme suivant :

(F(-®(f9)"A) —————=(fgh(-)® A

|

fig(—=®g"f*A)
filg(=) ® frA) ——— fig(-) ® A

est commutatif. Ceci découle du corollaire 2.3.39. C.Q.F.D

2.3.9 Compatibilité avec les morphismes d’échange
Dans ce paragraphe on regroupe quelque diagrammes commutatifs décrivant des cohérences entre les morphismes
définis dans la sous-section précédente et les morphismes d’échange.
PROPOSITION 2.3.56 — Supposons donné un carré cartésien de S-schémas quasi-projectifs :

YIQ%Y

o)

XI$X

Les diagrammes suivants :

9" f«Hom(f*A, B') — f.g""Hom(f* A, B') —— f,Hom(g" f* A, ¢"* B’)

|

fiHom(f"g*A, g™ B')

|

Hom(g*A, f1g'*B')

g*Hom(A, £, B) Hom(g*A, g* f.B'")

et
g' f«Hom(f*A, B') — flg"Hom(f* A, B') — f.Hom(g"* f*A,¢"B')

l

fiHom(f™*g*A, ¢"B')

|

QIM(A; f*BI) e Hom(g*A,g!f*B’) - > Hom(g*A, f,ig'!B’)

sont commutatifs pour tout (A, B") € Ob(H(X)) x Ob(H(Y")).

DEMONSTRATION On prouvera uniquement la commutation du second diagramme. Si on considére le diagramme en
question comme un diagramme de foncteurs en B’, on remarque immédiatement que tous les foncteurs en question
admettent des adjoints & gauche. On passant & ces adjoints on se raméne & prouver la commutation de :

gi(f"*(=) ®yr g" f*(A)) ——= g/ f"* (=) ®y [*(A) — f*g(—) @y f*(A) — f*(a(—) ®x A)

| |

9 (f" (=) ®y f*9*(A)) —gif" (= ®x' g7 (4)) —— f*g(— ®@x’ g"A) —— [*(9:(—) ®x A)

Ceci découle du corollaire 2.3.42. C.Q.F.D

On a également :
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PROPOSITION 2.3.57 — Supposons donné un carré cartésien de S-schémas quasi-projectifs :

Les diagrammes suivants :

9* fHom(A', f'B) — f,g"*Hom(4', f'B) — f,Hom(g" 4', g™ f'B)

l

Hom(g"* A", f"¢*B)

|

Hom(f/g"™ A, g*B)

Hom(g* fiA', g*B)

g*Hom(fiA', B)

et

g'f-Hom(4', f'B) —— fl.g"Hom(A', f*B) — f.Hom(g" A', 4" f'B)

|

fiHom(g™ A', f"g'B)

|

g'Hom(fiA’, B) —— Hom(g* fiA', g'B) — Hom(f/g"* A", ¢'B)

sont commutatifs pour tout (A', B) € Ob(H(Y)) x Ob(H(X)).

DEMONSTRATION La preuve de la commutation du premier diagramme est complétement analogue a celle du second.
On prouvera donc uniquement la commutation du second diagramme. Il s’agit de montrer que les deux diagrammes

planaires suivants on méme composition :

HoJ(f!A17 _)

H(X) H(X)
M(f!Ala_)
H(X) H(X) gzl = lg!
Heo) Lo ey B @) o w P
, Hom(f/g"" 4',-) ,
¢l 7z g z 'z g HEX) HXT)
HX')—>H(Y") ————H(") —=H(X") =

I Hom(g™*A’, —) I M) HOY) HOY") e H X
f" Hom(g'™* A, —) I

En utilisant la compatibilité avec les compositions horizontales et verticales de la construction 1.1.9 (voir les proposi-
tions 1.1.11 et 1.1.12), on se raméne & prouver que la composée des diagrammes planaires suivants :
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H(X) it H(X)

H(X) it il HX) L - lg!

H < H H(X) —oghA H(X)
H(X)<f—!H(Y)<iH(Y)<f—*H(X) <

: , , , ) - ® flg"Al ,

Q‘J A Lg" = 9" N Lg' H(X") H(X")

H(XI)TH(YI)WH(YI)?H(XI) | | = | |

H(X )TH(Y) Py HY )<f,—*H(X)

Ceci découle du lemme 2.1.115 appliqué & la face carrée mixte de modules de la proposition 2.3.44. C.Q.F.D

On note finalement le résultat de cohérence ci-dessous, dont la preuve est laissée en exercice :

PROPOSITION 2.3.58 — Supposons donné un carré cartésien de S-schémas quasi-projectifs :

I

y -y

Le diagramme suivant :

g"* f'Hom(A, B) — g"*Hom(f* A, f'B) — Hom(g"* f*A, g" f'B)

l !

f"g*Hom(A, B) — f"Hom(g* A, g* B) — Hom(f"*g* A, f" g* B)

est commutatif.

2.3.10 Constructibilité, objets dualisants et dualité

On fixe un 2-foncteur monoidal, homotopique et stable (H,®). Rappelons que pour une classe d’objets A C
Ob(H(S)) on a défini dans la section 2.2 des catégories H{(X) (voir la définition 2.2.3) pour tout S-schéma quasi-
projectif X. Faisons la définition suivante :

DEFINITION 2.3.59 — Soit A C Ob(H(S)) une classe d’objets. On dit que A est stable par ® si pour tout A et B
de A, lobjet A® B est isomorphe & un objet de A.

On a le résultat élémentaire suivant :

PROPOSITION 2.3.60 — Supposons que A est stable par ®. Alors pour tout S-schéma quasi-projectif X et tout
(E,F) € Ob(H$(X))?, lobjet E @ x F est dans HF(X).

DEMONSTRATION Le bifoncteur ® étant triangulé par rapport & chacune des variables, il suffira de prouver que EQ x F'
est constructible pour (E,F) € A(X)2. Soient donc f : U —— X et g: V ——= X deux S-morphismes lisses et
(4, B) € A%. On va calculer 1'objet :

f4#Avu ®x g#Bv

Pour cela, on forme un carré cartésien :

V><XU—>W'2 U

T
’ . x

V—>
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et on note h = f o pro = g o pry. On utilisant les isomorphismes de projection, on a :

J#Au ® 9By ~ f4(Au ® f g4 Byv) ~ f4(Av ® progpriBy) =~ fuprag(priAv @ priBy) ~ hx(Avxxu ® Byxxu)

Le résultat découle alors immédiatement du fait que A ® B est dans A (& isomorphisme prés) et que Ay x,u @vxxU
Byxxu ~ (A®s B)yxxu. C.Q.F.D

DEFINITION 2.3.61 — Supposons que H est fermé a gauche (resp. & droite). On dit qu’une classe d’objets
A C Ob(H(S)) est fermée a gauche (resp. a droite) si pour tout S-schéma X, avec X régulier, et pour tout (A, B) € A,
l'objet Hom, x (Ax,Bx) (resp. Hom, x(Ax,Bx)) est A-constructible.

PROPOSITION 2.3.62 — On suppose que (H,®) est fermé a gauche (resp. a droite) et que le foncteur Hom, v (—, A)
(resp. Hom, x(—, A)) sont triangulés pour tout S-schéma quasi-projectif X et A € Ob(H(X)).

Soit A C Ob(H(S)) une classe d’objets, stable par ®, fermée a gauche (resp. & droite) et quasi-pure. On suppose
que l'une des deux conditions suivantes est satisfaite :

— S admet la résolution des singularités par éclatements et H est semi-séparé,

— S admet la résolution des singularités par altérations et H est Q-linéaire et séparé.
Alors pour tout S-schéma quasi-projectif X et tout (E, F) € Ob(H{(X))? l’objet Hom, x (E, F) (resp. Hom, x(E, F))
est dans H{(X).

DEMONSTRATION On traite uniquement le cas non respé. Le bifoncteur Hom, y(—,—) étant triangulé par rapport
a chacune des variables, on se raméne par la proposition 2.2.27 a supposer que E est dans A(X) et que F est dans
As proj—reg(X). On peut donc supposer que :

- E=wuypAy avecu: U —— X un S-morphisme lisse et A € A,

- F = f«By(n) avec f: Y —— X un S-morphisme projectif de source un schéma régulier, n € Z et B € A.
On se raméne immédiatement au cas n = 0. Par la proposition 2.3.52, on a un isomorphisme :

Hom, y (ugAuv, f«By) ~ u«Hom, ;(Ay,u” f« By)
On sait par le scholie 2.2.34 que sous les conditions de I’énoncé, le foncteur u, envoie les objets A-constructibles sur

des objets A-constructibles. Il suffit de montrer que Hom, ;;(Av,u* f By) est dans HF (U). Formons le carré cartésien :
v
V—Y
l s
U——X
On a un 2-isomorphisme d’échange Ez} associé & ce carré est inversible. On a alors :
Hom, ;(Au, u* f. By) ~ Hom, ;(Au, g.v* By) ~ g.Hom, \, (A7, Bz)

Le foncteur g. envoie les objets constructibles sur des objets constructibles. Le résultat découle alors du fait que A est
fermée & gauche et que le schéma, Z est régulier puisque lisse sur Y. C.Q.F.D

COROLLAIRE 2.3.63 — On garde les hypothéses de la proposition 2.8.62. 1l existe une structure de 2-foncteur
monoidal, homotopique et stable sur les catégories H(—) induite par les inclusions H*(—) C H(—). De plus les
catégories monoidales H (=) sont fermées a gauche (resp. a droite).

Remarque 2.3.64 — Le cas le plus important est celui ou (H,®) est unitaire et A égal & I’ensemble I(Z) =
{I(n); n € Z} avec I 'objet unité de H(S). Les conditions de ®-stabilité et de fermeture & gauche ou & droite sont
alors immédiates.

On a donc le corollaire suivant :

COROLLAIRE 2.3.65 — On suppose que S est le spectre d’un corps parfait k. On suppose également que (H, ®)
est fermé a gauche (resp. a droite) et que le foncteur Hom, x(—, A) (resp. Hom, x(—, A)) sont triangulés pour tout
k-schéma quasi-projectif X et A € Ob(H(X)).

Si 'une des deuz conditions suivantes est satisfaite :
— k admet la résolution des singularités par éclatements et H est semi-séparé,
— H est Q-linéaire et séparé,
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alors pour tout k-schéma quasi-projectif X et tout (E, F') € Ob( ]ICt(Z)(X))2 l’objet Hom, x (E, F) (resp. Hom, x(E, F))
est dans Hﬁt(z)(X ).

On fait la définition suivante :

DEFINITION 2.3.66 — On suppose que le 2-foncteur monoidal homotopigue et stable (H,®) est fermé a droite et
a gauche. On se donne une classe d’objets A C Ob(H(S)). Soit X un S-schéma quasi-projectif. Un objet R de H(X)
est dit A-dualisant si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

— L’objet R est A-constructible,

— Pour tout objet A-constructible A de H(X), les morphismes :

A——>Hom, x(Hom, x (4, R), R) et A ——>Hom, y(Hom, x(4, R), R)
sont des isomorphismes.

Remarque 2.3.67 — Supposons que les hypothéses de la proposition 2.3.62 sont vérifiées dans le cas non-respé ainsi
que le cas respé. Il vient par le corollaire 2.3.63, quun objet A-dualisant de H(X) est simplement un objet dualisant
de la catégorie monoidale fermée & droite et & gauche H{(X).

Le résultat suivant est une conséquence directe de la remarque précédente et la proposition 2.1.139 :

PROPOSITION 2.3.68 — Supposons que les hypothéses de la proposition 2.3.62 sont vérifiées dans le cas non-respé
ainsi que le cas respé. On se donne un S-schéma quasi-projectif X .

1- Soient R un objet A-dualisant et U un objet inversible et A-constructible de H(X). Alors les objets U @ R et
R® U sont A-dualisants.

2- Soient Ry et Ry deuz objets A-dualisants de H(X). Les objets Hom, » (R1, R») et Hom, (Ry1, R2) sont inversibles
et A-constructibles. De plus les morphismes d’évaluations :

Homd,X(Rl,Rg) Rx B —— R, et R ®x H_omg,X(RlaRQ) — Ry
sont des isomorphismes.

Ainsi, sous les bonnes hypothéses, un objet A-dualisant de H(X) est unique & un objet inversible (et A-constructible)
prés. Toute fois, un tel objet n’existe pas toujours. Dans le reste de la section, on décrira des conditions assurant
lexistence d’objets A-dualisants. On fait la définition suivante :

DEFINITION 2.3.69 — On dit que la classe d’objets A est bonne pour la dualité lorsque les conditions suivantes
sont satisfaites :

— L’objet unité T est dans A,

— Pour tout S-schéma quasi-projectif X avec X régulier, les morphismes :

Ax — Hom, y(Hom, x(Ax,Ix),Ix) et Ax ——Hom, x(Hom, x(Ax,Ix),Ix)
sont des isomorphismes pour tout A € A.

Remarque 2.3.70 — L’ensemble I(Z) est bon pour la dualité. En effet, les objets de cet ensemble sont inversibles.
Or pour U on objet inversible, on a bien : U ~ Hom, (Hom,(U,I),I).

On introduit ’hypothése suivante :

HYPOTHESE 2.3.71 — 1- Le schéma S est régulier. De plus, 'une des deux alternatives suivantes est vraie :

— S admet la résolution des singularités par éclatements et H est semi-séparé,

— S admet la résolution des singularités par altérations et H est (Q-linéaire et séparé.

2- Le 2-foncteur monoidal unitaire, homotopique et stable (H,®,I) est fermé & gauche et & droite. De plus les
foncteurs Hom, x(—, A4) et Hom, x(—, A) sont triangulés pour tout S-schéma X et A € Ob(H(X)).

3- La classe A est bonne pour la dualité. De plus, elle est stable par ®, fermée & droite et & gauche et quasi-pure.

4- Pour tout morphisme f : ¥ —— X de S-schémas quasi-projectifs, avec X et Y réguliers, I'objet f'Ix est
inversible au sens de 2.1.127.

Avant d’énoncer et d’établir le théoréme d’existence d’objets dualisants, on note un lemme technique :
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LEMME 2.3.72 — On suppose que le 2-foncteur monoidal homotopique et stable (H,®) est fermé a gauche et &
droite. Soit f: Y —— X wun morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Pour tout (A, R) € Ob(H(Y)) x Ob(H(X)),
le diagramme suivant :

fA

Ho_m‘q,X (Md,X(ﬁAa R)7 R)

Hom, (f.Hom,y (4, f'R), R)

Hom, y (fiHom, y (4, f'R), R)

f*A — f*|'|0_mg,y(|'|0_md,y(A, f!R)a f'R)

est commutatif.

DEMONSTRATION On utilisera dans cette démonstration le module [f., fi] (voir la définition 2.3.45) ainsi que les
résultats de la sous-section 2.3.7. On divise la preuve en deux étapes :

Etape 1 : Soient E et F des objets de H(Y). Considérons le diagramme suivant :

fiff ——Hom, x (f«(E), f«(E) ®x fi(F)) — Hom, x(fi(E), f«(E) ®x fi(F)) —— Hom, «(/i(E), fiI(E ® F))

| |

foF fuHom, v (E,E @y F) ———— f.Hom, y (E, f' i(E ®y F))

et montrons qu’il est commutatif. Notons a et b les deux fléches :
fif — fiHom, (B, f' fi(E ®y F))
obtenues en prenant les deux chemins possibles dans ce diagramme. On supposera que a est la composée longue

et b la composée courte. Par ’adjonction (fi(B Qy f*(—)),f*Homg,Y(B,f!(—))), les fleches a et b correspondent
respectivement & deux fléches a’ et b’ :

ME®y f*fi(F)) — fi(E®y F)
11 est facile de voir que a’ est la composée :
M(E®y f*f(F)) — fi(E) ®x fi(F) — f(E) ®x fi(F) — fi(E®y F)
alors que b’ est simplement la composée :
f(E &y f*fi(F)) — F(E @y f*fu(F)) — H(E®y F)
Pour montrer que o’ = b', on démontre que le diagramme suivant est commutatif :

HE &y f*fiI(F)) Hi(E) ®x fi(F) f«(E) ®x fi(F)

| poow

H(E @y f*fu(F)) — fi(E) ®x f«(F) HE®y F)

T~

f(E&x f*f(F))

Le carré (1) commute par le corollaire 2.3.49. L’autre carré commute pour des raisons triviales. La partie restante du
diagramme commute par le définition méme du morphisme structural du module [f,, fi].
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Etape 2 : Avec le résultat de I’étape I en main, on prouvera notre lemme. On considére le diagramme :

hHA Hom, yx(Hom, x(fiA, R),Hom, x(fiA, R) ® fi(A)) ———— Hom, x(Hom, x(fi4,R), R)
hHA—— Ho—mg,X (f*Ho_mLi,X(Aa f!R), f*HO_md,X(A, f‘R) ®x fi(A)) l'lo_mQ,X(f*l'Io_md7y(A7 f!R)7 R)
(3)
Hom, y(fiHom, (A, f'R), fi(Hom, x (4, f'R) ®y A)) Hom, (fiHom, y (A, f'R), R)
(2)
f*|'|°_mg,x(|‘|°_m¢i,X(Aa ['R), f' /i (Ho—md,X(A, I'R) ®y A)) f*HO_mg,X (Ho—md,Y(A’ ['R), f'R)
fLd —— f*HO_mg,X(HO_muz,X(Aa f'R), (Ho—md,X(A> ['R) @y A)) f*HO_mg,X(HO_muz,X(Aa I'R), f'fif'R)

f*m_mQ,X(Md,X(Aa f!R)v f'R)

Pour démontrer le lemme, il suffit de prouver que le bord de ce diagramme commutatif. Le partie (2) de ce diagramme
n’est rien d’autre que le diagramme commutatif de I'étape 1 appliqué & F' = A et E = Hom, x (4, ' (R)). Le petit
parallélogramme en bas et le petit rectangle en haut sont clairement commutatifs. Ainsi, le lemme sera vrai si le
sous-diagramme (3) est commutatif. Malheureusement, le diagramme (3) ne commute pas. Mais pour la preuve du
lemme, on peut se contenter de prouver que le morphisme :

(2.36) fiHom, (Hom, x (4, f'R), f' fif'R) — f.Hom, x (Hom, , (4, f'R), f'R)

égalise les deux composées du bord du sous-diagramme (3). Pour démontrer cela, on factorise le diagrammes (3)
(auquel on rajoute la fleche (2.36)) en plusieurs petits diagrammes. On obtient alors le diagramme ci-dessous. Pour
des raisons de place, on s’est débarrasse des décorations évidentes en écrivant Hom a la place de Hom, y, Hom, ,,
Hom, x, Hom, y et ® & la place de ®x, ®y.

Hom(Hom(fiA, R), Hom(fiA, R) ® fi(A)) Hom(Hom(fi A, R), R)

(4)

Hom(Hom(fi4, R), f.Hom(4, f'R) ® fi(A)) Hom(f.Hom(4, f'R), R)

m—m(f'M(A7 f'R)7 f' (FIOJ(AJ f'R) ® A)) - M(f'M(AJ f'R)J f‘f'R) f*@(HOJ(Ay f'R)7 f!f‘f'R)

f*M(M(Aa f'R)a f'f' (M(Aa f'R) ® A)) - f*M(M(Aa f'R)a f'f'f'R) - f*m(M(Aa f'R)a f'R)

Toutes les composantes de ce diagramme commutent pour des raisons triviales sauf la partie (4). Ainsi on achévera la
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preuve du lemme lorsqu’on prouvera que le diagramme suivant :

Hom, x (fi(4), R) ®x fi(d) ——— R

l

f*HO_m(i,Y(A7 f'R) ®x fi(A)

|

fi(Hom, y (4, f'R) ®y f'(4)) ———— ff'R
est commutatif. Pour cela, on écrit le diagramme en question en explicitant le morphisme structural du module [f, fi] :

Hom, x(fi(A), R) @x fi(4) R

|

f*|-|0_mci,X(A7 f'R) Rx f! (A)

|

fi(f* f.Hom, x (A, f'R) ®y A) — fi(Hom, x (4, f'R) ®y A) Hf'R R

On voit alors apparaitre, les morphismes de counité des quatre adjonctions :

(_®Xf!AaHomd,X(f!(A)a_)) G AFY 9 (_®YAaH°—md,Y(Aa_)) ) (f!af!)

et le diagramme considéré est celui exprimant la compatibilité des morphismes de counité avec l’isomorphisme de
couples de foncteurs adjoints :

(— ®x fid,Homy x(fi(4), =) = (fio (= ®y A) o f*, f o Hom, y (4, =) o f*)

Le lemme est finalement prouvé. C.Q.F.D

Le théoréme d’existence d’objets A-dualisant est le suivant :

THEOREME 2.3.73 — On suppose que l’hypothése 2.8.71 est satisfaite.

1- Soit X est un S-schéma quasi-projectif avec X régulier, 'objet 1x € Ob(H(X)) est A-dualisant.

2- Pour tout S-schéma quasi-projectif a: X — 8§ , l'objet a'ls € Ob(H(X)) est A-dualisant.

3- Soient f: Y ——= X un morphisme de S-schémas quasi-projectifs et R un objet A-dualisant de H(X). Alors
'R est un objet A-dualisant de H(Y).

DEMONSTRATION 1- Par ®-dualité, il suffit de prouver que la transformation naturelle (de foncteurs triangulés) :
(2.37) idyx) — —Homg,X(—Homd,X(_J]IX)J]IX)

est un isomorphisme lorsqu’on évalue en un objet A-constructible de H(X). Par la proposition 2.2.27, il suffit en fait
d’évaluer en un objet de Ay proj—reg(X).

Soit donc f: Y ——= X un S-morphisme projectif de source un schéma régulier. On montrera que (2.37) est un
isomorphisme lorsqu’on évalue en f,Ay(n) avec A € A. On se raméne immédiatement au cas n = 0. Par le lemme
2.3.72, on a un diagramme commutatif :

fidy ——Hom_ y (Hom, v (fidy,Ix),Ix)

Hom y (f.Hom, y (Ay, f'1x),Ix)

Ho—m‘g,X (f!Ho—m(i’Y (AY7 f!]IX)a HX)

f«Ay — f.Hom, 1 (Hom, y(Ay, f'Ix), f'Ix)



2.3. LES 2-FONCTEURS MONOIDAUX HOMOTOPIQUES STABLES 309

Etant donné que f est projectif, les fleches verticales de ce diagramme sont inversibles. Ceci nous raméne & prouver
que le morphisme :

Ay — Ho—mg,Y(Ho—md,Y(AY7 FIx), fTx)

est un isomorphisme. Par I’hypothése 2.3.71, 'objet f'Ix est inversible étant donné que X et Y sont réguliers. Il suffit
de prouver que :

Ay —— Ho_mgy (HO_md’Y(Ay, :[[Y)J HY)

est un isomorphisme (voir pour cela la preuve de la proposition 2.1.138). Ceci est vrai puisque A est bonne pour la
dualité.

2- Par la partie 1, I'objet a'T est dualisant lorsque S est régulier. En effet, puisque le schéma de base S est régulier,
on sait que a'ls est un objet inversible et A-constructible. Mais on vient de démontrer que Ix est dualisant. Pour
traiter le cas général, on choisit une immersion fermée de X dans un S-schéma W avec W régulier (ou méme lisse sur

S) :
X ——=w

BN

S
11 suffit alors de prouver I’énoncé de 3 pour i. En effet, on sait que b'Ig est dualisant et a'ls ~ i'b'Ig. On suppose donc
donné un objet A-dualisant R de H(W). Soit A un objet A-constructible de H(X). On sait par la proposition 2.2.8
que i, A est A-constructible. Il vient que :
ixA — Hom_ ,(Hom, (i, 4, R), R)

est un isomorphisme. Mais en appliquant encore une fois le lemme 2.3.72, on a un diagramme commutatif :

’L'lA ——— I-IC)_m9,W(|-IC)_m(1,W(i!AJ R)7 R)
Homg7W(i* Homd7X (A7 i!R)7 R)

Hom, i (iiHom, x(A,i'R), R)

Ceci prouve que le morphisme
devient un isomorphisme lorsqu’on lui applique le foncteur i,. Le résultat découle alors du fait que i, est conservatif
puisqu’il admet un quasi-inverse i gauche, a savoir i*.

3- Il est maintenant aisé de prouver la troisiéme partie du théoréme. En effet si R est un objet A-dualisant de
H(X), on sait par la proposition 2.3.68 qu’il existe un objet inversible et A-constructible U tel que R ~ U ®x a'lg

(avec a le morphisme structural du S-schéma X). Si V' est un inverse de U, on a également R ~ Hom, x(V, a'ls). En
utilisant la proposition 2.3.55, on obtient des isomorphismes :

f'(R) ~ f!HO—md,X(VJ a'ls) ~ Hom, , (f*V, fla'ly)

L’objet f'(R) est donc A-dualisant puisque f*V est un objet inversible et A-constructible et f'a'lg =~ (f o a)'ls est
A-dualisant par la partie 2. Le théoréme est prouvé. C.Q.F.D

DEFINITION 2.3.74 — On suppose que l’hypothése 2.8.71 est satisfaite. Pour tout S-schéma quasi-projectif X de
morphisme structural a: X — S , on notera D, x et Dg x les foncteurs de dualité :

Hom, x(—,a'Ts) : HF(X) — H{(X)" et Homy y(—,a'Ts) : HY(X) —— HF(X)°

qu’on a restreint aux sous-catégories des objets A-constructibles.
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On résume les propriétés essentielles des foncteurs de dualités dans le théoréme suivant :

THEOREME 2.3.75 — On suppose que ’hypothése 2.8.71 est satisfaite. Soit X un S-schéma quasi-projectif. Les
foncteurs de dualité Dy x et Dy x sont des équivalences de catégories inverses l’un de 'autre. De plus, si f : ¥ —— X
est un morphisme de S-schémas quasi-projectifs, on des isomorphismes de commutation a la dualité :

~ Dgyof*—=f'oDyx et Dayof*— floDyx,
~ f*oDyx —— Dgyvolfi et ffoDgx s Dagyvo fi,
— Dgxofi— fsoDyy et Dgxofi——= fioDay,

- f!ODg,Y—N>Dg,X°f* et f!ODd,Y—N>Dd,X°f* .

On fera attention que dans les 2-isomorphismes ci-dessus, les notations f*, f., fi et f' désignent les restrictions des
quatre opérations usuelles auzx objets A-constructibles.

DEMONSTRATION Le fait que les foncteurs de dualité sont des équivalences lorsqu’on se restreint aux objets A-
constructibles est clair.
On note a (resp. b) le morphisme structural du S-schéma quasi-projectif X (resp. Y'). Ainsi b = ao f. L’isomorphisme

f'Dy.x —= Dy y f* est la composée :

fHom, (A, a'ls) —=Hom, y (f*(A4), f'a'ls) —— Hom, \(f*(4),b'Is)

En utilisant les adjonctions (Dy, Dg) et (Dg, Dy) on déduit la deuxiéme ligne d’isomorphismes.

L’isomorphisme Dy x o fi —— f, 0Dy y est la composée :
Ho—mg,X (f!Aa a!]IS) — f*Ho—mg,Y (A7 f!a!]IS) — f*Ho—mg,Y(A7 b!I[S)
En utilisant les adjonctions (Dy, Dg) et (Dg,Dy) on déduit la derniére ligne d’isomorphismes. C.Q.F.D

On note le résultat de cohérence suivant :

PROPOSITION 2.3.76 — On suppose Uhypothése 2.8.71 satisfaite. Soit un carré cartésien de S-schémas quasi-
projectifs :
yr—L oy
) 'l lf
X' — =X

Le diagramme ci-dessous commute :
9'Dgx fi —=¢'f.Dgy — flg"Dyy

NT TN

Dy,yg*fi —= Dy v f{g" — fiDg,y1 9"

DEMONSTRATION On note a le morphisme structural du S-schéma quasi-projectif X. Par la proposition 2.3.57, on a
un diagramme commutatif :

g' f Hom(A, f'a'ls) — flg"Hom(A, f'a'ls) — f.Hom(g"* A4, ¢" f'a'ls)

|

fiHom(g"* A, f"g'a'Ls)

|

g'Hom(fi1 A, a'ls) — Hom(g* fiA, g'a'ls) — Hom(f/g'* 4, g'a'Ls)

On obtient le diagramme de I’énoncé en composant par des isomorphismes de connexion de h'. Les détails sont faciles
et laissés en exercice. C.Q.F.D
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2.4 Dérivateurs algébriques homotopiques et stables

La notion de dérivateurs algébriques est un mariage entre la notion de dérivateurs de Grothendieck et celle de
2-foncteurs homotopiques stables. Comme pour les dérivateurs habituels, un dérivateur motivique constitue le cadre
idéal pour faire de I’homotopie motivique de "fagon propre" i.e. sans avoir besoin de retourner & la catégorie de
modéles.

Dans le chapitre suivant, on a choisi de développer la théorie des cycles évanescents dans un dérivateur algébrique
homotopique et stable, plutét que de le faire pour SH et pour DM qui sont sans aucun doute les deux cas les plus
importants. Nous renvoyons le lecteur & 'introduction pour la justification de ce choix.

Ainsi, les dérivateurs algébriques apparaissent dans cette thése comme un outil et non comme un objet d’étude en
soi. Pour cela, I’exposition sera axée sur les résultats utiles pour le chapitre suivant. La définition proposée est loin
d’étre la meilleure possible.

2.4.1 Les 2-catégories de diagrammes de S-schémas

Dans la suite, on fixe une sous-catégorie pleine Dia de la 2-catégorie stricte des petites catégories vérifiant les
conditions suivantes :

— DO : La catégorie vide ), la catégorie ponctuelle e, et la catégorie 1 = {0 — 1} sont des objets de Dia,

— D1 : La 1-catégorie sous-jacente & Dia est stable par coproduits finis et produits fibrés,

— D2 : Pour tout foncteur u: A —— B de Dia et b € Ob(B), les catégories A/b et b\ A sont dans Dia.

Remarque 2.4.1 — Rappelons que la catégorie A/b de D2 a pour objets les couples (a, f) avec a € Ob(A) et
f:u(a) = b € FI(B). Une flache de A/b entre deux objets (a, f) et (a’, f') est simplement une fléche g : a — o’ € FI(A4)
tel que f = f'ou(g). On définit b\ A de telle sorte que (b\A)°P = A°P/b. Les deux faces :

Afb A b\A A
NV u 7 u
e b B e b B

jouent un role important dans la théorie des dérivateurs & cause de ’axiome 4 de la définition 2.1.34.
On appellera dans la suite Dia la 2-catégorie des diagrammes.

DEFINITION 2.4.2 — Soit T une petite catégorie. La catégorie des T-diagrammes de S-schémas quasi-projectifs
est la catégorie des foncteurs covariants de T dans Sch/S. La catégorie T est appelée parfois la catégorie d’indices.

Remarque 2.4.3 — Plus généralement on a la catégorie des Z-diagrammes en objets de C pour n’importe quel
catégorie C. En particulier on peut parler de Z-diagrammes de schémas pas forcément de type fini sur une base.

Lorsqu’on fait varier la catégorie d’indices, on obtient la catégorie des diagrammes de S-schémas quasi-projectifs :

DEFINITION 2.4.4 — La 2-catégorie DiaSch/S des diagrammes de S-schémas quasi-projectifs est définie de la
maniére suivante :
— Un objet de DiaSch/S est un couple (% ,Z) avec T une catégorie de Dia et # : T ——Sch/S wun foncteur
covariant.
— Un 1-morphisme d’un diagramme de S-schémas quasi-projectifs (¢,J) vers (¥#,I) est la donnée d’un foncteur
a: J——=17T et d’une transformation naturelle f : ¢ —— F o o - En d’autres termes, un 1-morphisme de
DiaSch/S est une face dans la 2-catégorie des catégories :

J %

a Ty Sch/S
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— Supposons donnés deuzr 1-morphismes (f,a) et (f',a') entre les diagrammes de S-schémas (¢4,T) et (F,I). Un
2-morphisme dans DiaSch/S de (f,a) vers (f',a') est la donné d’une transformation naturelle t : o —— ¢/
tel que le carré suivant :

g:g

R

Foa—=Foa

soit commutatif.
La 2-catégorie DiaSch/S ainsi définie est une 2-catégorie stricte.

Remarque 2.4.5 — 1l va sans dire qu’on peut définir de la méme fagon la 2-catégorie stricte DiaC des diagrammes
en objets de C pour toute catégorie C. On peut ainsi parler des diagrammes de schémas pas forcément de type fini sur
une base.

Remarque 2.4.6 — 1l est possible de définir une autre variante de la 2-catégorie de diagrammes de schémas ayant
pour objets les mémes couples (& ,7) mais pour 1-morphismes les faces :
J g
f
« 7 Sch/S
T F

Cette 2-catégorie est simplement la 2-catégorie Dia(Sch/S)°P dans la notation de la remarque précédente, avec
(Sch/S)°P la catégorie opposée & Sch/S. Il est probable que cette deuxiéme catégorie de "diagrammes de S-schémas"
doit jouer un réle dans une définition compléte et autoduale de la notion de dérivateurs algébriques. L’auteur avoue
ne pas avoir trop réfléchi i la question, étant donné que son objectif est d’avoir une définition fonctionnelle, suffisante
pour développer le formalisme des cycles proches.

Remarque 2.4.7 — 1- Supposons donné un diagramme de S-schémas quasi-projectifs (#,7) et un foncteur
p: I' —— 7 . On obtient un deuxiéme diagramme de S-schémas en prenant la composée # o p. On a méme un
morphisme évident p = (id,p) : (F op,T') —— (F#,I) .

2- Tout 1-morphisme (f,a): (¢4,7) —— (#,Z) de DiaSch/S se factorise de la maniére suivante :

@,T) —L> (Foa,T) -2 (£,T)

avec f un morphisme de [J-diagramme de S-schémas. On dira que f est la partie géométrique et « la partie catégorique.
Cette factorisation est fonctorielle pour les 2-morphismes de DiaSch/S. Ces derniers agissent par I'identité sur la partie
géométrique.

Remarque 2.4.8 — Si X est un S-schéma quasi-projectif et Z une catégorie de Dia, on note (X,7) le diagramme
de S-schémas défini par le foncteur constant de valeur X.

Le lemme suivant est trivial :

LEMME 2.4.9 — La catégorie sous-jacente & la 2-catégorie DiaSch/S admets des coproduits finis. Si (F,T)
et (4,T) sont deuzr diagrammes de S-schémas quasi-projectifs, leur coproduit (¥,I)][(¥,J) est représenté par
(F1Y.I119).

On a également :

LEMME 2.4.10 — La catégorie sous-jacente d la 2-catégorie DiaSch/S admet des produits fibrés finis.

DEMONSTRATION Considérons un diagramme dans DiaSch/S :

(%2, J2)

l(fz,az)

(%,Lﬁ) m (5271)
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ainsi qu’un quatriéme objet (J#, K). On se donne deux fléches (g1,61) et (ga2, B2) rendant commutatif le carré :

(k) 22 (@, 7)

(Ql’ﬁl)l l(fz:az)

- A
(%1, 71) T (#,1)

Le couple de foncteurs (81, 32) est équivalent & un foncteur :
B: K—=T1 %272

Notons J le produit fibré [J1 xz J2, p; la projection de J sur J; et a le morphisme évident de J vers Z. Le couple
((91,81), (92, B2)) est équivalent au couple de morphismes ((g1, 8), (g2, 8)) :

2,8
(#,K) 22 (4, 0 py, )

(yl,ﬂ)l l(h,id)

(gloplaj)(fl—,id))(ﬁoaaj)

Si & désigne le produit fibré des J-diagrammes de S-schémas quasi-projectifs (%1 0p1) X #op (%2 0p2), on voit facilement
que le couple (g1, g2) est équivalent & un morphisme de diagrammes de S-schémas :

,K) 2L (g, 7)

Ceci prouve que (¢, J) représente la limite du diagramme considéré. C.Q.F.D

DEFINITION 2.4.11 — Soit (f,a): (¢,J) —— (%,Z) un l-morphisme de DiaSch/S.
1- On dit que (f,q) est cartésien lorsque a est une équivalence et pour toute fleche j' — j de J le carré :

F(a(j'")) — F(a(h))

est cartésien.
2- Si (P) est une propriété des morphismes de S-schémas quasi-projectifs, on dira que (f,a) est (P) argument par
argument si pour tout objet j de J, le morphisme de S-schémas quasi-projectifs 4(j) —— F(a(j)) est (P).

2.4.2 Pré-dérivateurs et dérivateurs algébriques

On fait la définition suivante :

DEFINITION 2.4.12 — Soit ® une 2-catégorie stricte. On appelle pré-dérivateur algébrique 4 valeur dans ® un
2-foncteur (non forcément stricte) D de la 2-catégorie DiaSch/S vers ©, 1-contravariant et 2-contravariant. En termes
explicites, un pré-dérivateur D est l’ensemble des données suivantes :

- A un diagramme de S-schémas (#,1), un objet D(F,I) de D,

- A un 1-morphisme de diagrammes de S-schémas (f,a) : (F,2) ——=(¥9,T), un l-morphisme (f,a)* :
Z,I) —=DY,T) dans D,

— A un 2-morphisme de diagrammes de S-schémas :

(f, @)
T
(Z,1) 7 (¥,J)
~_
(f,a)

un 2-morphisme dans ® :
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(f's )"

— A une suite composable de 1-morphismes de diagrammes de S-schémas :

7,1 L (@, 7) 2L (k)

un 2-isomorphisme de connezion c((f,a),(g,8)) : (f,a)* o (g,8)* ——=(go f,Boa)* dansD.
Ces données doivent vérifier les propriétés 1-opposées et 2-opposées de la définition 2.1.32.

Soit D : DiaSch/S —— ¥R un pré-dérivateur algébrique & valeurs dans la 2-catégorie des catégories triangulées.
On introduit maintenant un certain nombre d’axiomes que peut vérifier un tel pré-dérivateur algébrique :

DerAlg 0 : Soit (#,Z) un diagramme de S-schémas quasi-projectifs. Si Z est une catégorie discréte, alors les
1-morphismes i : (Z(i),e) ——= (%#,Z) pour i € Ob(Z) induit une équivalence de catégories :

I €0b(T) i*

D(Z,1) [Licob(z) D(F (i)

DerAlg 1 : Soient (Z,7) un diagramme de S-schémas quasi-projectifs et a: J ——= 7 un foncteur essentielle-
ment surjectif. Le foncteur triangulé :

o (F,I) —=D(F oa, )

est conservatif.

DerAlg 2d : Pour tout 1-morphisme (f,a) : (#,Z) ——= (¢,J) de DiaSch/S, le foncteur (f,a)* admet un
adjoint & droite (f, a)..

DerAlg 2g : Pour tout 1-morphisme lisse argument par argument (f,a) : (¥,7) —— (¢,J) de DiaSch/S, le

foncteur (f,a)* admet un adjoint & gauche (f, a)x.

Soient f: ¥ —— % un morphisme de Z-diagrammes de S-schéma quasi-projectifs et a : J ——= 7 un foncteur
dans Dia. On a un carré :
(goQ’J) — (gaI)

f|JJ/ lf
(ﬁoa’j)—a>(f’z)
commutatif (et méme cartésien) dans DiaSch/S.

DerAlg 3d : Le 2-morphisme d’échange o* f, — (f|7)+ 0 @™ associé au carré commutatif ci dessus, est un
2-isomorphisme.

DerAlg 3g : Supposons que f est cartésien et lisse argument par argument. Alors le 2-morphisme d’échange
(f\J)# oa* —— a* fx est un 2-isomorphisme.

DerAlg 4 : Pour tout S-schéma quasi-projectif X le 2-foncteur :
D(X,-): Dia——=%R
qui & une catégorie Z de Dia associe D(X,Z) est un dérivateur triangulé au sens de la définition 2.1.34.

DerAlg 5 : Le 2-foncteur :
D(—,e) : Sch/S —= 3R

qui & un S-schéma quasi-projectif X associe D(X,e) est un 2-foncteur homotopique stable.
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DEFINITION 2.4.13 — Le pré-dérivateur algébrique D est un dérivateur algébrigue homotopique et stable lorsque
les aziomes DerAlg 0 o DerAlg 5 sont satisfaits.

Remarque 2.4.14 — On aurait pu imposer 3 la place de I’axiome DerAlg 4 I’axiome plus fort :
DerAlg 4’ : Pour tout diagramme de S-schémas quasi-projectif (#,7), le 2-foncteur :

D(g,z) (—) ! Dia— %R

qui & une catégorie J de Dia associe D(Z o pri,Z x J) est un dérivateur triangulé au sens de la définition 2.1.34.

1l est possible que ’axiome DerAlg 4’ découle des axiomes DerAlg 0 & DerAlg 5. C’est le cas si ’on avait adopté
la définition de [Mal01b| d’un dérivateur triangulé. Le probléme qu’on pourrait rencontrer en essayant de déduire
Paxiome DerAlg 4’ vient du fait que la structure de catégories triangulées sur les ID(.Z o pry,Z x J) peut différer de
la structure déduite des axiomes de dérivateurs triangulés.

Remarque 2.4.15 — Le lecteur attentif a sirement remarqué que dans I’axiome DerAlg 3d on ne met aucune
hypotheése sur le 1-morphisme (f, ) alors que dans ’axiome DerAlg 3g on suppose en plus de I’hypothése nécessaire
de lissité que (f, ) est cartésien. Pour expliquer cette asymétrie, il faut considérer le dérivateur algébrique homotopique
et stable SH construit dans I’appendice ? ?. Soit U un S-schéma lisse et considérons les deux 1-diagrammes de schémas :

P
ainsi que le morphisme p de 1-diagrammes de schémas induit par le carré commutatif (mais non cartésien en général) :

U——=219)

L

L’objet unité I.# de SH(Z,1) est représenté par I'objet (S == 5 ,1) de Sm/Z. 1l vient que pxI # est 'objet unité
de SH(S,1). Ainsi le morphisme :
p#ly —— 0"pxplz

est isomorphe & la classe du morphisme p: 7 ——= § qui est non inversible en général.

Remarque 2.4.16 — Au lieu d’invoquer les définitions d’un dérivateur triangulé et d’un 2-foncteur homotopique
stable dans les axiomes DerAlg 4 et DerAlg 5 on aurait pu généraliser les propriétés correspondantes au cadre des
pré-dérivateurs algébriques. A titre d’exemple, on expliquera un axiome qui généralise une partie de ’axiome DerAlg
4 et qui ne découle pas & priori de notre définition :

DerAlg 4’g : Supposons donné un l-morphisme (f,a) : (¢,J) —— (#,Z) de DiaSch/S et i € Ob(Z). On
construit & partir de la face carrée de DiaSch/S :

(@ /i, T /i) “,7)
(f/i) = (f,a)

F(i F, T

R (idz ), %) (#:2)

une face carrée de TR :
(& /i, T [0) Y, J)
(f/i)s = (f, )«

D(F (7)) (F,T)

(idg (), i)*
La face carrée ainsi obtenue est un 2-isomorphisme.
Remarquons par ailleurs que la construction duale avec les catégories i\Z ne fonctionne pas puisqu’on dispose
pas d’un l-morphisme évident de (iI\¥,i\J) vers (#(i),e). On peut envisager que ’axiome dual concerne l’autre
2-catégorie des diagrammes de S-schémas discutée dans la remarque 2.4.6.
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2.4.3 Quelques conséquences faciles de la définition

On se donne un dérivateur algébrique homotopique et stable :
H : DiaSch/S —— %R

On regroupe dans cette section quelques conséquences élémentaires des axiomes DerAlg 0 & DerAlg 5. Le lemme
suivant est une conséquence immédiate de DerAlg 0 et DerAlg 1. Il sera constamment utilisé dans la suite :

LEMME 2.4.17 — Soit (%,7) un diagramme de S-schémas quasi-projectifs. Alors la famille de foncteurs i* :
H(#,I) —— H(Z (i), e) indicée par l’ensemble Ob(Z) est conservative.

DEMONSTRATION On identifie ’ensemble Ob(Z) & la sous-catégorie discréte de Z ayant les méme de Z. On applique
alors 'axiome DerAlg 1 a linclusion essentiellement surjective Ob(Z) C Z. Il suffit alors d’appliquer DerAlg 0 i la
catégorie discréte Ob(Z) pour conclure. C.Q.F.D

COROLLAIRE 2.4.18 — Soit s: & —— % une immersion fermée cartésienne de T-diagrammes de S-schémas

quasi-projectifs. On note w : Y —— % le T-diagramme complémentaire argument par argument o s. Alors le couple
(s*,u*) est conservatif.

DEMONSTRATION Soit A un objet de H(#',7) tué par s* et u*. Pour tout i € Ob(Z) on a :
s())"1"A~i*s*A~0 et u(i) i*A~i*u*A~0

Mais le couple de foncteurs (s(i)*, u(i)*) est conservatif puisque (s(),u(i)) est une paire complémentaire d’immersions
du S-schéma # (7). 1l vient que i*(A) est nul pour tout ¢ € Ob(Z). Par le lemme 2.4.17, A est forcément nul. C.Q.F.D

COROLLAIRE 2.4.19 — Soitu : & —— &% un immersion argument par argument de Z-diagrammes de S-schémas
quasi-projectifs. Le morphisme de counité u*u, —1 est un 2-isomorphisme.

DEMONSTRATION En effet, pour ¢ € Ob(Z) on a un diagramme commutatif :

~ Ex} . N
a1y — s (i) 5% U, —— (i) u ()i

1 |

7 7*

Z'*

est commutatif. Le morphisme d’échange Ex} ci-dessus est inversible par DerAlg 3d. De méme le morphisme de
counité de I’adjonction (u(i)*,u(i)«) est inversible par le lemme 2.4.17. D’ou le résultat. C.Q.F.D

On continue avec une amélioration de ’axiome DerAlg 3g :

PROPOSITION 2.4.20 — On suppose donné un carré cartésien de diagramme de S-schémas :

@.7) L (@1

f’J/ lf
! ! a
(F.1) (9:8) (#.1)

avec f un morphisme de T-diagrammes, cartésien et lisse argument par argument. Le morphisme de changement de
base Exl : [y o(9',8)" —(g,8)" o f4 est un 2-isomorphisme.

DEMONSTRATION On peut factoriser le carré cartésien de ’énoncé de la maniére suivante :

!

@', T') —L~ (9 0 B,T") —2= (9,

/| o

(FLT) > (F o B.T) —~(F,1)
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Par ’axiome DerAlg 3g le morphisme d’échange associé au carré de droite est inversible. Ceci nous raméne a traiter
le cas® ot T = Z'. Par le lemme 2.4.17, il suffit de prouver que le morphisme d’échange devient inversible aprés
application de ¢* pour tout i € Ob(Z). Le diagramme suivant est commutatif :

- ) N ek e~ . Nk
Cfpg" < [ 4i*g"™ < f'()pg'(i)*i
.*lﬂ ~ N (1) *l .
g fy <—— g(0)"i" fp <—— g(0)" f ()3
De plus, les deux 2-morphismes (1) sont inversibles par DerAlg 3g. Il suffit donc de montrer que le morphisme

d’échange f'(3)x9'(4)* —— g(¢)*f(i)x est inversible. Ceci est vrai par la définition des 2-foncteurs homotopiques
stables. C.Q.F.D

Comme corollaire on a immédiatement ’extension suivante du théoréme de changement de base par un morphisme
lisse :

COROLLAIRE 2.4.21 — On suppose donné un carré cartésien de diagramme de S-schémas :

@', J) —L~ @, )

(f',a)l l(f,a)

(#',1T) —— (£,1)

avec g un morphisme de Z-diagrammes, cartésien et lisse argument par argument. Le morphisme de changement de
base Ext : g*(f,a)s —— (f',@)«g"™ est un 2-isomorphisme.

Plus intéressant que tout ce qu’on a dit dans ce paragraphe est probablement le résultat suivant :

THEOREME 2.4.22 — On suppose donné un carré cartésien de diagramme de S-schémas :

@, 1) (@,1)

! 'J/ lf
(F".1") —> (#,1)
(9:8)
tel que l'une des deux conditions suivantes soit satisfaite :
— Le morphisme de Z-diagrammes f est projectif argument par argument,

— Le morphisme de diagrammes de S-schémas (g, 8) est lisse arguments par arguments.
Alors le morphisme de changement de base Exy : (g,8)* f« — fi(9',B8)* est un 2-isomorphisme.

DEMONSTRATION On peut factoriser le carré cartésien de I’énoncé de la maniére suivante :

@', T) L~ (@0 5,T) —~ 9,1)

/| b

(F1T) — (F 0 B,T) —= (F,T)

Par 'axiome DerAlg 3d le morphisme d’échange associé au carré de droite est inversible. Ceci nous raméne & traiter
le cas'® ot Z = T'. Par le lemme 2.4.17, il suffit de prouver que le morphisme d’échange devient inversible aprés
application de ¢* pour tout 7 € Ob(Z). Le diagramme suivant est commutatif :

@ £(i)<*
g'(i)*i*

i*g* fo —— g(i)*i* fr ——— g(i)*
)

l (1)

i* igl* My fl(i)*i*gl* —N>fl(i "

9Cette réduction n’est pas nécessaire mais simplifiera les notations.
10Cette réduction n’est pas nécessaire mais simplifiera les notations.
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De plus les deux 2-morphismes (1) sont inversibles par DerAlg 3d. Il suffit donc de montrer que le morphisme
d’échange g(i)*f (i), — f'(i)«g'()* est inversible. Ceci est vrai pas le théoréme de changement de base pour un
morphisme projectif ou par un morphisme lisse suivant les cas. C.Q.F.D

Remarque 2.4.23 — On notera bien que dans le théoréme précédent le morphisme f n’est pas supposé cartésien
contrairement & la proposition 2.4.20. Ceci est conséquence de 'asymétrie dans les axiomes DerAlg 3d et DerAlg

3g.
On obtient le corollaire suivant, qui compléte la proposition 2.4.20 dans une direction partielle :

COROLLAIRE 2.4.24 — On suppose donné un carré cartésien de diagramme de S-schémas :

@', J) L~ @,7)

(f’,a)l J{(f,a)

(‘glvz) —g> (ﬁ,I)

avec (f,a) un morphisme de diagrammes de schémas, lisse arguments par arguments. Le morphisme de changement

de base Ex} : fyo(g,B)" ——(g,8)* o fx est un 2-isomorphisme.
En reprenant mot par mot la preuve de la proposition 1.4.9, on peut démontrer le résultat suivant :

PROPOSITION 2.4.25 — Soits: & —— % wune immersion fermée cartésienne de I-diagrammes de S-schémas

quasi-projectifs. Le foncteur s, admet un adjoint & droite s'. De plus siu : % — % est linclusion du T-diagramme
complémentaire argument par argument d s, on a deux 2-triangles distingués canoniques :

U#U* 1 S.8™ U#U* [+1] et S*S! S, R — S*S!H—].]

On a également ’analogue du corollaire 1.4.17 :

LEMME 2.4.26 — On suppose donné un carré cartésien de diagramme de S-schémas quasi-projectifs :

(2,7 L (1)

)
(g/laI’) = (@,I)
(9:8)
avec s une immersion fermée cartésienne de I-diagrammes de S-schémas quasi-projectifs et g un 1-morphisme de
DiaSch/S lisse argument par argument. Alors le morphisme de changement de base : Ex*' : (g', §)*s' — s'(g, §)*
est un 2-isomorphisme.
DEMONSTRATION On appelle u I'immersion ouverte de Z-diagrammes de S-schémas complémentaire a s et u' le pull-

back de u par (g,8). On utilise le fait qu’on a un morphisme de 2-triangles distingués (comme dans ’énoncé de la
proposition 1.4.16) :

(9, B8)*su8' —— (9, B)* —— (9, B)*usu* —— (g, B)*s.s'[+1]
| H o |
58" (g, 8)* —= (9, 8)" —=uiu"(9,8)* —= sls"(g,)*[+1]

Le 2-morphisme (1) est une composée de Ez* et Ex**. Il est donc inversible par le théoréme 2.4.22. Il vient que le
2-morphisme (g, 3)*s.s' — s's"(g,3)* est inversible. Mais ce 2-morphisme est la composée :

*

(9,8) 528 ——= sL(g', B)*s' 22 1" (g, )"
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Le premier 2-morphisme est inversible par le théoréme 2.4.22. 1l vient que le second est également inversible. Le résultat
découle alors du fait que s, est pleinement fidéle (donc conservatif). C.Q.F.D

PROPOSITION 2.4.27 — Soit (¥#,7) un diagramme de S-schémas quasi-projectifs. On note p la projection de
(F,I) xg AL sur le premier facteur et s la section nulle. Alors :
— Le morphisme d’unité 1 —— p.p* est inversible,
— Le foncteur pys, est une équivalence de catégories.

DEMONSTRATION Pour la premiére propriété, on montre que le morphisme d’unité de (p*, p.) devient un isomorphisme
aprés application de * pour tout ¢ € Ob(Z). On utilise pour cela le diagramme commutatif :

% %

? ?

| !

Ppup* —— (i)« i*p* —— p(i).p(i)*i*

Le résultat découle de ’axiome de ’homotopie et du fait que p(i) est la projection de la droite affine relative sur le
S-schéma % (7).

On passe maintenant & la seconde assertion. On prouvera que pxs. est une équivalence en montrant que les
morphismes d’unité et de counité de ’adjonction (p4s«,s'p*) sont inversibles. On procéde par la méme méthode en
utilisant la conservation de la famille de i* pour §0Ob(Z).Pour le morphisme d’unité, on utilise le diagramme commutatif :

i* i*
i*sts, — > 5(0)"i*s. s(i)'i*s, ———————> 5(i)'s(0) i

S |

8P pus. — 8(1)'iP g s, —> 5(1)'p(0) " pys. —> (1) p(i)*p(i)i* s —> 5(i)'p(

0)*p(7) 4 8(0) 1

et le fait que le morphisme d’unité de (p(i)45(i)«, s(i)'p(i)*) est inversible par 'axiome de stabilité. Le morphisme de
counité est traité par la méme méthode. C.Q.F.D

Comme conséquence de ce qui précéde, on a une amélioration de ’axiome DerAlg 5 :

THEOREME 2.4.28 — Soient (#,Z) un diagramme de S-schémas quasi-projectifs et (#,I) —— (X,e) un
1-morphisme vers un S-schéma quasi-projectif X . Le 2-foncteur :

H(gz)z)/x : SCh/X—>‘3,’9‘{

qui & un X-schéma Y associe la catégorie triangulée H((F,7) xx Y) est un 2-foncteur homotopique stable.

Remarque 2.4.29 — On garde les hypothéses du théoréme précédent. Supposons donné un morphisme de X-
schémas quasi-projectifs :
y oy
BN
!
X

On obtient par pull-back un 1-morphisme cartésien de Z-diagrammes de S-schémas :
Z - (f,I) xXY’—>(ﬁ',I) XXy

on a les quatre opérations g%, g7, 921 et gz entre les deux catégories triangulées H((#,7) x x Y) et H((#,7) x x ).
Dans le numéro suivant ce résultat sera généralisé et précisé.
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2.4.4 Extension des résultats du premier chapitre
Vu la remarque 2.4.29, il est naturel d’espérer que tout morphisme cartésien de diagrammes de S-schémas quasi-
projectifs (f,a): (¢,J) —— (¥#,7) induit deux opérations :
(f,(l)!: H(%,j)—>H(ﬁ,I) et (f,Oé)!Z ]HI(gZ,Z)—>lHI(€4,\7)

et que ces foncteurs s’organisent naturellement en deux 2-foncteurs globalement adjoints :
CartH, : (DiaSch/S)Cart — = qR et Cartpy' . (DiaSch/S)Cart — = TR

oit (DiaSch/S)Cart désigne la sous-2-catégorie 2-pleine de DiaSch/S ayant pour objets les diagrammes de S-schémas
quasi-projectifs (vérifiant peut-étre une condition technique) et pour 1-morphismes ceux qui sont cartésiens.

Dans cette sous-section on montre que la quasi-totalité de la construction entreprise dans le premier chapitre
s’étend mot & mot & cette nouvelle situation. Toute fois, & quelques rares endroits, des arguments nouveaux doivent
étre rajoutés. On précisera alors ces endroits et on décrit rapidement ces arguments. On commence d’abord par un
petit paragraphe de géométrie algébrique au-dessus d’un diagramme de schémas.

La géomeétrie des .#-schémas

Soient 7 une petite catégorie et . un Z-diagramme de schémas. On fait la définition suivante :

DEFINITION 2.4.30 — On note I—SCH/. la catégorie définie par :
— Les objets de T—SCH /. sont les morphismes cartésiens de Z-diagrammes de schémas 7: ¥ —— . ,
— Les fleches de T—SCH |7 sont des triangles commutatifs de morphismes de Z-diagrammes :

v Lo

AN

5

Les objets de cette catégorie seront simplement appelés des % -schémas.

Remarque 2.4.31 — Si la catégorie 7 admet un objet final o, la catégorie des .#-schémas est équivalente & la
catégorie des .#(0)-schémas.

Remarque 2.4.32 — La catégorie 7-SCH /. admet des produits fibrés donnés par le produit fibré des Z-diagrammes
de schémas. On dispose plus généralement d’un foncteur de changement de base :

I-SCH|S —= T—-SCH|T

pour tout 1-morphisme de diagrammes de schémas (Z,J) —— (#,Z) donné par le produit fibré des diagrammes
de schémas.

Le lemme suivant est une conséquence immédiate de la définition :
LEMME 2.4.33 — Un morphisme de .-schémas est automatiquement un morphisme cartésien de Z-diagrammes

de schémas.

DEMONSTRATION Ceci découle découle immédiatement du fait général suivant. Soit un diagramme commutatif dans
une catégorie C :
c'—C

o]

B'—B

]

A—A

On suppose que les carrés (1) et (1) o (2) sont cartésiens. Alors le carré (2) est cartésien.
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Pour la preuve de ce fait, on considéré le morphisme évident : ¢/ —— B’ xg C . Ce morphisme est isomorphe

au morphisme évident : 0" —— A’ x4 C , puisque (1) est cartésien. Mais ce dernier est inversible puisque (1) o (2)
est cartésien. C.Q.F.D

Le but de ce paragraphe est de montrer que pour certaines questions, on peut penser aux .¥’-schémas comme 3 des
S-schémas habituels. On étendra en particulier tous les résultats géométriques (sauf un'!!) sur les S-schémas utilisés
dans le chapitre 1 au cadre des .¥’-schémas. Il sera pratique de faire la convention suivante :

DEFINITION 2.4.34 — 1- Soit (P) une propriété des S-schémas avec S un schéma de base. On dit qu’un #-schéma
X est (P) si pour tout i € Ob(Z), le 7 (i)-schéma Z (i) est (P).

2- Soit (P') une propriété des morphismes de S-schémas avec S un schéma de base. On dit qu’un morphisme
Y —— % de S-schémas est (P') si pour tout i € Ob(Z) le morphisme % (i) —— Z (i) de #(i)-schémas est
(P").

Remarque 2.4.35 — Supposons que la propriété (P) (resp. (P')) dans la définition précédente est invariante
par changement du schéma de base i.e. si T ——= 8§ est un morphisme de schémas, le foncteur de changement

de base SCH/S ——= SCH/T conserve la propriété (P) (resp. (P')). Alors il en est de méme des foncteurs :
I-SCH|S ——= T —-SCH/T pour tout 1-morphisme de diagrammes de schémas (7,J) — (,7) .

Remarque 2.4.36 — Comme premier exemple, on note le fait important suivant. Etant donné une immersion
fermée de .¥-schémas % —— % , on peut parler de I'immersion ouverte complémentaire de & dans #. En effet
I'immersion fermée en question est cartésienne par le lemme 2.4.33. La méme chose s’applique pour les immersions
ouvertes.

Remarque 2.4.37 — Soit s : % —— % une immersion de .#-schémas. On peut définir un Z-diagramme de
schémas % en prenant pour 2 (i) I’adhérence schématique de I'immersion s(i) : (i) —= # (i) (ot i € Ob(Z)).
1l est claire que le morphisme de Z-diagramme de schémas s se factorise par 2. On fera attention toutefois que 2
n’est pas en général un .#-schéma car le Z-morphisme évident ¢ —— & n’est pas forcément cartésien. Le lecteur

pourra facilement vérifier qu’on a jamais eu besoin de prendre Iadhérence d’une immersion tout au long du chapitre
1.

Etant donné un T-diagramme de schémas 2", on notera Zz,, le site défini de la maniére suivante :
— Les objets de Z7ar sont les couples (U, i) avec i un objet de Z et U un ouvert Zariski de 2" (7),
— Une fleche (U’,i") — (U,4) est une fleche a : i' — i de Z tel que U’ soit envoyé dans U par le morphisme
Z(a): ") —Z0),
- La topologie de Z7ar est engendrée par les familles (id; : (Ug,i) — (U, ), ou (Ug)x est un recouvrement, Zariski
de U.
Ainsi, un préfaisceau F sur 27z, est un faisceau si et seulement si pour tout objet i de Z la restriction F(i) de F a
Z (i) zar est un faisceau.

DEFINITION 2.4.38 — Soit Z un Z-diagramme de schéma. Le faisceau structural de Z , noté €4 , est le faisceau
sur & zar qui @ un couple (U, i) associe O g (;)(U).

On adoptera la notion suivant de & a-modules quasi-cohérents :

DEFINITION 2.4.39 — Soient & un diagramme de Z-schémas et A4 un O g -module.

1- On dit que A est quasi-cohérent (resp. cohérent , localement libre, etc) argument par argument si pour tout
i € Ob(Z), la restriction M (i) de M o Z (i) est un O g (;-module quasi-cohérent (resp. cohérent, localement libre,
etc).

)2- On dit que A est quasi-cohérent (resp. cohérent) s’il est quasi-cohérent (resp. cohérent) argument par argument
et si pour toute fleche a : i' — i de I, le morphisme évident : X (a)* M (i) —— A (i'") est un isomorphisme de
O o (ir)-modules.

e résultat qui ne s’étend pas aux .#-schémas est le suivant. Un couple lisse (Y, X) au dessus d’un schéma Z, est localement pour la
topologie de Nisnévich isomorphe & un couple lisse trivial i.e. & (A7, A% ) avec m < n. Ce résultat est généralement faux pour les couples
lisses de Z-diagrammes de schémas.
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Le faisceau O g est lui-méme un € g-module cohérent. On fera attention que la catégorie des & 2 -modules quasi-
cohérents n’est pas une catégorie abélienne en général. En effet, lorsque les morphismes 2 (i') —— 27(i) dans le

7-diagramme ne sont pas tous plats, la deuxiéme condition de la définition ci-dessus n’est pas stable par passage au
noyau d’un morphisme de & g--modules. Pour les & - -modules localement libres arguments par arguments la situation
est meilleure :

LEMME 2.4.40 — Soit Z un I-diagramme de schémas. On se donne une suite exacte courte de € g -modules
localement libres arguments par arguments :

0 N M Z 0

On suppose que deux des trois O g -modules £, M et N sont quasi-cohérents (resp. cohérents). Alors il en est de
méme du troisiéme.

DEMONSTRATION Les trois modules en question sont localement libres. Il vient que pour tout i € Ob(Z) les €4 ;-
modules £ (i), (i) et A (i) sont quasi-cohérents (resp. cohérents). Il s’agit donc de vérifier la seconde propriété de
la définition 2.4.39. Pour toute fléche a : i — ¢ de Z on a un diagramme commutatif :

0—— X (a)* N (i) — X (a)" A (i) — £ (a)" L (i) —=0

| | |

0 —— A (i) (i) 2(i') ——0

Les lignes de ce diagramme sont exactes puisque les modules £ (i), # (i) et A (¢) sont localement libres. Le résultat
découle alors du lemme des cing. C.Q.F.D

Remarque 2.4.41 — 1- Etant donné un Z-diagramme de schémas 2~ et un &4 -module .# cohérent argument
par argument on peut définir un Z-diagramme de schémas V(.#) en prenant V(.#)(i) = V(.# (i)) pour tout objet ¢
de Z. On a alors une projection évidente : V(.#) ——= 2 . On vérifie alors facilement que V(.#) est un 2 -schéma
au sens de la définition 2.4.30 si et seulement si .# est un & ¢-module cohérent. Le £ -schéma, ainsi obtenu est affine
et de type fini.

2- En ce qui concerne le projectivisé de .#, la situation est légérement plus délicate. En effet, le diagramme de
schémas P(#) vérifiant P(#) (i) = P(#(i)) n’existe que lorsque .# est cohérent. Dans ce P(.#) est un 2 -schéma
projectif.

Les deux modules qui jouent un réle important dans la construction des deux foncteurs H, et H' du chapitre 1,
sont :
— Le faisceau normal .4; associé & une immersion fermée s entre Z-schémas lisses (avec Z un certain S-schéma
quasi-projectif),
— Le faisceau des différentielles relatives ()¢ associé & un morphisme lisse de S-schémas quasi-projectifs f.

DEFINITION 2.4.42 — 1- Soits: % —— % wune immersion fermée argument par argument entre Z-diagrammes
de schémas. On définit un O« -module N; quasi-cohérent argument par argument en prenant Ny = F5/ 52 o F5 est
lidéal quasi-cohérent argument par argument de I’immersion s. On a alors les identifications A (i) = A;(;) pour tout
i € Ob(Z). On dira que A5 est le faisceau normal de l’immersion s.

2- Soit f: & ——= 2 wun morphisme séparé argument par argument de Z-diagrammes de schémas. On définit un
Oy -module Q¢ quasi-cohérent argument par argument en posant Qp = Nx 00 A:  —— X x o ¥ est immersion
fermée diagonale. On a alors les identifications Qy (i) = Qg ;) pour tout i € Ob(Z). On dira que Qy est le faisceau des
différentielles relatives.

Les modules A4} et €25 ne sont pas en général cohérents (ni quasi-cohérents) méme lorsque s et f sont cartésiens
et de présentation finie. Heureusement, dans les cas considérés au chapitre 1, la situation est meilleure :

LEMME 2.4.43 — Soit ¥ un I-diagramme de schémas.
1- On suppose donné un triangle commutatif de #-schémas :

———

BN

%



2.4. DERIVATEURS ALGEBRIQUES HOMOTOPIQUES ET STABLES 323

avec s une immersion fermée et f et g lisses. Alors le Oz -module N5 est localement libre et cohérent.
2- On suppose donné un morphisme lisse f: & —— 2 de /-schémas. Alors le Oz -module Qf est localement
libre et cohérent.

On termine ce paragraphe par une discussion sur les éclatements. Etant donné un carré cartésien de schémas :

Z2—>Z1

X2 %Xl

avec s; et sz des immersions fermées, on peut déduire un morphisme FEgz,(X2) ——= Ez, (X1) entre les éclateés.
Ceci permet alors de parler de l'éclaté Eg(2) d’un sous-#-schéma fermé 2 d’un .#-schéma Z. En général, le
Z-diagramme de schémas E (2" ) n’est pas un .#-schéma étant donné que le morphisme Eg (%) —— 2 n’est pas
toujours cartésien. On a toute fois :

LEMME 2.4.44 — Soit . un T-diagramme de schémas. On suppose donné un triangle commutatif de -schémas :

e

BN

g

avec s une immersion fermée et f et g lisses. Alors le T-diagramme de schémas Ex(Z) est un #-schéma.

Ce lemme permet alors d’étendre la déformation au cone normal utilisée au numéro 1.6, dans le contexte des
& -schémas.

Les quatre opérations pour les .-morphismes

On se donne un Z-diagramme de S-schémas quasi-projectifs .. On note 7-Sch/.# la catégorie des .#-schémas quasi-
projectifs (arguments par arguments). On appellera Z—Sch’/.% la sous-catégorie formée des .#-schémas admettant
une immersion dans un P(.#) avec .# un € »-module localement libre et cohérent. Les objets de cette catégorie seront
appelés les .#-schémas fortement quasi-projectifs.

Dans ce paragraphe, on va survoler la construction du 2-foncteur H' : Sch/S ——= g9 dans le cadre des .-
schémas en expliquant comment on peut la modifier pour obtenir un 2-foncteur :

Cal‘tH! . Z-_S hl y

Comme on I’a déja affirmé, la quasi-totalité de la construction s’étend mot & mot aux .#-schémas. Bien que le
résultat final concerne les morphismes de .#-schémas fortement quasi-projectifs, une grande partie reste valable pour les
morphismes de S-schémas quasi-projectifs voire pour les morphismes de diagrammes de S-schémas. Ainsi les sections
1.4 et 1.5 seront survolées dans un cadre un peu plus général que celui des #-schémas.

Pour simplifier, le lecteur pourra négliger les 2-morphismes des 2-catégories DiaSch/S. Ainsi dans la suite de
ce paragraphe, DiaSch/S désignera la catégorie sous-jacente & la 2-catégorie des diagrammes de S-schémas quasi-
projectifs. On considérera les sous-catégories suivantes de DiaSch/S :

— (DiaSch/S)“att ayant les méme objets que DiaSch/S et pour morphismes ceux qui sont de la forme :

f:(#,8) —(Z,8)

avec f un morphisme cartésien de £-schémas.
— (DiaSch/S)iss Cart - 1o méme chose que la premiére avec en plus f lisse,
— (DiaSch/§)tmm Cart . 13 méme chose que la premiére avec en plus f une immersion fermée,
— (DiaSch/S)“at" : 1a méme chose que la premiére avec en plus le 2"-schéma % fortement quasi-projectif.
On utilisera le dictionnaire suivant (que le lecteur pourra facilement compléter si besoin) qui permet le passage du cas
des S-schémas vers celui des diagramme de S-schémas.
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H*: Sch/S —— 3R H* : DiaSch/S —— %R
H.: Sch/S ——= %R H, : DiaSch/S —— %R
LissH# . (Sch/S)Liss > TR Liss CartH# . (DiaSCh/S)Liss Cart > TR
LissH* . (SCh/S)LiSS TR Liss CartH* . (Diasch/S)Liss Cart >~ TR
ImmH, . (Sch/S)Imm —— g Imm CartH, . (DiaSch/S)Imm Cart — o1
ImmH! . (SCh/S)Imm > TR Imm CartH! . (DiaSCh/S)Imm Cart > TR
Hi: Sch/S — TR CartH, : (DiaSch/S)a" —— IR
H!: Sch/S — % CartH : (DiaSch/S)a ——> TR
Ox-module localement libre de type fini O a-module localement libre et cohérents
M, N, L ... etc de type fini A, N, L ... etc

1- La section 1.4 Comme on ’a déja remarqué dans le numéro précédent, le numéro 1.4.4 se transcrit mot a mot
dans le cadre des immersions fermées cartésiennes des diagrammes de S-schémas quasi-projectifs. On obtient ainsi le
2-foncteur :

Imm CartH! . (I_Sch/y)lmm > TR

Le numéro 1.4.5 s’étend également mot & mot au cas des diagrammes de S-schémas. On obtient un foncteur croisé :
Liss Cart Liss Cartyy*
(-, 1, Hl, H)

Pour la classe des carrés cartésiens.
Le numéro 1.4.6 s’étend également mot & mot pour fournir un foncteur croisé :

!
(]H[* , | , Imm CartH*’ Imm CartH )

Dans le numéro 1.4.7, on établit la proposition 1.4.19 avec a la place de f un morphisme arbitraire de diagramme
de S-schémas et & la place de ¢ et j une des immersions cartésiennes complémentaires. La proposition 1.4.20 sera
seulement valable pour s une immersion fermée cartésienne.

2- La section 1.5 : Les définitions ne changent pas et seront faites avec s et p tous les deux cartésiens. Dans
la proposition 1.5.2 et le lemme 1.5.3 on prendra & la place de f un morphisme de diagramme de schémas (f, a). La
conclusion du lemme 1.5.4 est alors valable pour (f,a) lisse argument par argument.

Pour prouver le théoréme 1.5.7, on se raméne immédiatement au cas des S-schémas en utilisant le lemme 2.4.17 et
en invoquant pour ¢ un objet de la catégorie d’indice, le diagramme commutatif :

| |

*Th™" (s, p)Th(s,p) — Th™" (s(i), p(4))i* Th(s, p) —= Th™" (s(i), p(i)) Th(s(i), p(4))i*

ainsi que son analogue pour le morphisme de counité.

Pour le reste de la section on se place dans la catégorie des .#-schémas Z —Sch/.. Les résultats de la section
s’étendent mots & mots aux morphismes de .¥’-schémas.

Notons toutefois que I’isomorphisme de commutation avec les équivalences de Thom peut étre défini pour des
changements de base par des morphismes arbitraires de diagramme de S-schémas. On obtient en fin de compte
foncteur croisé :

(H* iy Liss CartH' Liss CartH!)
? ? t)

3- La section 1.6 : Dans cette section on se place dans la catégorie des .-schémas. Le début de la section
jusqu’au lemme 1.6.14 exclu s’étend sans aucune difficulté aux .#-schémas. Notons tout de méme que la proposition
1.6.7 reste valable pour les changement de base par des morphismes généraux (a, ) de diagrammes de S-schémas.

La seconde partie du lemme 1.6.14 s’étend sans difficulté aux cadre des .#-schémas. Pour la premiére assertion, il
faudra se ramener au cas des S-schémas.

Pour chaque tout objet k de la catégorie d’indices Z, on prend la section :

opea s s(k) f(k)*(k* A) ——=i(k)"j(k).q(k)*s(k)' f (k)" (k* A)
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faisant commuter le carré :

Nl lN

s(k)' f (k)* (k*A) ——i(k)*j (k)«q(k)*s(k)" f (k)* (k*A)

1l vient alors qu’on a un carré commutatif :

kst f*(A) ———— k*sp f5 (4)

s(k)' f(k)* (k* A) — so(k)' fo(k)* (k*A)

Ceci nous raméne immeédiatement, aux cas des S-schémas.

Ensuite, le raisonnement se transcrit mot & mot au cadre des .%’-schémas jusqu’a la fin de la construction du
2-foncteur H' en prenant uniquement des .#-schémas fortement quasi-projectifs pour pouvoir applique le critére de
prolongement du théoréme 1.3.1. Notons que la proposition 6.19 reste valable pour les changement de base par des
morphismes généraux de diagramme de S-schémas. Ceci permet permet alors de définir les morphismes d’échange
Ex*' pour des carrés cartésiens de DiaSch/S :

@', 1) L2 (g, 1)

f'l lf
(9.8)

(#,7) — (#.,1)

avec f un morphisme cartésien et fortement quasi-projectif de Z-diagrammes de schémas. On obtient finalement un
foncteur croisé :

(H* ) iy ) Cart’H!’ Cart’Hl)

Remarque 2.4.45 — En lisant le bref survole qu’on vient de faire, on remarque le fait suivant. Lorsqu’on passe des
&-schémas aux diagrammes de S-schémas les seuls étapes de la construction ol un changement est nécessaire sont :

1. Le théoréme 1.5.7 affirmant que les 1-morphismes Th(s,p) et Th™ (s, p) étaient des équivalences inverses 'une
de lautre,

2. Le lemme 1.6.14 et plus précisément la partie affirmant que 74 est inversible.

La raison pour laquelle ’argument initial n’est pas suffisant est directement lié au fait qu’il impossible en général de
trouver des recouvrements Zariski ou Nisnevich de £ par des .#-schémas qui soient suffisamment fins. Ainsi, tous les
arguments qui nécessitent de trivialiser des £ -modules localement libres, ou des couples lisses ne sont plus valables
tels quels. Nous avions contourné cette difficulté en utilisant la conservation de la famille des foncteur ¢* pour i un
objet de la catégorie d’indice.

Notons le résultat intéressant suivant :

PROPOSITION 2.4.46 — Soit un carré cartésien de diagrammes de S-schémas quasi-projectifs :

@.7) L (@1

f'J/ lf
(9.8)

(#".1') — (#,1)
avec f un morphisme cartésien, fortement projectif et (g, B) lisse argument par argument. Le 2-morphisme d’échange :

E:c#,* : (g,b’)#fi —_— f*(gl718)#

est un 2-isomorphisme.
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DEMONSTRATION On dispose d’un morphisme d’échange Ex4 1 : (g9, 8)#fi — fi(¢', )# obtenu via les adjonctions

((g,8)#,(9,8)*) et ((¢',8)#,(9",8)*) a partir de lisoéchange Ez; : f/(¢',8)* ——= (9,8)* fi . On vérifie facilement
que le diagramme suivant est commutatif :

(gaﬂ)#fll - f!(glaﬁ)#

l l

(9,84 fr — [+ (', B)#

Ce qui nous raméne & montrer que Exy4) est inversible. Par adjonction, il suffit de monter que le 2-morphsime
Ex": (¢'8)*f' — f"(g,B) est inversible. En utilisant la conservation de la famille des i'* avec i’ € Ob(Z') au se
raméne aux cas des schémas. L’énoncé correspondant est alors vrai puisque g(i') est lisse. C.Q.F.D

Remarque 2.4.47 — Comme cas particulier de la proposition précédente, on voit que pour f cartésien et fortement
projectif, le foncteur f. commute aux Dia-colimites. En fait, I’hypothése "cartésien" est probablement superflue.

2.4.5 Dérivateurs algébriques monoidaux homotopiques et stables

On termine cette section sur les dérivateurs algébriques par 1’étude des structures monoidales sur eux :
DEFINITION 2.4.48 — Un dérivateur algébrique monoidal homotopique et stable est un pré-dérivateur algébrique :
(H*,®) : DiaSch/S —— MonoTR

vérifiant les deux conditions suivantes :
— Le pré-dérivateur composé :
oubli

DiaSch/S —— MonoTR ——— TR

est un dérivateur homotopique et stable.
— (Formule de projection) Pour tout 1-morphisme de diagrammes de S-schémas (f,a) : (¢4,J) —— (£, #),
lisse argument par argument, les morphismes :

py: (f,)#((f,a)*A®g s B') — ARz 1 (f,a)4B'

pa: (f,a)#(4A' ®y.g (f,0)"B) — (f,a)3A' ®7 1 B

sont des isomorphismes pour tout (A, B, A', B') € Ob(H(#,7))? x Ob(H(¥,J))?.

Remarque 2.4.49 — Les transformations binaturelles p, et pq ci-dessus sont les morphismes structuraux du
(f, a)*-projecteur bilatére (f, )4 obtenu & partir du module tautologique via 'adjonction ((f, ), (f,a)*).

Dans le reste du paragraphe, on se donne un dérivateur algébrique monoidal homotopique et stable (H, ®). De la
formule de projection, on déduit immédiatement le lemme suivant :

LEMME 2.4.50 — Supposons que Dia contient les petites catégories discrétes. Alors les catégories H(—) admettent
les petites sommes et pour tout A € Ob(H(-)), les foncteurs A® — et — ® A commutent aux petites sommes.

COROLLAIRE 2.4.51 — On suppose que Dia contient les petites catégories et que les catégories triangulées H(—)
sont compactement engendrées. Alors, pour tout objet (£ ,Z) de DiaSch/S, la catégorie monoidale (H(Z ,T),Q 2 1)
est fermée a gauche et a droite. De plus, les bifoncteurs homomorphisme interne Hom g 7 ,(—,—) et Hom g 7 4(—, —)
sont triangulés par rapport auz deuz variables.

DEMONSTRATION Ceci découle immédiatement de la proposition 2.1.152. C.Q.F.D
On peut bien évidemment reprendre I’étude menée pour les 2-foncteurs monoidaux homotopiques et stables, dans

le cadre des dérivateurs algébriques monoidaux homotopiques et stables. Ceci n’est pas utile a la théorie des cycles
évanescents du chapitre suivant. Notons tout de méme le résultat suivant :
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LEMME 2.4.52 — Soit g: Y — X wun morphisme de S-schémas quasi-projectifs. On suppose donné un carré
cartésien de diagramme de S-schémas :

@.7) xx Y 1L (#,7) xx ¥

1k

@,7)—"—(#,7)
avec g' et g" obtenu par pull-back de g suivant un 1-morphisme (F,I) —— (X, e) . Considérons les modules bilatéres

[, g"] et [9"*,g"] obtenues en appliquant le théoréme 2.8.38 aux 2-foncteurs monoidauz homotopiques et stables
Hg,x et Hy x. Les 2-morphismes d’échange Ex™* et Ez'* induisent un morphisme de modules :

[(f'; 0", (f',e)*] o [g*.g'] —lg™-g"] o [(£, 0)", (f,)"]

DEMONSTRATION Notons que les opérations g" et g" coincident avec les opérations construites dans la section
précédente et que le 2-morphisme Ez"* est donné par 1’échange sur (H*, Ca”’Hl).

Pour démontrer le lemme on peut supposer que g est une immersion fermée ou un morphisme lisse. Ces deux cas
se traitent exactement comme pour le cas des schémas. C.Q.F.D
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Chapitre 3

La théorie des foncteurs cycles proches dans
un cadre motivique

Introduction. On a vu dans les chapitres précédents que ’on disposait dans le monde motivique du formalisme
des six opérations de Grothendieck & savoir f*, fs, fi, f', ® et Hom. Il est alors naturel de se demander si ’on
dispose également de la septiéme opération & savoir les foncteurs cycles proches ¥. Le présent chapitre est consacré
4 la construction et & I’étude des foncteurs cycles proches motiviques. Pour rester fidéle & 'esprit de cette thése on a
évité de se restreindre aux cas des 2-foncteurs homotopiques stables SH ou DM. Malheureusement, pour définir les
foncteurs ¥, il est nécessaire de sortir de la catégorie des schémas. Ceci ne pose pas de problémes lorsqu’on considére
SH ou DM puisqu’on peut faire les constructions nécessaires au niveau des catégories de modéles. Une solution
satisfaisante est de travailler dans un dérivateur algébrique plutdt que dans un 2-foncteur homotopique. Au début, le
prix peut paraitre cher, mais en réalité on gagne beaucoup a travailler dans une telle généralité. En effet, parmi les
avantages on peut noter :

— Notre construction s’applique ainsi & la plupart des 2-foncteurs homotopiques stables connus. En particulier on
peut 'appliquer en cohomologie étale, en théorie de Hodge, etc. Ceci peut étre particuliérement intéressant si on
s’intéresse & la compatibilité de notre définition avec les réalisations,

— Le fait de travailler dans un cadre abstrait facilite les problémes de cohérence. Ainsi, la construction de la structure
pseudo-monoidale sur les ¥y se fait beaucoup plus facilement que si I’on avait travaillé avec des modéles.

Un autre point & retenir sur ce chapitre est notre théorie des systémes de spécialisation. En effet, la plupart des
théorémes importants sur les foncteurs ¥ seront plus ou moins des traductions des résultats sur des systémes de
spécialisation généraux. Faisons un bref apercu de ce chapitre :

1- Dans la section 3.1, on introduit la notion centrale de systémes de spécialisation. Il s’agit en gros d’une gé-
néralisation des propriétés formelles de commutations avec les opérations f* et f. vérifiées par les foncteurs ¥y en
cohomologie étale. Pour plus de détails, le lecteur est invité & consulter la définition 3.1.1. On s’intéresse ensuite a
quelques problémes de cohérence et on définit la notion de systéme de spécialisation pseudo-monoidale puis on en
dérive quelques conséquences.

2- Dans la section 3.2, on décrit un procédé de construction des systémes de spécialisation. Plus précisément, on
montre comment la donnée d’un diagramme de schémas permet de construire & partir d’un systéme de spécialisation
donné, un nouveau systéme de spécialisation. La, évidement, il faut que le systéme de spécialisation de départ soit
défini entre deux dérivateurs algébriques (voir la définition 3.2.1 pour plus de détails). Notre construction des foncteurs
cycles proches sera un cas particulier de ce procédé.

3- La section 3.3 est sans doute le coeur de ce chapitre. C’est ici qu’on fera le calcul fondamental, & savoir le
théoréme 3.3.10, sur lequel reposent tous les résultats importants sur les systémes de spécialisation et les foncteurs
cycles proches. Pour expliquer de quoi il s’agit, on raisonne en cohomologie étale et on considére le premier cas non
trivial. On se donne un schéma strictement hensélien S de point générique 7 et de point fermé s. Soit f: X ——= §
une courbe semi-stable, génériquement lisse et de fibre spéciale Xy réunion de deux branches Dy et Dy. On voudrait
calculer le complexe de faisceaux étale R¥ s A. Le théoréme 3.3.10, nous dit que la restriction & D du complexe R¥U (A
est isomorphe & Rvi.A avec vy Uinclusion de Dy — (D; N D2) dans D;. Ce résultat sera donc généralisé 4 n’importe
quel systéme de spécialisation entre deux 2-foncteurs homotopiques stables avec f semi-stable & un nombre arbitraire
de branches (voir le théoréme 3.3.10 pour plus de détails). Comme conséquence de ce calcul, on obtient un théoréme
d’unicité (voir les théorémes 3.3.4, 3.3.46 et 3.3.46 ) donnant un critére simple pour décider si un morphisme de
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systémes de spécialisation est un isomorphisme. De méme, on obtient un critére simple pour la constructibilité et la
Pt-exactitude & gauche des systémes de spécialisation (voir le théoréme 3.3.6 et les corollaires 3.3.49 et 3.3.50).

4- Les sections 3.4 et 3.5 sont consacrées & la définition et & I’étude de deux systémes de spécialisations T et ¥. Les
T ¢ sont appelés les foncteurs cycles proches unipotents tandis que les ¥ ¢ sont les foncteurs cycles proches totaux. Ce
sont ceci qui jouent le role des foncteurs cycles proches classiques en cohomologie étale. On prouvera que ¥ envoie
un objet constructible sur un objet constructible, qu’il commute & la dualité et au produit tensoriel extérieur.

5- On termine ce chapitre par une section consacrée & la construction d’un 2-triangle distingué de monodromie
pour les foncteurs cycles proches unipotents (3 coefficients rationnelles) :

Yo(=1)[1] X2 T o1, (-1)

La flache N est l'opérateur de monodromie pour les cycles proches unipotents. La construction de ce 2-triangle
passe par un systéme de spécialisation auxiliaire log qu’on appellera le systéme de spécialisation logarithmique. 1l
est démontré, sous les bonnes hypothéses, que que log est isomorphe & Y. Ainsi, la définition de log fournit une
deuxiéme construction des cycles proches. Il est important de noter, que cette construction n’utilise pas le formalisme
des dérivateurs algébriques. Par contre, on est obligé de travailler dans un 2-foncteur homotopique stable Q-linéaire
(en plus de quelques conditions techniques).

3.1 Les systémes de spécialisation : définition et propriétés de cohérence

Dans cette section, on introduit la notion de systéme de spécialisation entre deux 2-foncteurs homotopiques stables.
On verra dans ce chapitre beaucoup d’exemples de systémes de spécialisations. L’exemple des foncteurs cycles proches
est probablement le plus intéressant. Toutefois, un grand nombre de résultats sur les cycles proches sont en fait des
résultats généraux sur les systémes de spécialisation. On verra & plusieurs reprises, comment cette généralité portera
des fruits méme en ce qui concerne des questions spéciales aux foncteurs cycles proches.

3.1.1 Définition et premiers exemples

On suppose donné un diagramme de schémas noethériens admettant une famille ample de fibrés en droite :
(3.1) n—>p<‘—o
ainsi que deux 2-foncteurs homotopiques stables :

Hy : Sch/n —— %R et Hy : Sch/jo ——= %R

Lorsqu’il n’y a pas de confusion possible (et il n’y en aura jamais!) on notera par les mémes symboles : f*, f., fi et
f' les quatre opérations relativement & H; ou & Hs.

DEFINITION 3.1.1 — Un systéme de spécialisation sp (au dessus de (B, j,i)) de Hy vers Hy est l’ensemble des
données suivantes :
(SPE1) Pour tout diagramme commutatif & carrés cartésiens :

(3.2) X, ts-x<‘-X,
fn

R

N— >B=<="'—0

J

d’un foncteur triangulé spy : Hi(X;,) —— Ha(X,) ,
(SPE2) Pour tout diagramme commutatif & carrés cartésiens :

(3.3) bl iy
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d’un 2-morphisme :

H; (X)) ———— H2(X,)
95 Y Iy?;
H1 (X)) g Ha (X))

tels que les conditions ci-dessous soient vérifiées :

1. La famille des 2-morphismes o, est compatible avec la composition verticale des diagrammes commutatifs a carrés
cartésiens de base (B, j,i) de la maniére évidente i.e. pour tout diagramme commutatif 4 carrés cartésiens :

n 3 gt "
XW —— X <—Xa

ha h he

sp
Hi (X5) Lo Hy(X,)
(900ha)* et (gnohy)” "y (900hq)*
HI(X;;) SProgoh H2(X7) HI(X7I7,) SProgoh H2(X7)

sont égales.

2. Si le B-morphisme g est lisse alors le 2-morphisme oy est un 2-isomorphisme.

3. Notons B, le 2-morphisme obtenu par adjonction da partir de oy :

S
Hy(X1) — 2% py(x)

gﬂ* |/ ﬁg;7 Jgo*

Lorsque g est projectif, B, est un 2-isomorphisme.

Un morphisme entre deuz systémes de spécialisation sp et sp' est la donnée pour tout digramme (3.2) d’un 2-
morphisme :

SPf — sp);

compatible au sens évident avec les 2-morphismes g i.e. tels que les carrés suivant soient commutatifs :

o
93SP; —> P 0 9n

L

* / Qg ! *
9oSPy ——= SPog9n
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Remarque 3.1.2 — Contrairement & ce que les notations laissent entendre, il n’est pas nécessaire de supposer que
J est une immersion ouverte et que ¢ I'immersion fermée complémentaire. Il est méme possible d’imaginer des systémes
de spécialisation trés intéressantes avec ¢ le fibré normal d’un sous-schéma de B.

Remarque 3.1.3 — Souvent, mais pas toujours, les B-schémas 1 et ¢ sont quasi-projectifs et H; et Hy sont les
restrictions d’un méme 2-foncteur homotopique stable :

H: Sch/B—— %R
Dans ce cas, on dit simplement que sp est un systéme de spécialisation au dessus de (B, j,%) dans H.

Voici deux exemples de systémes de spécialisations. Le premiers jouera un réle important dans la suite. Le second,
servira comme fil conducteur, pour la théorie développée :

Exemple 3.1.4 — L’exemple le plus simple de systémes de spécialisation est le suivant. On suppose que 7 et o sont
des B-schémas quasi-projectifs et que H; et Hs sont la restriction d’un méme 2-foncteur homotopique stable défini
sur Sch/B (voir la remarque 3.1.3) . On définit alors un systéme de spécialisation x en associant a tout digramme
(3.2), le foncteur triangulé : xy = i*j, et en prenant pour oy la composée de morphismes d’échange Ex} o Ez**. Ce
systéme de spécialisation sera appelé le systéme de spécialisation canonique. Notons que pour vérifier les condition de
la définition 3.1.1, on utilise déja le théoréme de changement de base pour un morphisme projectif.

Exemple 3.1.5 — L’exemple qui nous motive vient de la cohomologie étale. On prend pour B = S un trait
strictement hensélien, 1 son point générique et o son point fermé (o est le spectre d’un corps séparablement clos). On
fixe une cloture séparable 77 —=17 et on note S le normalisé de S dans 7. On forme & partir du diagramme (3.2) le
diagramme commutatif suivant :

Xg—— X Z Xo’
l l lﬂ,
n—l -5~ g

Pour tout objet A de D%(X,,,A) (ot A est un anneau fini de torsion premiére & la caractéristique du corps résiduel de
S) on pose : o
Us(A) =i"Rju(Ax;,)

Les foncteurs ¥ sont connus sous le nom du foncteur cycles proches. IIs définissent un systéme de spécialisation sur
le foncteur croisé homotopique stable D’(—, A). On verra dans la suite comment on pourra définir un systéme de
spécialisation sur SH (et DM) qui jouira de la plupart des bonnes propriétés des cycles proches du formalisme étale.

Notons le résultat utile suivant qui permet de construire un systéme de spécialisation donné & partir d’un autre :

PROPOSITION 3.1.6 — Gardons les notations de la définition 8.1.1. On fize un B-schéma quasi-projectif b :
B' —— B et on définit deux 2-foncteurs homotopiques stables :

Hi : Sch/n —— 3R et  Hy: Sch/o —= IR

tels que :
— Pour tout n-schéma quasi-projectif X1, on a H{(X1) = Hi(Xy1 xB B') avec X1 xp B' muni de la structure
évidente de n-schémas,
— Pour tout o-schéma quasi-projectif X2, on a HY(X2) = Hi(X2 xp B') avec Xo xp B' muni de la structure
évidente de o-schémas,
Pour tout diagramme (3.2), posons sp’f = Spyosr © by, avec f' le pull-back de f par b. Alors sp’ est naturellement un
systeme de spécialisation au dessus de B' de H| wvers Hi.

3.1.2 Propriétés de cohérence

Les résultats de ce paragraphe sont conséquences des résultats plus généraux qui auraient di figurer dans le chapitre
premier. Ils concernent les morphismes de 2-foncteurs homotopiques stables. En effet, on peut voir sp comme un
morphisme de deux 2-foncteurs sur Sch/B. Ces deux 2-foncteurs associent ¢ X/B les catégories Hi(X;) et Hao(X,).
En attendant Uintégration de ces résultats dans le premier chapitre, nous allons décrire brievement les résultats de
compatibilité des foncteurs de spécialisations avec les quatre opérations.
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Dans la suite, on fixe un systéme de spécialisation sp au dessus de (B, j,%), de Hy vers Hy. On garde les notations
de la définition 3.1.1. Il est clair que la famille (87) est compatible au sens évident avec les compositions verticales. On
dispose également de cubes commutatifs ayant pour faces a-, 87 ainsi que les morphismes d’échange Ex}. On laissera
aux lecteurs le soin de les écrire.

Lorsque le morphisme g est lisse, on obtient par adjonction & partir de ag_l un 2-morphisme :

S
Hy(X1) — 2290 Hy(x1)

In# ’Yng 9o#

(3.4) H: (X))

Spf H2(Xa')

La famille (y7) est également compatible au sens évident avec les compositions verticales et on dispose de cubes
commutatifs décrivant la compatibilité avec les morphismes d’échange Ex7.

Lorsqu’a la place du morphisme g, on a une immersion fermée s : ¥ — X , on obtient & partir de 3, ' un
2-morphisme vy :

H1 (X;) H2(X,)
T
(35) HI(YW) SPfos H2(Y0')

Bien entendu, on a les compatibilités évidentes avec la composition verticale ainsi que les morphismes d’échange Ez',
et Ex'*.

Etant donné un €x-module localement libre de type fini .# sur le B-schéma X, on définit par les formules
habituelles des morphismes de commutation avec les équivalences de Thom :

(3.6) Wyt Spyo Th' (M) —= Th™ (A,) o spy et wy: Th(y)ospy —spy o Th(A,)

On vérifie sans peine que ces morphismes sont compatibles aux isomorphismes de commutation avec les opérations
f* et s' (pour s une immersion fermée). On en déduit en particulier une compatibilité avec les isomorphismes de
composition.

Sans savoir que ces morphismes sont inversibles, on peut déja définir pour g lisse une face carrée (dans le mauvais
sens) :

sp
Hi(X,) ——— Ha(X,)

! af,, 1

9 =z 9o

(3.7) Hi (X3) rog Ha (X7)

en prenant la composée :

~ * Qg % Wio . o~
g(')-spf - Th((Qg)U)go’Spf - Th((Qg)U)Spfoggn # SpfogTh((Qg)O')g'r] - spfo_qg%

On vérifie par la méthode habituelle que la famille de ces faces est compatible & la composition verticales ainsi que les
morphismes d’échange de type Ex"*.
PROPOSITION 3.1.7 — Les 2-morphismes w? de (3.6) sont des 2-isomorphismes.

DEMONSTRATION 11 suffit de traiter le cas de 1’équivalence de Thom inverse Th™'(—). Le cas de 1’équivalence de
Thom Th(—) découle alors par adjonction. On se raméne au cas ou .# est libre en prenant un recouvrement Zariski
suffisamment fin 4 : U — X et en utilisant le diagramme commutatif :

wisp; Th™ () ——= sp o uis Th™ () —=sp o, Th™ H((u* ) )

| |

u;‘;Thfl(.///g)spf - Thfl((u*///),,)uj';spf - Thfl((u*///),,)spfwu;‘,
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ainsi que la conservation du foncteur u;. On se ramene ensuite au cas .# = Ox en utilisant la compatibilité avec
I’isomorphisme de composition des équivalences de Thom. Pour traiter ce cas particulier, on procéde de la maniére
suivante.

On appelle p: P}, —— X la projection de la droite projective relative sur X. Notons que p est lisse et projectif.

On déduit alors un isomorphisme SP;Py«P;, ——> Po«PySP; en prenant la composée suivante :

-1

S * BP S * aP *S
P#PnxPy —<=> Po*SPfopPy —<> PoxPsSPy

L’idée est de déduire que le 2-morphisme de commutation spy o (—=1)[~2] —— (=1)[~1] osp; est inversible du fait

que p,p* ~ id®(—1)[—2]. On note pour cela s 'immersion de la section nulle de P% et on considére les deux diagrammes
commutatifs suivants :

Spf Spf

! |

* Bp * Qp *
SP;PyuPyy ——> PoxSP fopPry <—— Do=DySPs

spy o (=1)[-2] spy o (—=1)[-2] (=1)[-2] o sp;

| ! l

1 ! ! 1 1
SP £ P Sy Sy Py — PoxSP fopSnxSpPy —> PoxSoxSPpSpPy — > PoxSaxSySP fopPn < PoxSoxS:PySPf

| l l l

SP PPy —————> PoxSP Py, PoxSP§Py < PoxPySPy

On en déduit immeédiatement un carré commutatif :

id®e
spy @ spy o (—=1)[-2] d spy @ (—=1)[-2] o spy

| |

Spfpn*p; = pa*p:';spf
montrant ainsi que notre morphisme wy est rétraction d’un isomorphisme. Ceci prouve le lemme. C.Q.F.D
En particulier la face (3.7) est inversible. On notera v, son inverse :
sp
H1(X,) —— Hy(X,)
! Ve ]
9In = 95
!

(3.8) Hi(X,) Tfog> Ha(X7)

L’étape suivante, consiste & recoller les faces (3.5) et (3.8) pour obtenir les transformations naturelles v, avec g quasi-
projectif quelconque. On factorise alors g par une immersion fermée s suivie d’une projection lisse p. On prend alors
pour v, la composée de v, et v, modulo les isomorphismes de connexion de H'. Le point est de prouver I'indépendance
du choix de la factorisation. On se raméne alors & prouver le résultat clef suivant :

LEMME 3.1.8 — (Compatibilité avec lisomorphisme de pureté) On suppose donné un triangle commutatif de
B-schémas :

V—Lsw

DN

X
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avec t une immersion fermée et g et h lisses. Le diagramme suivant est commutatif :
Spfoht!ng:, e tETSPfog!}; — tffg;SPf

nl lr{

Spron Th (M, By —— Th 1 (A, )sppop sy ——> Th (A, )hissp;

DEMONSTRATION La preuve de ce lemme est complétement analogue a celle de la proposition 1.6.22. On se raméne
& prouver la compatibilité correspondante avec le 2-morphisme 7. Les détails sont laissés aux lecteurs. C.Q.F.D

On a ainsi le résultat suivant :

PROPOSITION 3.1.9 — I] existe une unique famille de faces carrées :
sp
Hi () —L— Hy(X,)
! Vg 1
9In 95
(3.9) H1 (X7) Prog Ha (X7)

prolongeant les faces (3.5) et (3.8) et compatible & la composition verticales. De plus, les v, et les oy sont compatibles
d la structures d’échange Ex*' dans le sens évident.

On déduit par adjonction de (3.9) des faces carrées :

S
Hy(X1) — 20 jy(x7)

o

gT[! Hgf 9go!
(3.10) Hl(Xn) Tf> Ha(X,)

De la compatibilité avec la structure d’échange Ez'*, on déduit en revenant & la définition du 2-morphisme g1 — g«
le résultat suivant :

PROPOSITION 3.1.10 — Le diagramme suivant est commutatif :

ga’!spfog e Spng]'

L

ga*SPfog D Spfgn*
En particulier pour g projectif la face g est inversible.
Retenons, la conséquence suivante :

COROLLAIRE 3.1.11 — Le systéme de spécialisation sp induit donc un systéme de spécialisation sur le 2-foncteur
homotopique stable H'°" opposé a H.

3.1.3 Systémes de spécialisation monoidaux

Comme pour le paragraphe précédent, les résultats suivants sont conséquences de résultats sur les morphismes de
2-foncteurs monoidaux homotopiques et stables qui devraient figurer dans la section 2.3 du chapitre 2. En attendant
leurs intégration dans le bon contexte, on les décrira brievement.

Dans ce numéro, on suppose que H; et Hy sont munis chacun d’une structure de 2-foncteur monoidal homotopique
et stable. Faisons la définition suivante :

DEFINITION 3.1.12 — Un systéme de spécialisation pseudo-monoidal de Hy vers Hy est la donnée :
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1. D’un systéme de spécialisation sp de H1 vers Ha au sens de la définition 8.1.1,

2. Pour tout diagramme o carré cartésien (3.2), d’un accouplement a sur le foncteur spy faisant de lui un foncteur
pseudo-monoidal et tel que les ay soient des transformations naturelles de foncteurs pseudo-monoidaux.

Les deux résultats simples suivants seront utiles :
PROPOSITION 3.1.13 — On suppose donné un systéme de spécialisation pseudo-monoidal sp de Hy vers Hy et

on garde les notations de la définition 3.1.1.
1- Soit Ay un objet de Hy(n). On obtient un systéme de spécialisation sp™* en posant :

sp (=) = sp; (£ (A1) ®x, —)
2- Soit Ay un objet de Hy(c). On obtient un systéme de spécialisation “A2sp en posant :
A2sps(=) = f A2 @x, sps(-)
DEMONSTRATION On prendra pour oy les composées suivantes :

9asps(f (A1) ® =) —— 3P0y (95 (fr A1) ® =) —— 3P0y (97 fr AL ® g5(=)) = P o, ((f 0 9)5 A1 ® g5(—))

95 (f5A2@5ps(=)) — g5 f5 A2 ® g5sps(—) — g5 fA2 ®SPsog9n(—) = (f 0 9)5 A1 ®Spsoy9n(—)
La preuve de la compatibilité avec la composition verticale est laissée en exercice. Lorsque g est lisse, on voit immé-

diatement que ces composées sont inversibles. Pour vérifier le troisiéme axiome, on remarque d’abord que 3, est donné
par les composées :

SP;(f5 A1 ® gni(=)) —— 5P 4 (g« (95 fy A1 ® =) —— GoxSP1og (957 A1 ® =) = GouSP oy ((f © 9)7 A1 ® —)

foA2 @ ppgne(—) —— f5 A2 ® GouSProg(—) —— Gox (955 A2 @ SP1og(—)) ~ gou((f 0 9)7A2 ® 5Pjo,(—))
Ainsi pour vérifier que ces composées sont bien inversibles pour g projectifs, il suffira de montrer que les morphismes
structuraux des coprojecteurs [gy, gy«] €t [g5, go«] sont inversibles. C’est effectivement le cas, et les projecteurs inverses
sont donnés par [g;, gy!] et [g5, go1] modulo les isomorphismes gn =~ gy« €t got = gox- C.Q.F.D

On a également le résultat facile suivant dont la preuve est laissée en exercice :

PROPOSITION 3.1.14 — On garde les notations de la proposition 3.1.11. Soit A un objet de Hy(n). Les transfor-
mations naturelles :
fospiadA ®x, sps(—) ——=sp;frA®sp;(—) ——=sp;(fA®—)

définissent un morphisme de systémes de spécialisation : SPiadsp — spA .
Notons le résultat suivant :

PROPOSITION 3.1.15 — On suppose donné un systéeme de structure de spécialisation sp au dessus de B de Hy
vers Ha. Avec les notations de la définition 3.1.1, le diagramme suivant :

9P AR SPjo,9nB — gisp;A® ghspy B — gL (sp;A®sp;B) — glsp;(A® B)
Spfogg;;A Py Spfogg'!r;B E—— Spfog(g;;A (2 g':']B) - Spfogg%(A X B) — g;rspf(A by B)

est commutatif.

DEMONSTRATION On se raméne immédiatement au cas ol g est lisse ou une immersion fermée.
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Pour une immersion fermée s, on se raméne par adjonction & la commutation de :

5o (8555Pf A ®Spsos B) —— 5pr A ® 8545p 05 B spyA®spysy.B sp; (A ® 8. B)

| |

804 (SPosSnA @ SProgB) —— 8545Psos(SpA ® B) ——sp;(sy«(s5A ® B)) ——sp (A ® 8,4 B)

Cela découle immédiatement du lemme 2.1.110.

Pour g lisse, on a la formule g¢' = Th(f),)g*. En utilisant la commutation du diagramme analogue obtenu en
remplacant g' par g* dans le diagramme de I’énoncé, on se raméne & une question d’é¢quivalence de Thom. En passant
4 Iéquivalence de Thom inverse on voit qu’il faut prouver la commutation des diagrammes suivants :

sprA® sprh_l(%n)A —=sp;A® Th_l(///(,)spr — Th_l(//lg)(spfA ®sp;B)

| |

sp;(A® Th™! () B) sp; Th™! () (A® B) Th™' (A, )sp;(A® B)

En revenant 2 la définition de Th™' (=), on voit qu’il suffit de prouver la commutation du diagramme de 1’énoncé dans
lequel on a remplacé g' par s' (avec s une immersion fermée) et p*. Mais on a déja traité le cas des immersions fermées.
D’oii le résultat annoncé. C.Q.F.D

On supposera dans la suite que H; et Hy sont tous les deux fermés & droite. On notera Hom sans décorations les
foncteurs homomorphismes internes. Par 2.1.140 on a des transformations naturelles :

spyHom(A, B) —— Hom(sp;A,sp;B)

Etant donné un objet R; de Hy(n) et Ry de Hy(o) on pose :

- Dgl(—) = Hom(—, fy R1),

1

- D7*(=) = Hom(—, f; R»).
PROPOSITION 3.1.16 — Les foncteurs :

~spso Dfl : Hy(X,) — Ha(X,)°P

~ D2 ospy: Hi(X,) —> Ha(X,)
définissent deuz systémes de spécialisation de H} dans (H})°P.

DEMONSTRATION En effet, on peut les voir comme la composée :

sp°P

s Ro
(Hy)op 2 P Hy 25

(Hy)p et Hf ——=H; —— (H})

R
Hx D7

Les détails seront laissés aux lecteurs. C.Q.F.D

Fixons un objet R de H;(n). On dispose ainsi d’une transformation naturelle sp;o DB . pPualfl o en
) n Fovr i Pr

prenant la composée :

(3.11) spsHom(—, f; A) —— Hom(sp;(—),sp; f R) — Hom(sp;(—), f,sp;q R)
On a le résultat de cohérence suivant :

PROPOSITION 3.1.17 — Le diagramme suivant' :

SPfogDfogdy ——> SPfog9nDF —— g,5p;DF

l »

R R R
DFia 'SP sog9y — DYus gsspy — g,DF s

INoter bien que la premiére fleche de la ligne inférieure n’est pas dans le mauvais sens comme on peut le croire 4 premiére vue. En effet,
les foncteurs de dualité sont contravariants.
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est commutatif.

DEMONSTRATION En dégageant les isomorphismes de connexion, on se raméne immédiatement & montrer que le
diagramme suivant :

sp;o,Hom(gx(—), g; 1 R) sP 0,95 Hom(—, fLR) g95sp;Hom(—, f R)

Hom(sp0095 (=), 5P oy 9nfn R)
Hom(spo,95(—), 955p s fy R) — Hom(gksp;(—), g,sp;f1R) — g,Hom(sp;(—),sp; f, R)

|

I-b—m(spfogg;(_)agfrf}fspidR) - Hom(g;SPf(_);gffféSPidR) — gfrHo—m(SPf(_)a fé'spidR)

est commutatif. La commutativité des petits carrés en bas est triviale. La commutation du gros rectangle se démontre
en utilisant la méthode de la preuve de 2.3.57 C.Q.F.D

On a le corollaire intéressant suivant :

COROLLAIRE 3.1.18 — Les transformations naturelles (3.11) définissent un morphisme de systémes de spéciali-
sations :
sp o DB ——= DsPiafi o gp

3.2 Une technique de construction de structures de spécialisation

Dans cette section, on décrira une méthode générale pour construire des systémes de spécialisation. Cette méthode
utilise le formalisme des dérivateurs algébriques homotopiques et stables. Comme application de cette construction, on
obtiendra les foncteurs cycles proches & partir du systéme de spécialisation canonique. On suppose donné un diagramme
de schémas noethériens admettant une famille ample de fibrés en droite :

N——B<—-uo0
et deux dérivateurs algébriques :
Hy : DiaSch/n ——= IR et H, : DiaSch/oc —— %R
La définition suivante est une extension évidente de la définition 3.1.1 :

DEFINITION 3.2.1 — Un systéme de spécialisation sp (au dessus de (B,j,i)) de Hy vers Hy est l’ensemble des
données suivantes :
(SPE1) Pour tout diagramme commutatif de DiaSch/B a carrés cartésiens :

(3.12) (2 T) — (%, 1) <— (2, T)
(fnapI)l l(fapI) l(fﬂ'apI)
n d B : o

d’un foncteur triangulé sp ;1) Th (%, T) —— Ha(25,7) ,
(SPE2) Pour tout diagramme commutatif de DiaSch/B a carrés cartésiens :

(3.13) (2, T) 1> (2, 7) <-— (2,7
(gn,f)l J{(gﬁ) l(gmf)
(20, D) —> (2, 1) ~— (2,,7)
(fn,pz)l l(f,pl) l(fo,pz)
J |

K3

n B o




3.2. UNE TECHNIQUE DE CONSTRUCTION DE STRUCTURES DE SPECIALISATION 339

d’un 2—morphisme N
H e%‘ I %sp(f’ E2) H :/!ﬂ//‘ j
1 ( 75 ) 2 ( o )

A(g,7)
(9n,7)* z (9o, 7)*
Hl(%nl’zl) SP(fog,p71) (%5, 1)

tels que les conditions ci-dessous soient vérifiées :
1. La famille des 2-morphismes oy -y est compatible avec la composition verticale des diagrammes commutatifs
carrés cartésiens de base (B, j,1) de la maniére évidente.
2. Si le B-morphisme (g,T) est lisse argument par argument alors le 2-morphisme o, ;) est un 2-isomorphisme.

3. Notons By, le 2-morphisme obtenu par adjonction & partir de o, ). Lorsque (g9,7) est projectif argument par
argument, ce 2-morphisme est inversible.

Exemple 3.2.2 — Lorsque 7, et o sont de type fini et que Hy et Hs proviennent d’un méme dérivateur algébrique
homotopique et stable H défini sur DiaSch/B, on définit un systéme de spécialisation canonique x par la formule

Xf = 1"Jx-

Pour i € {1,2}, on note H;(—) le 2-foncteur homotopique et stable Hj; (—, ). Dans la suite, on fixe un systéme de
spécialisation sp de Hj et Hy. On construira & partir de sp plein de systémes de spécialisation de H; vers Hs.

3.2.1 La construction. Vérification des axiomes

On se donne un diagramme de 7-schémas quasi-projectifs (%,Z). On va définir un systéme de spécialisation qu’on
notera % e sp (lorsqu’il y a pas d’ambiguité sur la catégorie d’indice Z) de H; vers H,.

Notons (w,pz) : (#,Z) —— (n,e) la projection structurale de notre diagramme de 7-schémas. On a ainsi la
factorisation évidente (voir remarque 2.4.7) :

(7"’1’7-)
(#,1) "= (n,I) =1

Pour tout B-schéma quasi-projectif f : X —— B, on considére le diagramme commutatif & carrés cartésiens :

X’I L) X <; X,
I lf lfo
77—>j B<—i o

Le foncteur 7 e sp; & définir est un foncteur de Hq(X,) dans Ha(X). On commence par considérer le diagramme
commutatif de 1-morphismes de diagrammes de schémas :

(F xp X, T) — 2 (X, T) ! (X,T) " (X,,7)
“| TN N X
(Z,7) (n,7) X, d X " X,

Ny, 4 )

n B o

Dans lesquels tous les carrés (et losanges) sont cartésiens. Suivant notre convention de noter les 1-morphismes de
diagramme de schémas, la composée pz o 7y sera notée (w¢,pz) : (F x5y X, I) —= X5 .

DEFINITION 3.2.3 — Le 1-morphisme F e sp; : Hi(X,) —— Ha(X;) est la composée suivante :

wr,pz)* Tf)w SP(y,
Hy(X,) %Hl (F %y X,T) () H (X,,7) — ") W, (X,,T) N Ha (X,)
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Remarque 3.2.4 — Il est clair que si 'on prend & la place d’'un B-schéma X un diagramme de B-schémas 2, la
définition précédente grade son sens. Le lecteur vérifiera méme que % e sp s’étend de cette maniére en un systéme de
spécialisation entre dérivateurs algébriques homotopiques stables. On a quand méme préféré se restreindre & Hy et Hs
pour éviter les complications au niveau des notations.

Remarque 3.2.5 — La définition de ¥ e sp s peut paraitre arbitraire. C’est peut-étre bien le cas, puisqu’a la place
de pry on aurait pu prendre pr. ou méme tout simplement le 1-morphisme : sp;(ms,pz)«(7s,pz)*. Notons quand
méme que la définition choisie a la propriété de commuter aux petites sommes (du moins pour SH) ce qui n’est pas le
cas (sauf pour Z particulier) pour les deux autres définitions. De plus, la définition choisie est celle qui donne la bonne
formule dans le cas des foncteurs cycles proches.

Remarque 3.2.6 — Le lecteur attentif a sirement remarqué qu’on s’est donné plus de structures que nécessaire.
En effet, pour définir les foncteurs # e sp; on utilise uniquement la restriction de sp au 2-foncteur

H; : Sch/n x Dia—— ¥R

Voire uniquement le systéme de spécialisation induit sur le 2-foncteur homotopique stable H; (—,Z) & valeurs dans
Hy(—,Z). En effet, le lecteur vérifiera facilement que pour ce qui sera fait dans cette section, on aurait bien pu partir
d’un systéme de spécialisation sp entre 2-foncteurs homotopiques stable en dérivateurs?. Notons que le cas qui nous
motive est celui du systéme de spécialisation canonique x qui lui est définit sur Hj tout entier.

Le reste de la sous-section sera consacré a étendre la famille des foncteurs # esp, en une structure de spécialisation. 11
s’agit donc de définir les faces carrées a et de vérifier les axiomes de la définition 3.1.1. Supposons donné un diagramme
commutatif & carrés cartésiens :

A

Yn—>Y<—

‘N
|

b

77—>X<— P

i

Pour définir le 2-morphisme ay : g,F ®sp; —= F ®sp;,. g, , on forme d’abord le diagramme commutatif & carrés

f fo

Q=

—>B<—

cartésiens :
Yn (Tfog,PT) (ﬂ X" YW,I) 7I'fcg (Y _’Z) (Y I) (YO—,I) L Ya
g"l lgn lgn lg lga lgu
Xn (ﬂ'fqu) (y anTUI) Trf_)(Xn7I) J (X I) (XG')I) %X

On prend alors pour oy la composée du diagramme planaire :

b¢,p1)" O7) SP(#.pz) p
Hy 6P (0 %0, D) P (3, DL By (x,, 1) — Py,
= E: * g % (Ew*)_ "
(3.14) 9n Bz In » g ¥ a 9 9o

Hi(Yy) ——— W (F %, Y3, 1) ——H (Ynaz)—> Hy (Yo, Z) ————Hx(Ys)
(efogapf)* efog * (fOQ:PI) (pl')#

Notons que le 2-morphisme d’échange Ex; est inversible par le corollaire 2.4.24 appliqué au 1-morphisme pz lisse
argument par argument et au morphisme de Z-diagrammes de schémas gs;. Les deux premiéres conditions de la
définition 3.1.1 sont vérifiées :

2La notion de 2-foncteur homotopique stable en dérivateurs est la notion évidente qui se trouve & mis-chemin entre les 2-foncteurs
homotopiques stables et les dérivateurs algébriques homotopiques et stables. Ainsi un tel 2-foncteur prendra ses valeurs dans une certaine
2-catégorie de dérivateurs triangulés ou d’une facon équivalente sera défini sur des couples (X, Z).
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LEMME 3.2.7 — 1- La famille des 2-morphismes ae est compatible a la composition verticales des carrés au sens
de la définition 3.1.1.

2- Lorsque le morphisme g est lisse, le 2-morphisme oy est un 2-isomorphisme.

DEMONSTRATION Pour montrer la compatibilité & la composition des carrés, on considére un troisiéme morphisme
de S-schémas h: Z ——Y . On forme alors le diagramme commutatif & carrés cartésiens :

(ngh,PI

<Y (F Xy Ty T) L (2, T) —> (2,T) < (2,,T) 22> Z,

N lh~ T

(y Xnq Y I) A (YHJI) —]> (YaI) ~ (YoaI) i) Ya

P

I (F %y Xy T) L (X, T) = (X, T) <— (X,,T) /== X,

Zny
}l (7|'fog7pI)

(m5.pz)

1l s’agit en fait de montrer que la composée du diagramme planaire :

(mf,p1)* (77 ) SP(f.pz) (p1)#
Hy (X)) — Hy (F xy X, T) —— 2o Hy (X, T) e Hy (X, T) — s Hy (X,

* ~ « Bz * Gah x* *
(gh);, z (gh), —# (gh)y, ~#~ (gh)y = (gh);
H, (2, - (F Xy ZyyT) —— By (Zy,T) —— Wy (Z,,T) ———Ha(Z,)

(T ¢gn,PT) (Trgh)« SP(fgh.pz) (pz)#

coincide avec la composée de :

mf,pz)* Tf)w P(f.pz) PI)#
(%) TP (2 ey X0, T) T, (3, 1) By (1) P ()
* ~ * Ez} * Qg * ~ *
9n =z 9n Z 9n z 95 =z 9o

Tfg,P1)" g ) SP(£g9,pz) s
Hl(Yﬂ)M) Hl (ﬁ Xn YWJI) ( fg) Hl (YU:I ﬂ> H']I2 (YaaI) ﬁ>HZ(Ya)
5 " hy o Pz hy o M hy 2 b
Hl(Zn) Hl (f X ZW,I) S E— Hl (Z I)% H2 (ZO-,I) %H2(ZO-)

(Tfgn,PT)* (Trgh)s SP(fgh,pz) (p1)#

modulo les 2-isomorphismes de connexions que ’on pense. Ceci est clair étant donné que chacune des faces carrées

qui composent le 2-morphisme a7 posséde la propriété de commuter & la composition verticale. Le premier point du
lemme est donc vrai.

Pour établir la seconde assertion, il suffit de montrer que la face du type Ez} est inversible lorsque g est lisse. Ceci
découle découle immeédiatement du théoréme de changement de base par un morphisme lisse. C.Q.F.D

Il nous reste & vérifier la troisiéme propriété de la définition 3.1.1. Le 2-morphisme 3, : F esp 9 —— JsxF @ Sp fog
obtenu & partir de a, par adjonction est la composée :

(Tfog,P1)* (Tfog)x SP(fog,pz) (pz)#
Hy (v;) —2 Hy (F x, Yy, T) W (Y, T) 2 H,(Y,,T) Ha (Yy)
B} o Be Boy,
9nx = Inx = Inx = Gox 4 9ox
Hy (X,) Hy (F xy Xy, T) —— Hy (X, T) My (X,,7) Ha(X,)

(Wf;pz)* Wf)* SP(t,pz) ’ (pz)#

Le morphisme d’échange Ex , ci-dessus est obtenu via les adjonctions (g%, g,«) de l'inverse de l'isoéchange Ez.
C’est donc aussi I’échange obtenu & partir de U'inverse de l'isoéchange Ex} via les adjonctions (pzx,p%). On a :

LEMME 3.2.8 — Lorsque le S-morphisme g est projectif, le 2-morphisme B, est un 2-isomorphisme.
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DEMONSTRATION En effet, la face de type Ez} est inversibles par le théoréme de changement de base pour un
morphisme projectif argument par argument. La face Ez4 . est inversible puisqu’elle s’identifie & Em;}, C.Q.F.D

Ainsi, on a démontré le résultat suivant :

PROPOSITION 3.2.9 — La famille des & osp? ainsi que celle des faces o données par la composée de (3.14),
forment un systéme de spécialisation au dessus de (B, j,i) de Hy vers Hs.

Notons au passage le lemme suivant :

LEMME 3.2.10 — On suppose que les catégories Hi(—) et Ha(—) admettent les petites sommes et que Hy est
parfait pour les petites sommes. On suppose également que le foncteur sp, commute aux petites sommes pour tout
B-morphisme quasi-projectif f. Alors le foncteur (F e sp)y commute également auz petites sommes.

*

DEMONSTRATION Rappelons que (& esp); = (p7)#5Py,p,)(7f)«(7f,pz)*. Les foncteurs (pz)y4 et (my,pz)* sont des
adjoints & gauche. Ils commutent donc aux petites sommes. Pour prouver que les foncteurs : sp(; ) et (7f) commutent
aux petites sommes, on peut le faire aprés application de * pour ¢ € Ob(Z). Ceci nous raméne immédiatement 4 montrer
que sp; et my (1)« commutent aux petites sommes. Ceci découle de 1’énoncé. C.Q.F.D

3.2.2 Fonctorialité par rapport aux diagrammes des schémas

Dans cette section, on étudie la fonctorialité du systéme de spécialisation sp? par rapport au diagramme de 7-
schémas (%, 7). L'utilisation d’une image directe cohomologique (7f), et d’une image directe homologique (pz)4# dans
la définition de % e sp,, nous force & distinguer deux cas :

1. Celui des morphismes de Z-diagrammes de 5-schémas : (¥¢,7) —— (£#,1) ,

2. Celui des morphismes de diagrammes de 7-schémas du type : (F o, J) —— (£,Z) induit par un foncteur
a: J——=7 de Dia.

En effet, I’association (#,Z) ~» # e sp sera contravariante par rapport au morphismes du premier type et covariante
par rapport & ceux du second type.

Contravariance par rapport aux morphismes de 7-diagrammes

On fixe la catégorie d’indices 7 et on garde les notations de la section précédente. On se donne un morphisme de
Z-diagrammes de n-schémas :
u: (9,7) — (#,1)

F

On notera (77 ,pz) et (7¥,pr) les projections structurales sur 7 de telle sorte que 7¥ = 7% o u. On fait la définition

suivante :

DEFINITION 3.2.11 — Soit f : X —— B un B-schémas quasi-projectif. On définit une transformation naturelle

V¥ F osp; — >4 esp? par la composée du diagramme planaire :

¢, pr)* 7). SP(f,pz) p

1, 06) TP (g 0, m) T w0, 0 P 1) PPy,
E:cg7 o Ew*/;:}N _ _

Hl(X Hl (ﬁ X XTI’I) Hl (XnaI) HZ (XmI) —>H2(X¢7)

D 5
(7rf apI) (7rf )* P(f.pz) (pl)#

La premiére face Ex* étant essentiellement la counité de Uadjonction (u*,u.) puisqu’elle est égale & la composée :

(ﬂfgzapl')* - u*u*(ﬂfyapz)* = U*(ﬂ'%,pz)*

La proposition suivante est facile et sera laissée en exercice aux lecteurs :

PROPOSITION 3.2.12 — La famille des v§ définit un morphisme de systémes de spécialisation :

u

Y4 Fesp——=Y esp

De plus, les associations :
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- F ~ Feosp

- Wu:Y > F) (Y Fespr— G esp)
définissent un foncteur contravariant de la catégorie des I-diagrammes de n-schémas quasi-projectifs dans celle des
systemes de spécialisation de Hy vers Hs.

Covariance par rapport au changement des catégories d’indices

On se donne un Z-diagramme de 7-schémas quasi-projectifs %, ainsi qu’on foncteur ¢ : J —— 7 de Dia. On a
alors un 1-morphisme de diagrammes de n-schémas :

t: (Fou1,J)—=(F,1)
On fait la définition suivante :

DEFINITION 3.2.13 — Soit f : X —— B un B-schéma quasi-projectif. On définit un 2-morphisme v, ¢ :

FLespy — F esp; par la composée du diagramme planaire :

F * F sp
Ty »PI Q * (fa ) b
1 06 P (0 X1 T 0, 0 P 1) PPy,
*, % * a, Ez,
EwﬂN I EZ%N v s v Z
Hl(XTI) Z ]H[]- (yl’ XT] XTIJJ) > Hl (Xnaj) H2 (Xayj) H2(X0')

F
(7', pg)* (") SP(f.p) (p7)#
Notons que a, est bien inversible puisqu’il est lisse argument par argument et que la derniére face carrée est simplement
la composée :
PIpl* — = Dgplplt —=DI#

La proposition suivante est facile et laissée aux lecteurs :
PROPOSITION 3.2.14 — La famille des v, définit un morphisme de systéme de spécialisation :
v, FrLesp——=F esp

De plus, les associations :
—(:T>I)~ F, esp
—(a:K=>T)~ (74 : (Fra) esp — FiLesp)
définissent un foncteur covariant de Dia/Z dans la catégorie des systémes de spécialisation de Hy vers Hs.

3.2.3 Structures pseudo-monoidales

Dans ce paragraphe, on supposera que nos dérivateurs algébriques H et H, sont munis d’une structure monoidale
faisant d’eux des dérivateurs algébriques monoidaux au sens de la définition 2.4.48. Rappelons qu’il s’agit d’une struc-
ture de catégorie tensorielle sur chacune des catégories H; (—), tels que les foncteurs images inverses soient monoidales
et que les images directes homologiques vérifient la formule de projection.

On supposera dans la suite que le systéme de spécialisation sp est pseudo-monoidal au sens analogue de celui de la
définition 3.1.10. On donne alors une condition suffisante permettant de définir une structure pseudo-monoidale sur le
systéme de spécialisation % e sp. La condition est la suivante :

HYPOTHESE 3.2.14 — Le foncteur pseudo-comonoidal pr4 est comonoidal. Plus précisément, pour tout o-schéma
quasi-projectif F et tout (A4, B) € Ob(H(F,Z))? le co-accouplement :

pr#(A® B) ——>pr# AQ@pr4B
est inversible.

Notons que la structure pseudo-comonoidale sur le foncteur pz4 provient par adjonction de celle sur le foncteur
monoidal (et donc aussi comonoidal) p%.
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DEFINITION 3.2.16 — Soit (#,T) un diagramme de 1)-schémas quasi-projectifs avec T vérifiant Uhypothése 3.2.1J.
Soient f: X — B un B-schéma quasi-projectif et (4, B) € Ob(H(X,))?.
On définit un accouplement naturel en A et B :

my: F esps(A) ®x, F espy(B) —— F esp;(AR®x, B)
en prenant la composée :

[(P2)#5P(1,pz) (77 )x (w7 s 01)* A] & [(DT) #5P(4,pz) (77 )u (w7 , p1)* B]

(P2)# ([P f,pz) (7 )« (7, p2)* Al ® 8P 1 ) (77 ) (w , p1)* B))

(P2)#5P(s,p0) (7)o (7 F 1) Al ® (] )u (nF , p1)* A])

(P2)#5P(4,pr) (07 )+ [(w7 ,pz)* Al ® [(wF , p1)* A))

~

(p7)#5P(f.pr) (07 )«(n7 ,p1)* (A ® B)
Muni de cet accouplement, F e spy est le foncteur pseudo-monoidal composé des foncteurs pseudo-monoidaux :
(W}?,pz)*, (ﬂ-fg)*; Sp(f,pI) et Pzy-

PROPOSITION 3.2.17 — Les foncteurs pseudo-monoidaur F e sp, définissent un systéme de spécialisation
pseudo-monoidal au sens de la définition 3.1.10.

DEMONSTRATION En effet, toutes les faces du diagramme planaire (3.14) définissant les 2-morphismes
ag: 9o F ospy —= F ®5ps.gn

sont des faces dans la 2-catégorie pMtono. Il vient que les a, sont bien des transformations naturelles de foncteurs
pseudo-monoidaux. C’est la seule propriété & vérifier. C.Q.F.D

PROPOSITION 3.2.18 — On suppose que les catégories T et J wvérifient U’hypothése 3.2.14. Sous les hypothéses
des définitions 3.2.10 et 3.2.12 les morphismes de systéemes de spécialisation :

Fesp——=Yesp et FLesp——= F esp

sont des morphismes de systémes de spécialisations pseudo-monoidaux.

DEMONSTRATION Ceci découle du fait que les faces des diagrammes planaires des définitions 3.2.10 et 3.2.12 sont des
faces de la 2-catégorie p9tono. C.Q.F.D

3.2.4 Autour de ’hypothése 3.2.14

Dans cette section, on donne une condition simple sur la catégorie d’indice Z impliquant ’hypothése 3.2.14.
Notons que ’hypothése en question est indépendante de la situation considérée dans le paragraphe précédent. Par
soucis de généralité on se place donc dans un nouveau dérivateur algébrique monoidal homotopique et stable H :
DiaSch/S —— 9 . On profite de 'occasion pour introduire ’accouplement externe :

DEFINITION 3.2.19 — 1- Supposons donné un diagramme dans DiaSch/S :

@,7) 22 (2, 1,)

(fun)l

(F1,1h)
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Pour Az— € H(fl,l-l) on pose Al XAy = (fl,al)*Al Ry, g (fg,ag)*AQ.
2- Etant donné un carré commutatif de DiaSch/S :

@,7) L2 (2, 1,)

(flaal)l/ l(gzaﬁz)

T) ——
(ﬁla 1) (91.,81) (577{)

on note (h,v) = (g1,B1) © (f1,01) = (g2, B2) © (f2, a2). On définit un coaccouplement extérieur :

(hy7)# (A1 B Ag) —— (91, 81) # (A1) ®e,21 (92, B2)#(A2)

par la composée suivante :

(hy )% ((f1,01)* A1 ®g, 7 (f2, )" As)
[(ha’)/)#(flaal)*Al] ® [(h:‘/)#(f2a042)*142]

[(g1, B1)# (f1, 1) (f1, @1)* A1] @ [(91, B2) # (f2, @2) 4 (f2, a2)* As]

(91, 1) #(A1) ® (g2, B2) # (A2)

La relation du coaccouplement habituel avec le coaccouplement extérieur est donné par le lemme suivant :

LEMME 3.2.20 — On suppose donné un 1-morphisme de diagrammes de S-schémas quasi-projectifs (f,a) :
“,J) ——=(Z,I) . On forme le carré cartésien :

(pra,prz)

G x59,T x1J) (@,7)
(pr1,pr1) l l (f,@)
(“,7) (#,1)

(f,a)

et on appelle (A, A) Uinclusion de la diagonale : (4,J) —— (9 xa9,T xz J) et (p,p) = (f,a) o (pri,pri;) pour
i € {1,2}. Pour A et B des objets de (¥ ,T) le diagramme suivant est commutatif :

(f, )% (A, A)" (AR B) —— (p,p)# (A, A)4(A, A)* (AR B) — (p,p)#(A K B)

| l

(f,)#(A® B) (f;)#(A® B)

La condition qui assurera la validité de I’hypothése 3.2.14 est basée sur les deux lemmes suivants. D’une part on
a:

LEMME 3.2.21 — Sous les hypothéses de la définition précédente, le coaccouplement :

(hy7)# (A1 ® Ag) —— (91, 81) # (A1) ®e,21 (92, B2)#(A2)

est inversible lorsque le 2-morphisme de changement de base :

ESU;; (f1,00)#(f2,00)* —— (91, B1)* (g2, B2)
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est inversible.

DEMONSTRATION En effet, on vérifie immédiatement que le coaccouplement qu’on a défini est donné par la composée
suivante :

(hy 1) #((f1,01)* A1 ®g, 7 (f2, 22)* A2)

~

(91, 81)#(f1,01)%((f1,01)" A1 ®g,7 (f2,22)* A2)

~

(91, 61)# (A1 ® (f1, 1) % (f2, 22)* A2)

Eav#

(91, 81) % (A1 ® (91, 51)* (g2, B2) 4 A2

~

(91,81) %A1 ® (g2, B2) 4 A2

formée de deux isomorphismes de projections. C.Q.F.D

D’autre part on a le résultat général sur les dérivateurs triangulés :

LEMME 3.2.22 — Soit D un dérivateur de domaine Dia. Etant donné deux catégories I et J de Dia on forme le
carré cartésien :

Ixjﬂ)j

pr l LP:I
prz

LT ————e
Le morphisme de changement de base Ea:;& : prigprs —=Dpipg# est inversible.
DEMONSTRATION On montrera que pour tout objet ¢ de Z le 2-morphisme :
i prigpry —— "pIpgH

est inversible. En appliquant I’axiome 4 de la définition 2.1.34 & la face carrée :

NI x J-INXT 7o 7
Pi\zxg a pri

e

T

on obtient un isomorphisme d’échange Ex% : (pizxg)#(Jizx7)* —"priz . Ceci nous raméne & montrer que
I'isomorphisme d’échange Ez7 associé au carré commutatif :

Pr2ojinIx g

NI x J —7 g

pi\Ix]\L lpﬂ'

e—— e

est inversible. En d’autres termes, il s’agit de montrer que le foncteur évident : i\Z x J —— J est filtrant au sens
de la définition 2.1.50. Par la proposition 2.1.49, il suffit de montrer que pour tout j € Ob(7) le morphisme évident
Rx(iI\(Z x J)/j) —1 est inversible. Ceci est effectivement la cas puisque i\(Z x J)/j = (i\Z) x (J/j) est un

produit d’une catégorie admettant un objet initial par une autre admettant un objet final (on pourra par exemple
utiliser la proposition 2.1.51 en remarquant que pour K une petite catégorie, px est filtrant ssi Rx(K) ~ 1). C.Q.F.D

On en déduit le corollaire suivant :
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PROPOSITION 3.2.23 — Soit X un S-schéma quasi-projectif. Etant données deux catégories T et J de Dia, on
forme le carré cartésien :

Ixjﬁj

pr l LP:/
y 2

7T ——>e

Pour tout objets A et B de H(X,T) et H(X,T) respectivement, le coaccouplement extérieur :

(pzx7)# (AR B) — (p1)# A ® (p7) 4B

est inversible.
En utilisant le lemme 3.2.19 et la proposition 3.2.22, on déduit le critére simple suivant :

PROPOSITION 3.2.24 — Pour que T vérifie Uhypothése 3.2.14, il suffit que le foncteur diagonal T ——71 x T
soit filtrant.

Exemple 3.2.25 — Les exemple de catégories vérifiant la condition de la proposition précédente sont les suivants :
A , N* et N* x A

avec N* l’ensemble des entiers non nuls ordonné par l'opposé de la relation de divisibilité.

3.3 Le calcul des systémes de spécialisation pour les schémas standards

Les axiomes imposés dans la définition d’un systéme de spécialisation sp permettent dans certains cas de "calculer"
le foncteur sp; en fonction de sp;q, et les quatre opérations. Pour plus de précision sur ce qu’on entend par le mot
"calcul" le lecteur pourra consulter I’énoncé du théoréme 3.3.10. Comme conséquence de ce "calcul" on obtiendra deux
résultats intéressants & savoir les théorémes 3.3.4 et 3.3.6. Ces résultats acquiérent leur véritable importance lorsqu’on
se place au dessus d’un trait (sous réserve de résolution des singularités).

3.3.1 Les B-schémas standards. Notations et énoncés des théorémes

On se donne une base (B, j,%) comme dans 3.1.1 et deux 2-foncteurs homotopiques stables Hy : Sch/n —— IR

et Hy : Sch/o ——= 9% . On supposera qu’il existe une section globale 7 € I'(B, &) qui soit nulle sur ¢ et inversible

sur 77. Ceci implique en particulier que le produit fibré n X g o est vide (puisque le zéro est inversible sur ce schéma).
Une telle section sera fixée une fois pour toutes. On notera B/(7) le sous-schéma fermé de B défini par I’annulation
de 7. Le morphisme i : ¢ —— B se factorise par B/(7) :

(3.15) o L%\ri/fw)
B

et 'image de j : " —— B ne rencontre pas B/(n). Voici les schémas standards dont il sera question dans la suite :

DEFINITION 3.3.1 — Soient k un entier naturel et a = (ai,...,ax) un k-uplet dans N\{0}. Le B-schéma
w-standard a réduction semi-stable de type a est le B-schéma noté Stf et défini par :

st? . StP = B[Ty,..., Ty /(T{* ... T¢* —7) —=B
Lorsqu’il y a pas de confusion sur B, il nous arrivera de noter simplement st, et St, d la place de stg et Stg.

Pour énoncer les théorémes, on introduit également les B-schémas simples suivants :

DEFINITION 3.3.2 — 1- Pourn € N on pose B, = B[T|/(T™ — «) et on note by, sa projection sur B. La classe
de T dans Op, sera notée n'/™. Il est clair que B, est isomorphe Sta).
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2- Pour n € N et m € Z\{0} on pose B™ = B[U,U 1][T]/(T"™ — U™.x) et on note b™ sa projection sur B.

Remarque 3.3.3 — 1l est facile de voir que les morphismes stg sont plats. En effet stg peut étre obtenu par
changement de base de Spec(Z[Th,..., Ty, P]/(I7* ... T3 — P)) —— Spec(Z[P]) (qui est clairement plat) par le

morphisme B —— Spec(Z[P]) qui envoie P sur la section 7. Par contre les B-schémas St2 sont en général ni lisses
ni réguliers. La méme remarque s’applique également pour b, et b].

Pour un schéma X notons N*# (X) I’ensemble des entiers naturels n non nuls tel que tout diviseur premier de n
est non inversible sur X . En particulier si X est de caractéristique 0, ’ensemble N** (X) est réduit & {1}. L’un des
buts de la section est de prouver les deux théorémes 3.3.4 et 3.3.6 :

THEOREME 3.3.4 — Soit SP ——=sp’ un morphisme de systémes de spécialisation au dessus de B de Hy wvers
Hy. Soient a un k-uplet d’entiers non nuls et A un objet de H(n).

1- Supposons que le k-uplet a est constant de valeur n. Si les morphismes :

P, (bn);‘]A - spf)n (bn)yA

sont des isomorphismes, alors le morphisme : SPstB (StQB)ZA — SP;taB (Stg)ZA est également un isomorphisme.

2- Pour a non forcément constant, notons d le p.g.c.d des entiers a; et r le maximum des a;/d. On suppose que
les morphismes :

Py, (b )y A ——=sp, (bn); A et sy (b)) A —— spym (077)5 A

sont des isomorphismes pour n = d.l avec 1 <1 < r et m = dy.ly avec dy le plus grand diviseur de d appartenant a
N (B) et 1 <lo < d appartenant également a N**(B). Alors le morphisme : Spys (StQB);}A — Splstf (stf);';A est

également un isomorphisme.

On se donne pour tout o-schéma quasi-projectif T' une sous catégorie (pleine) Ha(T')' C Ho(T') tel que 'hypothése
suivante est satisfaite :

HypPOoTHESE 3.3.5 — La sous-catégorie Ha(T')' est cosuspendue (voir la définition 2.1.1). Si f: R—— T est un
morphisme de o-schémas quasi-projectifs, alors :

— f« envoie Ha(R)' dans Ha(T')',

— f* envoie Ho(T')' dans H2(R)' lorsque f est lisse.
Enfin, pour tout entier n € Z les sous-catégories H2(T) sont stables par l'opération : A ~» A(n)[n].

Un cas important ot ’hypothése 3.3.5 est vérifiée est lorsque Ha(—)' est un sous-2-foncteur homotopique stable de
H-. Notons que dans ce cas, les sous-catégories en question sont triangulées (et non seulement cosuspendues).

THEOREME 3.3.6 — Soit sp un systéme de spécialisation au dessus de B de Hy vers Hao. Soient a un k-uplet et
A un objet de H(n).

1- On suppose que le k-uplet a est constant de valeur n. Si les objets spy, (bn);A sont dans Ha((Br)s)', alors Uobjet
SPs¢B (st2)sA est également dans Ha((Ste)s)".

2- Supposons en plus de Uhypothése 3.3.5 que les sous-catégories Ha(—)' sont stables par facteurs directs. Pour
a non forcément constant, notons d le p.g.c.d des entiers a; et r le mazimum des a;/d. On suppose que les objets :
SPy,, (bn)y A et spym (b7); A sont respectivement dans Ha((Br)o)' et Ha((B7')o)', pour n = d.il avec 1 <1 < 1 et
m = do.ly avec dy le plus grand diviseur de d appartenant a N** (B) et 1 < ly < d appartenant également a N**(B).
Alors Uobjet spys (stf);A est également dans Ha((Sts)s) -

La version duale du théoréme précédent est probablement plus intéressante que la version normale. Pour 1’énoncer,
on se donne pour tout o-schéma quasi-projectif T une sous catégorie (pleine) Ha(T')" C Hy(T) satisfaisant ’hypothése
duale de 3.3.5 & savoir :

HypPOTHESE 3.3.7 — La sous-catégorie Hy(T)" est suspendue (voir la définition 2.1.1). Si f: R——= T est un
morphisme de o-schémas quasi-projectifs, alors :

— fi envoie Hy(R)" dans Ho(T)",

— f' envoie Hy(T)" dans Hy(R)" lorsque f est lisse.



3.3. LE CALCUL DES SYSTEMES DE SPECIALISATION POUR LES SCHEMAS STANDARDS 349

Enfin, pour tout entier n € Z les sous-catégories Ho(T)" sont stables par lopération : A ~» A(n)[n].

Remarque 3.3.8 — 1- Etant donnée une classe d’objets A C Hy(0) quasi-stable par twist de Tate (voir la définition
2.2.17), les catégories (H,)§(—) vérifient les conditions de I’hypothése 3.3.7.

2- Un autre exemple important ot I’hypothése 3.3.7 est satisfaite est le suivant. Soit ¢ un ensemble d’objets de
H2(o). On suppose que I’hypothése 2.2.58 est vérifice. Alors les sous-catégories suspendues P(Hz).,(—) des objets
Pt-positifs vérifient '’hypothése 3.3.7 par la proposition 2.2.62.

Pour i € {1,2}, on note (H})°P le 2-foncteur homotopique stable opposé & H; = H}. On sait par le corollaire 3.1.9

que les foncteurs sp(}p induisent un systéme de spécialisation de (H})°P vers (H,)°P. On vérifie immédiatement que les

sous-catégories (Ha(T)"")°P vérifient 1’hypothése 3.3.5 relativement & (H,)°P. Lorsqu’on applique le théoréme 3.3.6 &

cette situation, on obtient ’énoncé suivant :

THEOREME 3.3.9 — Soit sp un systéme de spécialisation au dessus de B de Hy vers Ha. Soient a un k-uplet et
A un objet de H(n).

1- On suppose que le k-uplet a est constant de valeur n. Si les objets sp, (bn), A sont dans Hy((Bn)s)", alors
lobjet spyyz (st2), A est également dans Hy((St,)s)".

2- Supposons en plus de Uhypothése 3.3.7 que les sous-catégories Ha(—)' sont stables par facteurs directs. Pour
a non forcément constant, notons d le p.g.c.d des entiers a; et v le mazimum des a;/d. On suppose que les objets :
spy, (bn)y, A et SPym (bm), A sont respectivement dans Ha((Bn)s)" et Ha((B')s)", pour n = d.l avec 1 <1 < r et
m = do.ly avec dy le plus grand diviseur de d appartenant a N** (B) et 1 < lo < d appartenant également & N**(B).
Alors l'objet spys (st2), A est également dans Hy((Ste)s)".

Les démonstrations des deux théorémes 3.3.4 et 3.3.6 reposent sur le théoréme 3.3.10. Pour 1’énoncer on a besoin
d’introduire quelques notations. Ces notations servirons également dans tout le reste de la section.

1- Pour tout B-schéma X, notons X/(m) (resp. X,, X;) le schéma X xp B/(w) (resp. X xp o, X xp 7). Le
o-schéma X, est canoniquement un produit fibré : X/(m) X p(r) o via le morphisme o —— B/(r) . Ainsi (St2)/(r)
est le sous-schéma de StJ défini par I'idéal (m) et (St2), le produit fibré StZ x5 0.

2- Pour 1 <i < k, on notera D7 ; le sous-schéma de Stf d’équation (T; = 0) qu’on appellera la i-éme branche de
St2. Le B-schéma Dj ; est naturellement un B/7-schéma inclus dans (StJ)/(w). En effet, = est nul sur DJ ; puisque

T, =0etm= Hle T;” (on utilise le fait que lentier a; est non nul (revoir définition 3.3.1)). Le petit calcul :

B[Tl,.. .,Tk]/(Tlal - .Tlgk - 7T,Ti) = B[Tl,.. .,Tk]/(Tr,Ti) = B/(?T)[Tl, . 3Ti—15T’i+1," ,Tk]
fibré D7 ; xp /(;) o (le morphisme o0 —— B/(w) utilisé est ip du triangle commutatif (3.15)). Le o-schéma D, ; est
et ug; les inclusions de DJ; et D, dans (St2)/(n) et (St]),

a,t

montre que D7, est isomorphe & l'espace affine de dimension k£ — 1 sur B/m. On notera également D, ; le produit

isomorphe & Pespace affine A¥~!. On appellera uT
respectivement. On a un diagramme commutatif & carrés cartésiens :

(sti)a

(Sth)g o

lio ig
n
a,i

Dg; — (Stg)/(m) — B/(x)

L,

StBLB
a

3- Plus généralement, pour I C {1,...,k} non vide, on posera D7 ; = UIDZ{i et Do 1= UID(M-. Evidement, Dr,
T = i€l — &

est encore un B/(m)-schéma et Dy, 1 = Dy ; XB/(x) 0. En notant uj ; et uy,r comme tout & I’heure, on a le diagramme
commutatif & carrés cartésiens :
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. (stg)o
Dg’[ tat (StQB)J s__) o

) l lio )
n
Ua,1

a1 — (5t3)/(r) — B/ ()

l StB

St£;>B

On fera attention que u7 {1,.m} n’est pas en général un isomorphisme : mais seulement une immersion nilpotente.

4- On aura également besoin d’introduire pour i € {1,...,k} les ouverts D;? et Dy ; de DT ; et Dy ; qu'on définit
0

i XB/(m) 0

Plus généralement si I C {1,...,k} et J son complémentaire, on notera Dg,’? Pouvert de Dj ; (et méme de

par : D;’(; = D; \D} (,..k}—(i pour ? € {0, 7}. On a toujours la formule : Dy, =Dy

D7 (1 xy) égal & DF \D7 ; (ou encore & D7 (,  1\Dg ;). On notera également D) ; Pouvert de Dy, 1 (et méme de

Dy 1,...k}) €gal & Dy 1\Dg s (ou encore & Dy g1, k3 \Dg,7)- 1l est clair que dans D

?

0 Q’{IY"
? 2 . . . .

D] ; sont complémentaires. On notera v7 ; et v, 1 les inclusions de D’} et DO ; dans DT ; et D, 1 respectivement. La
a, a, {2 g a, a, e

situation se résume alors par le diagramme commutatif & carrés cartésiens :

) 7,0 ,
k) P’ouvert Dg, 1 et le fermé

0 Va,I Uga, T B (Stf)ﬂ
DQ,I —— Dy 1 — (Stg)g —0
Z’ol ’iol/ lio 10
0 VaI x  Yar
Dyy Do1 (Stg)/(m) — B/(m)
|
StQB - o B

Voici ’énoncé du théoréme "calcul des systémes de spécialisations pour les B-schémas standards" :

THEOREME 3.3.10 — Soit sp une structure de spécialisation de base B de Hy wvers Ha. On fize des entiers
naturels non nuls n et k et on notera ny, le k-uplet constant de valewr n. Pour I C {1,...,k} une partie non vide, le

2-morphisme d’adjonction 1 —— vﬂk,l*v;k,I appliqué au 1-morphisme uzk P8 (stfk)j, :
n n, 5. o'

[u;k,ISPstgk (Stgk ):;] — UﬂkJ*vzk,I[u;k,Ispstgk (Stgk ):;]
est un 2-isomorphisme.

On obtient ’énoncé dual de 3.3.10, en appliquant le corollaire 3.1.9. On en déduit :

THEOREME 3.3.11 — On garde les notations et hypothéses du théoréme 3.3.10. Le 2-morphisme : vﬂk,nv!ﬂk’l —1

appliqué au 1-morphisme u!n’c 1SPs1B (stfk)’n :
n,,,15PstB (Stn

”ﬂk,I!”!ﬂk,I[u!gk,ISPstﬂBk (StﬂBk);] — [U!Q,C,I'Slf’stg,c (StﬂBk)!n]
est un 2-isomorphisme.

Remarque 3.3.12 — Il n’est pas tout & fait clair comment ’énoncé de théoréme 3.3.10 permet de "calculer" le
foncteur SPstp - Avant d’expliquer cela, précisons tout de suite qu’on ne "calculera" pas le foncteur SPst2, mais plutdt
ses valeurs lorsqu’on 'applique sur des objets de H 1((St£k),7) constants (voire localement constant) relativement & 7
i.e. des objets de la forme (stﬂBk);(?). En fait, on ne calculera pas ces valeurs mais seulement leurs restrictions aux
branches D, ; pour i € {1,...,k} qui forment tout de méme un recouvrement fermé de (StﬂBk)g.
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Pour simplifier, on prendra dans la suite n = 1 et I = {i} C {1,...,k}. Dans ce cas, le B-schéma Sti est lisse
en tout point de ng’i. Appelons w la projection structurale du B-schéma lisse (5’thc — UJ-#DL’]-) et m son inclusion
dans Stf’. On voit alors immédiatement que m, = uy, ; 0 v1, ; de sorte que :

* * B \* ~ * B \x* ~ * B \* ~ * ~ *
Ulk,iulk,ispstfk (Stlk)n — mospstf’c (Stlk)n D Spwmn (Stlk)n — Spwwn <—— W4;SPidg

4 N . . . " B ~ . *
En fin de compte le théoréme 3.3.10 se traduit dans ce cas par un isomorphisme : ui, iSPstP (sty, In = V1, W5 SPid , -

Remarque 3.3.13 — Toujours dans le méme esprit de justification du terme "calcul" attribué au théoréme 3.3.10,
notons qu’en cohomologie étale, notre énoncé permet de retrouver le calcul des faisceaux de cohomologie R*¥(A) des
complexes cycles proches (dans le cas de réduction semi-stable).

Une bonne partie de cette section est consacrée & la preuve du théoréme 3.3.10. La partie restante est consacrée
aux applications de ce théoréme. On y verra les preuves de 3.3.4 et 3.3.6 ainsi que des améliorations dans le cas ot B
est un trait (ou plus généralement de dimension 1).

3.3.2 Quelques préparations
Le lemme simple suivant, nous sera utile :

LEMME 3.3.14 — Soit a = (a1,...,ax) un k-uplet d’entiers strictement positifs. Soit d un diviseur commun a
tout les a;. Il existe alors un B-morphisme canonique :

sto g St§ —— By

qui envoie la classe de T sur la classe de Tlal/d .. .T,?’“/d

1/n

. De plus le Bg-schéma stfd est canoniquement isomorphe au

Bg-schéma /™ -standard & réduction semi-stable de type a/d :

Stf/dd = Bd[T17"'7Tk]/(T1a1/d...T:k/d —7r1/d) —>Bd

avec a/d = (a1/d,...,ax/d). (L’isomorphisme consiste a envoyer T; sur T;)
DEMONSTRATION En effet le morphisme :
St — BI[T]

qui envoie T sur le produit T2/¢ . Ty £/ se factorise par Iidéal (T2 — ) vu la relation

(T T Y =T T =

La seconde assertion du lemme résulte des identifications suivantes :
BulTy,..., T /(T4 .1/ — x1/d) = B[T)/(T? — 7)[Ty, . .., Tl /(T .. T4 — T)
= B[T,Ty,..., T )@, .. T/ — T;T¢ — 1) = BT, Ty, ..., T} /(T4 .. T/ — ;T T — )
= B[T1,...,Ti]/(T{" ... TS* — ). C.Q.F.D

On utilisera & plusieurs reprises le lemme facile suivant dont la preuve est laissée en exercice :
LEMME 3.3.15 — Soitg: Y ——= X wun B-morphisme entre deux B-schémash: Y ——=B etf: X——B .
Soit D un sous-schéma de X, et D° C D un ouvert de D. On notera u Uinclusion de D dans X, et v celle de D°

dans D. On appelle également D', D'°, u' et v' les pull-back par g,. On considére les deux 2-morphismes swivants :

(3.16) u*spff; - v*v*u*spff;

(3.17) u'*sphh; —>U;v’*u’*sphh;

Les assertions suivantes sont vraies :

1. Si g est lisse et si (3.16) est un 2-isomorphisme, alors il en est de méme de (5.17),
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2. Si g est un recouvrement pour la topologie de Nisnévich et si (3.17) est un 2-isomorphisme, alors il en est de
méme de (3.16).

Terminons ces préparations en introduisant quelques notations. Pour I une partie non vide de {1,...,k}, on notera

UP; Touvert StB\DT  de St;. On pose de méme, V7 = St7\ o }Dgi. L’ouvert VP est ainsi recouvert par
a, a et Pa a

les U, ; pour 1 < 4 < k. Dans la suite, on aura l'occasion d’ apphquer le lemme 3.3.15 & ce recouvrement Zariski

g: 1; Ug i Vf . Notons par ailleurs que :
U, =B[Ty,..., Ty, i € I/(T{ ... Tg* —x) = BT, T i e [Ty, 5 ¢ T/([ 777 — ([ 75 ) )
j&r iel

ce qui prouve :

LEMME 3.3.16 — Le B-schéma UP; est canoniquement isomorphe da un B[T;, T, i € I]-schéma ([1;c; Ti “).7-

standard o réduction semi-stable. De plus le schéma standard en question est de type (aJ, Jj ¢ 1), et ses branches sont
les restrictions des branches DY ; (j ¢ I) de St}}.

3.3.3 La preuve du théoréme 3.3.10 : le cas [ réduit & un élément

Rappelons que dans I’énoncé de 3.3.10, on a noté n;, le k-uplet constant de valeur n. A partir du lemme ci-dessous,
on ne considérera que le cas n = 1. En effet :

LEMME 3.3.17 — Il suffit de prouver le théoréme 38.8.10 dans le cas ot n = 1.

DEMONSTRATION En effet d’aprés le lemme 3.3.14 on a triangle commutatif :

St8 s
N B

N lbn
stl’c

B

Notons sp™ le systéme de spécialisation de base B,, obtenu par restriction de sp. Supposons que l'on sait résoudre le
cas n = 1 pour tout systéme de spécialisation (en particulier pour sp™). Il vient alors que le 2-morphisme suivant :

(3.18) ug, ISP ¢ (3t1 )n—>vlk,I*”1 U1, SPT, 2 (Stk T

est un 2-isomorphisme. Mais spZtBn = sp,s par définition. De méme les inclusions u1, .1 et vy, 1 pour le B,,-schéma
1p Tk B B

sti" sont simplement les inclusions u,_,r et vy, pour le B-schéma stB . Enfin, (stf )y = (sty")5 0 (by);- On obtient

ainsi le 2-morphisme u, | 1SPsts, (StB )y —— Un, ,Is0 ol Un,, SPses, (St )n en appliquant le 2-isomorphisme (3.18)

au 1-morphisme (b,);. Ceci prouve le lemme. C.Q.F.D

Jusqu’a la fin de la preuve de 3.3.10, n sera toujours égal & 1 et on écrira alors simplement stj, Sty, uk,r, k.1, DZ,I,
etc a la place de Sti , Stﬂ ) U1, T, V1, T, Dik, 1, ete. Lorsqu’on voudrait préciser la base B on la mettra en exposant.

On traitera d’abord le cas des singletons de {1,...,k}. Pour cela, on raisonnera par récurrence sur k en prouvant
que pour tout k > 1 le 2-morphisme :

(%k,i) U, Pt (Stk)Z —— Uk, ix Vg, ;U ;SPst,, (Stk)f,

est un 2-isomorphisme.
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Deux résultats préliminaires On fixe l’entier k. Ainsi, on supposera dans la suite que (*x,;) sont des 2-isomorphismes
pour tout k' < ket 1 <4 <k'. On va prouver que (*g4+1,;) sont des 2-isomorphismes pour 1 <4 < k + 1. Le lemme
suivant est une évidence :

LEMME 3.3.18 — Il suffit de prouver que (xk+1,:) est un 2-isomorphisme pour un seuli € {1,...,k + 1}.
DEMONSTRATION En effet si 7 est une permutation de I’ensemble {1,...,k+1}, on peut lui associer un automorphisme
du B-schéma Sth+1 qui consiste & envoyer T; sur T,-1;. On obtient ainsi une représentation du groupe symétrique

Y41 Sur Stﬁrl. On voit facilement que cette représentation permute transitivement les branches. Il suffit alors (par
exemple) d’appliquer le lemme 3.3.15. C.Q.F.D

Soit O™ le sous-schéma de Stx11 égal a lintersection des branches D, ;N ---NDgq .- Rappelons qu’on avait
posé Vﬁ o Vi1 = Stp1\O™. Notons O le pull-back de O™ par iy : 0 — B/(w) . Evidement O est I'intersection

Dyy1,1 N -+~ N Dy p1. Louvert (Strs1)e\O de (Stp41)s s'identifie naturellement au o-schéma (Viy1)s. On a le
lemme :

LEMME 3.3.19 — Soit A un objet de H(n). Choisissons un triangle distingué :
[U2+1,i5Pstk+1 (Stk+1):,A] — U’H—Li*’UZ—i-l,z'[ul:+1,i5pstk+1 (Stk+1);A] —Cy ——

L’objet C4 est 4 support dans O.

DEMONSTRATION Soit a l'inclusion de Vi41 dans Stgy;. On forme le diagramme commutatif suivant & carrés carté-
siens :

v . ) ]
0 k+1,i k41,7
D1, — Di11,)\O —— (Vk11)o

Uk 41,4

k1, Diy1,i (Stk+1)o

Il s’agit de montrer que a;C4 est nul, ou encore que le 2-morphisme :
*, 0% * * * * *
AFUE 41, iSPstyyr (STht1)) —— Q7 Ukt1,ix V) 41 UE41,iPsty y, (STRt1)

est un 2-isomorphisme. On voit facilement (en utilisant le théoréme de changement de base par un morphisme lisse)
que le 2-morphisme en question est isomorphe 3 :

(u;c+1,z')*a:'5pstk+1 (Stk-i-l); —— (v;c+1,z')* (U;c+1,i)* (“2+1,i)*a;5Pstk+1 (Stk-i-l);

Par la définition 3.1.1, il en aussi isomorphe & :

(U 41,0)"SPstiyr0a (STht1 0 Q)5 —— (Vk g ) (U y1,0)" (Whi1,6) Pty 0a(8th41 © @)

Maintenant 'ouvert Vi1 est recouvert par les ouverts Uy, ;. Par le lemme 3.3.16, ouvert Uy, ; est & réduction
semi-stable standard de type 1, au dessus de B[Tj,Tj_l] pour Tj_l.ﬂ'. On conclut alors en utilisant ’hypothése de
récurrence et le lemme 3.3.15. C.Q.F.D

Une construction géométrique On considére :
X =A' x St? = B[Th,...,Ty]/(Ty ... Ty — 7)[Ths1]

On a une projection canonique pro : X —> Sth . On notera D% ; et D;r(’g les sous-schémas de X obtenus par

pull-back suivant pry de Df ; et Dg”?. On notera également Dx r et DOX7 1 les sous-schémas de X, obtenu par pull-back

suivant i : ¢ — B . On continue & avoir un diagramme commutatif & carrés cartésiens :

Dg(,j vx,1 DX,I ux,r X, fo o

Zol iot ‘/io [io
vy u%

D%} —> Dk,; —> X/(w) — B/(n)

L,

—>B
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avec f = stP o pry le morphisme structural du B-schéma X. En fait on aura surtout besoin dans la suite des sous-
schémas Dx ; et ng.. Remarquons que la seule différence de notation pour les branches de X et ceux de Sty est
Uindice X ou k qui précéde le numéro i de la branche : D% ; C X et D ; C Sty.

On note Z™ le sous-schéma de X = B[T1,..., Tk, Ty41]/(T1 ... Tx — m) défini par les équations T}, = Tk4+1 = 0. Le
sous-schéma Z" est de codimension 2 dans X, il est contenu dans D% et coupe les branches DY ; transversalement

pour 1 <4 < k — 1. Le projection pra : X —— Stf envoie Z isomorphiquement sur son image : Df ;. On notera

aussi Z le pull-back de Z™ par ig : 0 —— B/(n) . On a en particulier, le diagramme commutatif & carrés cartésiens :

7 DX’k UX,k Xa. fo o
10 l 10 \L ‘/z’o l i0
u‘l\'
Vi D% —% X/(x) B/(m)

L,

X—8B

, A : . 0
On définit également les ouverts Z™° et Z° de Z™ et Z respectivement comme étant les traces des ouverts Dy,
et D% ,. On obtient ainsi un diagramme commutatif & carrés cartésiens :

vz uz

z0 Z X

LT

gm0 25 gn % X/(r)

On aimerait considérer I’éclaté de Z dans X . Afin d’éviter les problémes qui peuvent intervenir pour B trés général,
on optera plutdt pour le B-schéma, :

(BT, Tis) (SPeC(Z[P[T1, . . ., Tg41] /(T - . . Tk — P)))] Xspec(z(p]) B

Clest & dire, le pull-back de l'éclaté de 1'idéal (Tj,Tj41) dans le Z[P]-schéma A' x St“F] suivant le morphisme
=k

B — Spec(Z[P]) qui envoie P sur 7. Le B-schéma obtenu sera appelé X. On dispose d’un morphisme projectif

e: X —=X
qui n’est autre que le pull-back de I’éclatement :

E(ry isr) (SPec(ZIPTh, .., Ty /(T ... Ty = P))) —= Spec(Z[P|[Ts, .., Ty} (T1 ... Ty — P))

On abusera et on dira que e : X —— X est 'éclaté de Z dans X. Remarquons que e induit un isomorphisme

X'n ~ X, sur la fibre générique car le centre de I'éclatement est contenu dans X/(w) et m est inversible sur X,,. Le
morphisme structural de B-schéma f o e sera noté f. Le lemme qui suit décrit précisément le B-schéma X :

LEMME 3.3.20 — Le B-schéma X est recouvert par deuz owverts affines Uy et Us, affines sur B avec :

1. Uy = B[Ty,...,Tpal/(Ty - . Ti — ) [Thy1/Th] = B[T1,.- .-, Ti, Ty 1]/ (T1 - .. Ty, — m) Visomorphisme consiste a
envoyer Ty, sur Tpy1/T}.

2. Uy = B[Tl, cee ,Tk—i-l]/(Tl cee Tk—ﬂ)[Tk/Tk+1] =~ B[Tl, .. -Tk—laT]éaTk—i-l]/(Tl .. -Tk—lTléTk—i-l_W) l’isomorphisme
consiste a envoyer Ty, sur Ty /Tp41.

En particulier Uy est isomorphe® a X et U, est isomorphe a Styy1 (en tant que B-schémas).

DEMONSTRATION Par construction, on se raméne & calculer I’éclatement de ’idéal (T}, Tyr1) dans le schéma :
Z[P|Ty, ..., Tpta]/(Th ... Tk — P)

Mais ce schéma est clairement isomorphe & Spec(Z[T1, ..., Tk+1]). Le calcul dans ce cas est classique. C.Q.F.D

31’isomorphisme en question n’est pas induit par e.
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Pour 1 < ¢ < k — 1, on notera f)z?' le sous-schéma de X transformé pur de D}ﬂ.. La projection Dz?r — D%,

est canoniquement isomorphe & l'éclatement de Z™ N D% ; dans D% ;. On notera également Df le sous-schéma de X
transformé pur du sous-schéma D% ;. Il est facile de voir que e envoie isomorphiquement f)g sur D% ;. On notera
finalement E™ = e¢~1(Z™) le diviseur exceptionnel de e. On définit alors D; et E en prenant le pull-back par ig. On pose
E™0 Pouvert de E™ égal & E™\ 1<L1_J<k DT. De méme, on pose E° = E\ 1<LZJ<k D;. On a alors le diagramme commutatif

a carrés cartésiens :

50 vE E up Xo. fo o
i0 l 10 L 10 lio
v ug ~
E™0 E™ X/(n) B/(m)
Jf 7 l
X B
LEMME 3.3.21 — Pour établir le cas k + 1 de la récurrence, il suffit de prouver que le 2-morphisme :
whspfy —— vpvpuhspify
est un 2-isomorphisme.
DEMONSTRATION Il suffit d’appliquer le lemme 3.3.15 & 'immersion ouverte U, C X. C.Q.F.D
Formons les deux diagrammes commutatifs :
EW,OU_E>EW£>X'/(T‘.) EOU—E>E£>XJ
PSL lp" le" POl Lp le,
7,0 %2 n _uE>X/(7T) g0 Y2 g M x

Le second carré dans chacun de ces deux diagrammes est cartésien. Par contre, il en est pas de méme des premiers
carrés. Le lecteur pourra facilement voir que p est la projection d’une droite projective, alors que pg est la projection
d’une droite affine. On a le lemme suivant :
LEMME 3.3.22 — Pour établir le cas k + 1 de la récurrence, il suffit de prouver que le 2-morphisme :
p*u*EspJ;f; — p*vE*vEuEspff"*
est un 2-isomorphisme.

DEMONSTRATION On note O™ l'intersection : E™ N (1<O<kDf) et O son pull-back. II est clair que O™ est contenu dans
(2

louvert Us et qu'il coincide avec I'intersection des branches Dy, 1, modulo 'isomorphisme Us ~ Stg41.
Soit A un objet de H(n). On choisit un triangle distingué :

uEspff;A — vE*v;‘ju}‘;spff,’;A —C —
Le lemme 3.3.15 appliqué & Iinclusion de U; ainsi que ’hypothése de récurrence montre que l'objet C' de H(E) est &
support dans X — U;. D’autre part, le lemme 3.3.19 montre que la restriction de C' & 'ouvert Us est supportée dans
0. Ceci prouve que C est lui méme & support dans O.

Etant donné que e envoie isomorphiquement O sur son image, il suffira donc de prouver que p,C est nul. En
d’autres termes il suffira de prouver que le 2-morphisme :

PeupsPFfy — Pavpviupsp;

est un 2-isomorphisme. C’est exactement ce qu’affirme le lemme. C.Q.F.D
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La k + 1-éme étape de la récurrence On est en mesure de déduire ’étape k + 1 de la récurrence et donc de
prouver le théoréme 3.3.10 dans le cas ot I est un singleton. Formons le diagramme de 2-morphismes ci-dessous :

PBVUESPF
/ ~ | By
p*uj‘gspff,’; UZ*PO*UEUESP,?JF;
! (4)| Bo:
Ez* | (1) UZ*U*Zp*uE‘Spff;
(1) | Bz
u*Ze(,*spf-fn* ! UZ*U}U*ZGa*SPffn*
(2) (2)
uyspyfr i VZxVZUESP s [

&)

Tous les sous-diagrammes de ce diagramme sont commutatifs pour des raisons triviales. Il vient que notre diagramme
est commutatif. Les 2-morphismes désignés par (1) sont des 2-isomorphismes par le théoréme de changement de base
pour un morphisme projectif appliqué au carré cartésien :

=

UE ~
— X,

le,

uz
— X

iS]
-

N

o

Les 2-morphismes désignés par (2) sont des 2-isomorphismes car e est projectif. On voit donc que pour terminer la
preuve du cas k + 1 de la récurrence il suffit de prouver que les 2-morphismes (3) et (4) sont des 2-isomorphismes. On
démontrera d’abord :

LEMME 3.3.23 — Le 2-morphisme (3) est un 2-isomorphisme.

DEMONSTRATION 1l suffit de prouver que uzsp; f; A est isomorphe & un objet du type vz.(?). En effet le 2-morphisme
d’unité 1 —— vz4v} appliqué sur un objet de ce type est un isomorphisme.

Notons que puisque n = 1 , le morphisme f est lisse au voisinage de D}r(’g. pour tout 1 <4 < k. On appelle wz la
restriction de f, & Z% et wx i, la restriction de f & Dg(,k. On montrera qu’il existe un isomorphisme :
uzsPyfnA = vz [WySPiq, Al

Pour cela, on part de I'isomorphisme : u’ ;spy f;;A ~ vx g« [Wk SPia, A] Obtenu en composant le morphisme :
b b
* * * * *
uX,kSpfan — UX,k*UX,kUX,kSpfan

avec l'isomorphisme : vy juk ,SpsfaA =~ w¥ ;Spiq, 4 (voir remarque 3.3.12). Notons que l'inversibilité s’obtient en
utilisant ’hypothése de récurrence et en appliquant le lemme 3.3.15 au morphisme lisse pro : X —— St;, .

Appelons s l'inclusion Z —— Dy, . On déduit alors un isomorphisme :

* ok * * *
$ uX,kSPffn =s UX,k*[wX,kSPidBA]
: *, % * o~ ok *
On a clairement s*u% ;spyfy =~ uysp;fyA.
Il reste donc & voir pourquoi s*vg«[wysp;q, A] est isomorphe vz.[w}spiq, A]. 1l suffira pour cela de construire
un 2-isomorphisme entre s*vg,wj; et vz,wy. En revenant aux définitions on voit que l'inclusion s : Z —— Dx
est isomorphe au dessus de o & linclusion de la section nulle Tj41 = 0 de Z dans AL. De méme pour l'inclusion

So: 70 —— Dg(’ . - 1l existe alors des rétractions r et 7o & s et so et un carré cartésien au dessus de o :
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Ceci donne une chaine de 2-isomorphismes :
* * ok * *
UX,k*wX,k ZUX kxToWz =T VZxWgy

Le dernier 2-isomorphisme étant donné par le théoréme de changement de base par un morphisme lisse. On voit en
fin de compte que s*vx kWY, est 2-isomorphe & s*r*vz,wy ~ vz.wy. Le lemme est prouvé. C.Q.F.D
Il nous reste donc & prouver que le 2-morphisme d’échange :

~ Ew* ~
VgD URSPf [y —————> PoxVEupSP i fy

associé au carré commutatif (non cartésien) :

EOLE

v
Zo —>

est un 2-isomorphisme. Etant donné le diagramme commutatif de 2-morphismes :

Ez}

*

(uz 0ovz)*esx po«(up o vp)”

Nl i lw

VU €Cox 2 VyDx U 2o PoxVEUR

et le fait que le 2-morphisme (1) est un 2-isomorphisme par le théoréme de changement de base pour un morphisme
projectif, on voit qu’il suffit de prouver que le 2-morphisme d’échange :

Ext: (ugzo vz)*ea*spff;,“ ————po«(ug ° UE)*SPff;,k

associé au carré commutatif (non cartésien) :

UEOCUERE
E0——

X,
Po \Lea
Uzovz

o

ZO%

est un 2-isomorphisme.
Formons le diagramme de 2-morphismes :

)

~ ('7) ~
(uz ovz)*spsfx (uz 0 vz)*ersspffy —— pox(up ° vE)*sp; fy

! | "

U ~ = -
(uz 0 vz2)" f55Piay — (uz © Vz)"€rxe; f3SPiay, — (uz ©Vz)*€os foSPia,, — Pox(uE © VE)* frSPia,

Le carré de droite est clairement commutatif. De méme le rectangle de gauche est commutatif : en effet on a un
diagramme commutatif :

J25Pidy Py fy

| l

* Lk r rl
eU*eafa'spidB > ea*fa*spidB —>65*Spf'f;;
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Notre diagramme est donc commutatif. D’aprés le lemme 3.3.15 les 2-morphismes désignés par (1) sont des 2-
isomorphismes étant donné que f (resp. f) est lisse au dessus de Z™° (resp. E™?). Comme e est projectif, le 2-
morphisme (2) est également un 2-isomorphisme. Il vient que pour prouver que (?) est un 2-isomorphisme il suffira de
prouver que la composée :

n ~ - -
(uz o vz)*f;spidB —— (ugo UZ)*eo*e;f;SPidB — (uz °0vz)"€ox f5SPiay, — Pox(UE © VE)" f5SPiay,

est un 2-isomorphisme. Il est bien sir plus général de prouver que la composée :

n ~ -
(uz ovz)" fg — (uz o vz) €oner f§ — (Uovz)*€qnfi — pox(um o vE)* f}
est un 2-isomorphisme. Ceci est équivalent & prouver que la composée :

*

(uz 0vz)* fr — > (uz 0 vz)*€quel f5 —> pou(up o vg)*es i

est un 2-isomorphisme. En composant & droite par un 2-isomorphisme d’échange Ez** on se raméne au bout du compte
& prouver que la composée :

*

n Bz
(uz ovz)" f; —— (uz o vz)*eguey ff — pox(uE 0o vE)" €] f5 — Poxp(uz 0 vz)* f5
est un 2-isomorphisme. Par ? 7, cette composée n’est autre que le 2-morphisme d’unité associé a la paire (p§, po«) :

n
(ugz ovg)* frf —————— po«pj(uz cvz)*fx

Mais on a vu que po était isomorphe & la projection : AL, — 70 . On conclut alors en utilisant I’axiome de
I’homotopie. Le théoréme 3.3.10 est prouvée dans le cas ou I est un singleton.

3.3.4 La preuve du théoréme 3.3.10 : le cas général

Dans ce numéro on termine la preuve du théoréme 3.3.10 en établissant le cas ou I une partie non vide de {1,...,k}.
On raisonnera par récurrence sur le cardinal #(I) de I. L’entier k ne jouera pas de role et sera fixé. Ceci nous
permettra d’alléger les notations. Ainsi, on notera D7, D}r’o, Dy et DY a la place de DL, e Df;?l, Dy, 1 et ng’ I

De méme, les immersions uy, 1 et vy, 1 seront simplement notées ur et v;. On continue & noter sty : Sty ——= B le
B-schéma standard de type 1,.

Au cours de la preuve, on verra apparaitre le systéme de spécialisation canonique x (voir Pexemple 3.1.4) auquel on
lui appliquera ’hypothése de récurrence. Il serait donc important de ne pas se restreindre & un systéme de spécialisation
particulier.

Pour #(I) =1 le résultat a été prouvé (Pour tous les systémes de spécialisation). On supposera donc #(I) > 2.

Soit i € I et J = I\{i}. La conclusion du théoréme 3.3.10 est supposée vraie pour J. On dispose donc des
2-isomorphismes :

u5SPsy, (8tk)y —— VIxUTUTSP4y, (Stk)) et UFSPyy, (8tk)y — VikVjuiSPyy, (5tk)y

Notons T'= D; N Dy = Ujcs(D; N Dj) et t son inclusion dans (Sty), ainsi que t; (resp. t;, tr) son inclusion dans D;
(resp. Dy, Dy). On a ainsi un carré cartésien d’immersions fermées :

T—Y.p,

D; —— Dy
Ui T

Par le triangle distingué de Mayer-Vietoris associé au recouvrement fermé de Dy par Dy et D; on déduit pour tout
A € Hi(n) un triangle distingué :

u}spstk (stk);‘,A — ui;,—*u;‘spstk (Stk):;A &) u,]:[*uj}spstk (stk);A — tI*t*Spstk (Stk);'f,A —

En appliquant le foncteur triangulée vy, v} & ce triangle, on déduit un morphisme de triangles distingués :
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U?Spstk (Stk);;A _ ui;I*u;‘spstk (Stk);A D ’LL_]:I*’LLjSpst)c (Stk):;A _ tI*t*spstk (Stk);A _

| | |

vI*v}*ujspstk(stk):‘,A - vI*v}ui:I*ujspstk(stk):,A &) vI*v}UJ:I*u}spstk(stk)j;A - vI*v}tl*t*spstk(stk);;A -

Ainsi pour prouver que le 2-morphisme ujspg, (tk); —— vrvjuspy, (str); est inversible il suffira de prouver
que les trois 2-morphismes suivants :

(3.19)  wirxuispyy, (Stk);, —— VIVF Wi 15U SPyy, (Stk) ;) , g1+ USPgy, (St )y —— VIsVT U 15UTSPy, (Stk) ;)

(3.20) tI*t*spstk (Stk);'; — UI*U;tI*t*Spstk (Stk);';

sont des 2-isomorphismes. On divise alors la tiche en deux étapes : une premiére qui traite les deux 2-morphismes
(3.19) et une deuxiéme qui traite le 2-morphisme (3.20).

Etape 1 : Les deux 2-morphismes (3.19) Formons les carrés cartésiens suivants :

Vi1 vJ:I
D?:I — D; Dg:I > Dy
u?:ll ium ug:ll luJ:I
vr vr1
DY~ D; D9 "~ D;

Les 2-morphismes d’échange Ex% : viusr« —> U?:I*U;I et EX}: viug. e — UOJ:I*szI sont des 2-isomorphismes
(par le théoréme de changement de base pour une immersion fermée). D’autre part, les deux diagrammes suivants :

Ui T+U] Ui T+ U] UJ.T+U UJ.T+U

l Ez} Ez, . l l Ex} Ez, . l

ULV Wi T U] —> UI*U?:I*U;IUf — Ui I« Vi:[xVf j U] UL UTUS W) —<> UI*“%:I*”3:I“3 ——> UJ:+VJ: TV U
sont commutatifs. Ceci nous raméne & prouver que les deux 2-morphismes suivants :

Wi 1] Py, (8t )y, ——= Wi 1wVi: 14V}, U SP gy, (St et U g 1Sy, (STh)y ——= UT. 10T 160, USSPy, (STE)
sont inversibles. On montrera plus précisément que les 2-morphismes :
(3.21) [uisPse, (5th)5] ——= viersvff[uispyg, (ste)y] et [ulspy, (str);] —— vrrv]. [ulspyg, (ste);]
sont inversibles. Rappelons pour cela que v;.r (resp. vs.r) est Vimmersion de Pouvert D9, C D; (resp. DY.; C Dy)
et que cet ouvert contient DY (resp. DY). Or, on sait par I'hypothése de récurrence que si on remplace dans (3.21)

vi.r (resp. vy.r) par linclusion v; (resp. vy) de DY (resp. DY) dans D; (resp. D) on obtient des isomorphismes.
L’inversibilité des 2-morphismes (3.21) découle alors du lemme général (et facile) suivant :

LEMME 3.3.24 — SoientH : Sch/S —— IR un 2-foncteur homotopique stable et X un S-schéma quasi-projectif.
Supposons données des immersions ouvertes :

U—v -2 x

NS

Ju

Soit A est un objet de H(X) pour lequel le morphisme d’unité A —— jus«ji;A est inversible. Alors le morphisme

d'unité A —— jv.jy A est également inversible.
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DEMONSTRATION En effet, appelons a Iinclusion de U dans V' de tel sorte que jy = jy o a. Par hypothése, on sait
que A est isomorphe & jy.ji;A et donc aussi & jy.asa*ji A. Ainsi pour montrer que A — jvji;A est également
inversible, il suffira de prouver que :

[jV*a*a*J’;A] —>.7V*.7€/ [jV*a*a*j{/A]

est inversible. Ceci découle immédiatement de 'inversibilité de jy.« —— jv«Jyjvs« . C.Q.F.D

Etape 2 : Le 2-morphisme (3.20) Pour mettre la récurrence en marche et donc terminer la preuve du théoréme
3.3.10 pour I quelconque, il nous reste & établir que le 2-morphisme :

trat*spg, (Stk); —— VUt t Spgy, (Stk);
est un 2-isomorphisme. Considérons pour cela un carré cartésien :

TOU—T>T

f |

vr
D? —— Dy

Le 2-morphisme d’échange Ex} : vitr« — t9,v% est inversible par le théoréme de changement de base pour une
immersion fermée. D’autre part, le diagramme suivant :

trst* trst*

. !

M Ez,.
VTt — = vt 0t — > trursopt”

*

n est

commute. I est donc équivalent de prouver que le 2-morphisme : tr.t*spy, (5tk); —— tr«vT«v3t*spg, (st)
inversible. On prouvera plus précisément que le 2-morphisme :

'SPy, (8tk)y —— VT VTt Py, (stk)

est inversible.

Pour prouver cela, on a besoin d’introduire quelques notations. On ne restreint pas la généralité en supposant
i =k.Pour1<j <k—1,o0npose C; = D;NDy. On pensera aux C; comme & des branches de Dj,. Plus généralement,
pour toute partie non vide K C {1,...,k—1}, on posera Cx = jéJKCi et C% = Ck\Cq,...k—13\k- On a en particulier

T =Cy et T° = CY =T N DY. Factorisons 'immersion ¢ de la maniére suivante :

T=0c,-%* ~D,
\ J/"’“
(Stk)o

Il vient que : t*sp,y, (stk)y = trugSPst, (Stk)y = tiVk«PfSPia, avec pi la projection de DY sur 0. Le dernier isomorphisme
n’est autre que celui de la remarque 3.3.12 & une notation prés (a savoir py, a la place de w}). On voit donc qu’il est
suffisant de prouver que le 2-morphisme :

Uy Uks D), —— VT« UL Uk D},

est un 2-isomorphisme.

L’idée est de voir ce 2-morphisme comme un cas particulier du 2-morphisme du théoréme 3.3.10 avec sp remplacée
par le systéme de spécialisation canonique.

On notera D le o-schéma Dy jusqu’a la fin de la preuve. Par définition, D est l’espace affine de dimension k — 1
sur 0. L’ouvert D = DY est le complémentaire dans D = ¢[T1,...Ty_1] des hyperplans C; d’équation T; = 0. On
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considére alors le g-morphisme : D —— Al = o[P] qui envoie P sur le produit T} ...Ts_1. Ce morphisme, fait de
D un o[P]-schéma standard de type 1, ;. On a un diagramme commutatif & carrés cartésiens :

DY ——— D ~<"—D,

N

(Gm), ”_>A(17 <%

Ceci nous incite & poser x4 = s*v* : Ha(D?) —— Hy(Dy) .
Evidement la projection py, : D° = Dg —> 0 se factorise par g se qui nous raméne & prouver que :
tzvk*q& —_— UT*U;’tzvk*qa

est un 2-isomorphisme. On a la factorisation suivante de ¢, :

cy— -~ Cu,...k—13 = Ds
\ ls
D

En remarquant que v, coincide avec v, il devient claire que notre 2-morphisme est isomorphe & :

aj[s*vilas; = ajxq —— vr.vpaj[stv.g = vraviaixg
On voit alors apparaitre naturellement la structure de spécialisation canonique x. De plus, aux notations prés, le
2-morphisme qu’on considére est celui du théoréme 3.3.10 dans le cas de x pour le schémas standard Stz[_Pl] et
J C{1,...,k—1}. 1l vient que ce 2-morphisme est inversible puisque #(J) < #(I).
3.3.5 Complément au théoréme 3.3.10 : cas ou H; est Q-linéaire et séparé

Dans ce numéro on supposera que H; est Q-linéaire et séparé. Sous cette hypothése il est possible d’étendre le
théoréme 3.3.10 aux k-uplets non constants :

THEOREME 3.3.25 — On suppose que Hy est Q-linéaire et séparé. On se donne un k-uplet a (non nécessairement
constant) d’entiers non nuls a;. Soit sp une structure de spécialisation de base B. Pour tout I C {1,...,k}, le 2-

morphisme d’adjonction 1 — Va,1xV, 1 appliqué au 1-morphisme Uy [SPytB (stf):‘, :
[uX ;spye (st2)X] Vo, 150 f[u? ;spgs (st2)X]
a,15PstB \Sla Jnl —— Va,IxVq 1[Uq,15P 52 \Stq )
est un 2-isomorphisme.
DEMONSTRATION Soit m le p.p.c.m. des entiers a; et notons d; = m/a;. Considérons le B-morphisme :

r: Stm, = B[T{,...,T]/((T] ... T{)™ = ) — Stq = B[T1, ..., T]/(T{* ... Tg* — )

qui consiste & envoyer T; sur (T})%. Ce morphisme est fini et surjectif et admet une action du groupe G = [[, Z /d;Z.
Cette action est transitive sur les fibres géométriques. On a un diagramme commutatif & carrés cartésiens :

0 Umy, I Umy, I
Dmk,I DmkaI (Stmk)o
r?l T‘Il LT‘.’
0 Va,I Ua, I
DQ,I DQJ (Stg)a'

Considérons le carré commutatif de 2-morphismes :

Pt 1Psim (5t )5l ——= Trevm rvn, (lUn, 1Pz (st )]

l !

[uz,lspstQB T (Stgk );;] — UQ,I*U;,I[UE,ISPstg Tnx (Stgk ):,]
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Les 2-morphismes verticaux sont des 2-isomorphismes car r est projectif. Le 2-morphisme horizontal supérieur est un
2-isomorphisme par le théoréme 3.3.10. Il vient que (%) est un 2-isomorphisme. Pour terminer, il suffira de montrer que
le 2-morphisme de 1’énoncé est un rétracte de (x). Pour cela il suffit de montrer que idy Sta),) €St un facteur direct
de 7.ry. On prouvera cela dans le lemme-ci dessous (qui devrait intégrer le paragraphe 2.1.7). C.Q.F.D

LEMME 3.3.26 — Soit H: Sch/S ——= IR un 2-foncteur homotopique stable qu’on supposera Q-linéaire et

séparé. Soit r: X' —— X wun morphisme fini surjectif dans Sch/S muni d’une action d’un groupe fini G transitive
sur les fibres géométriques. L’image du projecteur :

1
Ping

9€G
dans r«1* s’identifie au foncteur identité via le 2-morphisme d’unité 1 —— r.r* .

DEMONSTRATION Notons F' I'image de p: r,r* —— r,.r* . On dispose d’une factorisation du 2-morphisme d’unité :
1——F ——ruao"

Il s’agit de prouver que 1 ~ F. On raisonnera par récurrence Noethérienne sur X. Il existe un ouvert non vide
j: U——> X au dessus duquel le morphisme r est pseudo-Galoisien i.e. composé d’un revétement étale Galoisien

suivit par un morphisme fini surjectif totalement inséparable. Par le lemme 2.1.165, on sait que : j* ——= j*F
est inversible. Si ¢ désigne l'immersion fermée du complémentaire Z de U, on se raméne par ’axiome de localité a
montrer que : * — *F . Ceci équivaut & la conclusion du lemme pour le morphisme : Z' = X'xx Z ——> 7.
La récurrence Noethérienne permet de conclure. C.Q.F.D

Remarque 3.3.27 — Nous ignorons si la conclusion du théoréme 3.3.10 est vraie sans hypothéses sur H pour des
k-uplets non constants. La méthode qui consiste & utiliser les éclatements ey’ (voir la preuve de 3.3.4 et 3.3.6) pour
modifier les k-uplets ne s’applique pas aussi facilement au théoréme 3.3.10.

3.3.6 La preuve des théorémes 3.3.4 et 3.3.6

Comme on ’a déja annoncé, la preuve des théorémes 3.3.4 et 3.3.6 repose d’une maniére essentielle sur le théoréme
3.3.10. Etant donné que le théoréme 3.3.10 concerne les k-uplets constants, on divisera la preuve de ces théorémes
en deux parties. Dans la premiére, on traitera le cas des k-uplets constants en se basant sur 3.3.10. Dans la seconde,
on essayera de ramener par des dévissages géométriques le cas des k-uplets généraux & celui des k-uplets constants.
Notons tout de suite le lemme suivant :

LEMME 3.3.28 — Pour des entiers non nuls n et k, notons n;, le k-uplet constant de valeur n. Le cas a = n;, du
théoréme 3.3.4 (resp. du théoréme 3.3.6), découle du cas a =1, du méme théoréme.

DEMONSTRATION On suppose qu’on sait résoudre le cas ¢ = 1, du théoréme 3.3.4 (resp. théoréme 3.3.6) pour tout
morphisme de systémes de spécialisation (resp. pour tout systéme de spécialisation).
On se place alors dans la situation du théoréme 3.3.4 (resp. théoréme 3.3.6) avec a = n;,. Par le lemme 3.3.14 on

a triangle commutatif :
Bn

St? - B,

bn
stB
ng

B

Notons sp™ et sp™ (resp. seulement sp™) les systémes (resp. le systéme) de spécialisation de base B,, obtenus (resp.
obtenu) par restriction de sp.

Appliquons le cas a = 1, du théoréme 3.3.4 au morphisme de systémes de spécialisation sp™ —— sp/™ et a 'objet
k
(bn);‘,A. Remarquons pour cela que la condition de théoréme 3.3.4 est satisfaite, puisque SpiraBn (bn); — SP{ZBH (bn);

est par définition égale a la fleche sp;, (bn); A ——sp;_ (bn);A qu’on sait inversible. On obtient ainsi I'inversibilité
de la fléche :

SPy;mn (st )5 () A — ~ P, (st )5 (bn)5 A
1 1y



3.3. LE CALCUL DES SYSTEMES DE SPECIALISATION POUR LES SCHEMAS STANDARDS 363

Cette fleche s’identifie & celle de I’énoncé via les isomorphismes de connexions (stfk");(bn); ~ (stﬂBk); Ceci établit le
cas non respé du lemme.
Pour ce qui concerne le théoréme 3.3.6, on procéde de la méme maniére, en appliquant le cas 1, & sp™ et ’objet

(bp)p- On déduit alors que 'objet SP” 5, (sti"):;(bn);",A. Mais cet objet s’identifie & sp,s (stﬁk); via ’isomorphisme
1k - ny, Lo

- B, ~ (4B .
de connexion (st ")} (bn); = (sty, );- Le lemme est prouvé. C.Q.F.D

Gréace au lemme précédent, on établira le cas des k-uplets constants en traitant uniquement le cas a = 1;. Ainsi
dans les deux paragraphes qui suivent, on notera sty, Sti, Di,1, uk,1 €t vk, & la place de stfk, Stfk, Dy, 1, u1,.1 €t
’Ulk e

Le théoréme 3.3.4 pour les k-uplets constants. Pouri € {1,...,k}, les Dy ; forment un recouvrement fermé de
(Stk)o- On voit alors immédiatement que les foncteur uj ; forment un famille conservative de foncteurs. On est donc
ramené & montrer que pour tout ¢ € {1,...,k}, le morphisme :

* * * ! *
U ;SPgt, (St)p A —— uf ;SPy, (str)pA
est inversible. On considére pour cela le carré commutatif :

Uk iSPs,, (Stk)pA uj ;SPst, (Stk)pA

| |

* * * * * ! *
Vk,ix U ;U iSPst,, (STh) 5 A ——= Vk,isVf Uy :SPyy, (Sth) A

Les fleches verticales sont des isomorphisme par le théoréme 3.3.10. On se raméne ainsi & montrer que le 2-morphisme :
Vf iUk iSPst, (Stk)n A —— vj; jup :SPyy, (ste)p A
est inversible. En utilisant la remarque 3.3.12, on voit immédiatement que ce morphisme est isomorphe & :
PisPy, (bn)y A —— pispj, (bn); A

avec p; la projection de Dg’i sur o. Ce morphisme est un isomorphisme par hypothése.

Le théoréme 3.3.6 pour les k-uplets constants On aura & travailler un peu plus que pour le théoréme 3.3.4.
On commence par une courte digression. On considére le diagramme de o-schémas :

S

(Gm)y =G —2>F=Al =g[P]<*—0

et on note y la structure de spécialisation canonique s*g, de base (Al, g, s) dans Hs. La projection de G = (Gm), sur
o sera notée pg. L’hypothése 3.3.5 implique :

LEMME 3.3.29 — Soit E un objet dans Ha(0)'. L'objet xiapGE appartient 6 Ha(o)'.

DEMONSTRATION En effet, on montre facilement que xiapf; E = E® E(—1)[—1]. Mais Hy(0)' est additive, cosuspendue
et stable par twist de Tate (—1)[—1]. Le résultat est donc clair. C.Q.F.D

On raisonne par récurrence sur k. Pour k = 1, le résultat est donné par hypothése. On suppose donc que le résultat
est vrai pour @ = 1,_; et tout systéme de spécialisation, et on le prouve pour 1,. En particulier, par le lemme 3.3.29,
la conclusion du théoréme 3.3.6 est vraie pour x et I'objet p&A (aveca =1, ;).

Fixons un entier ¢ € {1,...,k} et posons I = {1,...,k} — {i}. On note Z = Dy, ; N Dy et on considére le carré
cartésien d’immersions fermées :

2;
7 — Dk,z'

ny:

Di,r — (Sty),
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Rappelons que vy, ; (resp. vk, r) est inclusion de ouvert Dy ; — Dy 1 (vesp. Di,r — D;) dans Dy, ; (vesp. Dy r). Notons
K =spy, (stk);A. On a un triangle distingué de Mayer-Vietoris dans H((St¢),) :

K —— uk,inty K ® up vy (K —— 2,2* K —— K[+1]

Les catégories Ha(—)' étant cosuspendues et stables par les images directes cohomologiques, on se raméne & montrer
que les trois objets uy K, uy ;K et 2*K sont dans Hz(—)". On divise la tache en deux parties :

1- Etape 1 : Les objets uy K et z*K. Par le théoréme 3.3.10, on a un isomorphisme :
uzﬂ.K - - Uk,i*UZ,iUZ,iK

Il suffit donc de montrer que vy ;uy ;K est dans Hz(—)". Si on note w la projection sur B de l'ouvert (St;) — Df ; on
a par la remarque 3.3.12 un isomorphisme :

* * ~ *
vk,iuk,iK = wa‘SPidBA

Le probléme de uj ;K est alors réglé en invoquant la stabilité de Ha(—)' par les images inverses suivant des morphismes
lisses.
Une autre conséquence du théoréme 3.3.10 est un isomorphisme : 2* K ~ zjv;,w, E avec E = sp;y _ A. En remarquant

maintenant que w, : ((Stx) — Df ;)¢ — 0 est canoniquement isomorphe & la fibre générique du A} -standard de
1
type 1;,_; on déduit immédiatement que l'objet z* K est isomorphe & x S (stﬁ"_ )P E. On conclut alors a 'aide du
Sty_q
lemme 3.3.29 et de I’hypothése de récurrence appliquée a .

2- Etape 2 : L’objet uy, K. Toujours par le théoréme 3.3.10, on a un isomorphisme :
g, 1 K —— Vg, 120p pup (K

On montrera que vy, ruy K est dans Ha(—)". Sion note Y = (Stx)—Df ; et g sa projection sur B on voit immédiatement
que vy, yuy K est isomorphe & sp,g; A. On prouvera plutot que sp,g; A est dans Ho (Y5 ).
On ne restreint pas la généralité si on suppose que i # 1. Le B-schéma Y est :

B[Tv,..., T[T/ (Ty ... Ty — ) =~ B[T1,Ts,. .. Tk][Ti_l]/(H T; — )
1
Le dernier isomorphisme étant donné par l’association 7} ~» T; pour [ # 1 et Ty ~» T1.T; On obtient ainsi un
isomorphisme entre Y et St;_; X Gm. En particulier, on dispose d’'un morphisme lisse :

g: Y —— Stp

Il vient que : sp,g; A ~ q;Sps, (stk_l);A. On conclut a I'aide de 'hypothése de récurrence.

Le cas des k-uplets généraux. Dans ce paragraphe, on montre comment déduire le cas général des théorémes
3.3.4 et 3.3.6 du cas particulier a constant. Rappelons qu’on avait noté B™ le B-schéma B[U,U~'|[T]/(T" — U™.x)
et b sa projection structurale. On aura besoin du lemme suivant :

LEMME 3.3.30 — Soit ¢ un entier non nul. Notonsl: Q —— B le B-schéma B[R, R™!] et ¢ la section R=C.x

de Og. Soient sp et sp’ deux structures de spécialisations de base B et A € Ob(H1(n)). On suppose que les hypothéses
du théoréme 3.3.4 (resp. théoréme 3.5.6) sont satisfaites pour A, sp et sp' (resp. pour A et sp). Alors les hypothéses
du théoréme 3.3.4 (resp. théoréme 3.5.6) sont également satisfaites pour I} A, spig et spr (resp. pour Iy A et spg)
relativement a la section ¢.

DEMONSTRATION On se donne des entiers n et m avec m € N*# (B) comme dans les énoncés des théorémes 3.3.4 et
3.3.6. On considére les B-schémas :

G Qn=Q[T)/(T"-¢) —=Q——=B et ¢: Qr=QU,U I]/(T"-U"¢) —>Q—B
On a Q, = B[R,RY|[T]/(T" — ¢) = B[R, R |[T]/(T"™ — R~°.7). Ecrivons ¢ = ¢;.c; avec ¢, inversible sur B et
¢2 € N (B). On définit un B-morphisme f, : Q, — B¢ = B[U,U~Y|[T]/(T™ — U°2.xr) en envoyant T sur T et

U sur R~1. Le fait que ¢; soit inversible sur B montre que ce morphisme est un revétement étale.
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D’autre part, on a Q™ = B[R,R'[U,U Y[T]/(T™ — U™.¢) = B[R, R [U,UY[T])/(T™ — U™. R °.7r). On
note d le p.g.c.d. de m et c. Puisque d divise m, on déduit que d € N*%*(B). On définit un B-morphisme f7 :
Q" —— B? = B[U,U Y[T]/(T™ — U%x) en envoyant T sur T et U sur U™/¢.R~¢/?, Montrons que ce morphisme

est lisse. Pour cela, remarquons qu'il est obtenu par pull-back suivant b¢ du B-morphisme :
B[U,R,U~',R7'| —— B[U,U™}]

qui envoie U sur U™.R™°t avec my = m/d et ¢; = ¢/d. Ce morphisme n’est autre que le morphisme v : Gm2 — Gm
donné par (z,y) ~ ™.y~ . Choisissons deux entiers a et b tel que : a.my — b.cy = 1 et considérons le morphisme

@]
b my
composée u o v est la projection sur le second facteur de Gm. D’otu la lissité de wu.

V: Gm2—— Gm2 donné par la matrice . On voit facilement que v est un isomorphisme et que la

En utilisant les B-morphismes lisses f,, et f.* que l'on vient de construire, il est facile de prouver le lemme. En
effet, pour le cas non respé, il s’agit de montrer que les deux morphismes :

Py, (@n)y A —spy, (qn)5 A et SPgm (a5 ) A ——spym (q7') 7 A
sont des isomorphismes. Ceci est vrai puisqu’ils sont isomorphes & :
(f)sspy2 (052)5 A —— (Fn)ispyea (052)5 A et (fi)asppa (b4)5A —= (f7)5spya (0)5A

Pour le cas respé, il s’agit de montrer que sp, (gn);A et sp,m (g;'); A sont dans H2((Qxr)s)" et Ha2((Q}')5)" respecti-
vement. Ceci découle des isomorphismes sp, (fn); = (fn)5SPpc2 et spym (f7)7 = (f7')55Ppa et le fait que les catégories
H2(—)' sont stables par les images inverses suivant des morphismes lisses. C.Q.F.D

Soit un k-uplet @ = (ay,...,ax). Pour 1 <i < j <k, on note St47 le B-schéma :

E(t, 1;)(Spec(Z[P|[Ty, . .., T]/(TV" .. . Tt* — P))) Xspec(z(P)) B

obtenu en prenant le pull-back de I’éclaté de I'idéal (T;,T}) dans S tzpec(Z[PD suivant le morphisme B —— Spec(Z[P])

qui envoie P sur 7. Sa projection sur B sera notée st et le morphisme projectif Sty? —— St sera noté ebd. On

abusera et on dira que St/ est I'éclaté de (T;,T;) dans Stg.

LEMME 3.3.31 — Le B-schéma Stgj est recouvert par deux ouverts V; et V; affines sur B avec :

1. Vi~ BT, ...,Tie1, T{, T, .. . Te] /(T . TET T T TjjIIT]f“"'a" T, ... Tg* —m) Visomorphisme est
donné par T] ~ T;/T}.

2. V]tj B[Tl, . .],WIT]-,IJLJ;];,WT]-H, TR/ T TS T THETTM T L Tk — ) Visomorphisme
est donné par T} ~ T;/T;.

En d’autres termes, il existe un recouvrement pour la topologie de Zariski :
Sty 118ty — 1 gpid

avec c_z{ (resp. gj-) le k-uplet obtenu en gardant tous les a; inchangés sauf le a; (resp. a;) que Uon remplace par a; +a;.

DEMONSTRATION Par construction, on est ramené & calculer ’éclaté de (T3, T;) dans le schéma
Spec(Z[P)[Ty, ..., Tx]/(T{" ... T* — P))

Mais ce schéma est canoniquement isomorphe & l’espace affine Spec(Z[T1, . .., T}]), puisque la variable P s’exprime en
fonction des autres. Le calcul de I’éclaté dans ce cas est classique. C.Q.F.D

Muni des lemmes 3.3.30 et 3.3.31, on est en mesure de terminer la preuve de 3.3.4 et 3.3.6. Lorsque k = 1 la validité
des théorémes 3.3.4 et 3.3.6 découle de leurs énoncés. On peut donc supposer k& > 2. On raisonne par récurrence sur
k en supposant le résultat vrai pour les schémas standards & moins de k — 1 branches.

PROPOSITION 3.3.32 — Supposons que le théoréme 3.3.4 (resp. théoréme 3.3.6) est vrai pour le'k-upl.et a. Alors
(sous—l’hypoizése de récurrence) le théoréme 3.3.4 (resp. théoréme 3.3.6) est vrai pour les k-uplets a] et a; pour tout
1<i<j<k.
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DEMONSTRATION Remarquons d’abord que les k-uplets gf et g;'- on méme p.g.c.d et méme élément maximal. 11 vient
que les hypothéses de théoréme 3.3.4 (resp. du théoréme 3.3.6) sont les mémes pour ces deux k-uplets. Ainsi on
supposera ces hypothéses vérifiées et on prouvera le théoréme 3.3.4 (resp. théoréme 3.3.6) pour a] et gj- d’un seul coup
en se ramenant au cas de a. L’outil principal pour cela est le B-schéma st%7. En effet par le lemme 3.3.31, on voit qu'il
suffit de montrer que : B

1. Le morphisme SPi.i (Stgj):;A —_— SP;tgj (Stgj)ZA est un isomorphisme dans le cas non-respé,
2. L’objet sp,,i.i (sty?)5 A est dans Ha((Sty7),)" dans le cas respé.

Notons D;%™ le transformé pure de la branche DT, par e’ et E4%™ le diviseur exceptionnel de e5?. On ap-
= =2 — = =

pelle également D;”’l et Eb7 les pull-back par i : 0 — B/(w) . Notons enfin pour t € {i,j} et ? € {0,x}, O’

I’intersection : .
EVT N n Dy

0 o Pt
Le sous-schéma O™ est envoyé isomorphiquement par egj sur Vintersection O = Mieq1,....k} Dy ; des branches de St,.
Il en est de méme de Of. On vérifie également que O*™ (resp. O™) n’est autre que I’image de O7; (resp. O7;) par v;
=4 =3
(resp. vj). On traite d’abord le cas non-respé :

1- Pour le théoréme 8.3.4 Formons un triangle distingué de Hy((Sty7),) :
D5 (5t )y A ——> 5P y1 (8167)5A —> 0 —

L’objet C' est a support dans O° [T 0. En effet le complémentaire de O»™ [] O™ dans St%7 est recouvert par deux
ouverts Zariski isomorphes a St,: — O7; et St ; — O(’:j. Par le lemme 3.3.16, chacun de ces deux ouverts est & son tour
=i a; a; a;

recouvert par des B[U,U~!]-schémas U~°¢.r-standard & k — 1 branches de type un k — 1-uplet b inclus dans c_z{ ou g;'-.
En utilisant le lemme 3.3.30, on vérifie immédiatement que les hypothéses du théoréme 3.3.4 sont satisfaites pour [} A
et le k — 1-uplet b. L’hypothése de récurrence permet alors de conclure que la restriction de C' au complémentaire de
O!]] 07 est bien nulle.

On a ainsi montré que le défaut d’isomorphie est concentré sur deux sous-schémas fermés disjoins et envoyés
isomorphiquement sur leur image (commune) par (e%9),. Il suffit alors de voir que la fléche :

(eE])U*SpStEJ (Stgj);;A —_— (ng)U*Sp;t;J (Stg‘j);A

est un isomorphisme. Mais puisque egj est projectif et induit un isomorphisme sur la fibre générique, cette fléche est
isomorphe & :
Spstl(StQ):’A — Spgtl(Stg);A

D’oui la conclusion de la proposition dans le cas non respé.
2- Pour le théoréme 3.3.6 : On considére I'ouvert w : W — St/ | complémentaire de O™ [ O™7. On montre
d’abord que wy.w}sp,,ii(sth?)* A est dans Hy((St57),)". Puisque Ho(—) est stable par images directes cohomologiques,

il suffit de montrer que w}sp,,:;(sth7)s A est dans Hy(W,)'. Mais on a vu dans le paragraphe précédent que W était

sty

recouvert par des B[U,U~1]-schémas U ~°r-standards & k — 1-branches de type un k — 1-uplet b inclus dans gg ou gj-.

En utilisant le lemme 3.3.30, on vérifie comme pour le cas non-respé que les hypothéses du théoréme 3.3.6 sont vérifiées

pour le k—1-uplet b et I'objet I} A. En utilisant ’hypothése de récurrence, on déduit alors que I'objet Wy SP4id (stgj);‘]A

est localement pour la topologie de Zariski dans Ha(—)'. On utilise alors le lemme 3.3.33 ci-dessous pour conclure.
Choisissons ensuite un triangle distingué :

(3.22) N —— P (5157)7 A —— wouwysp i (st ) A —— N[+1]

Il suffit de montrer que N est dans Hy((St57),)" (on utilise que Ha(—)" est cosuspendue). Par construction N est &
support dans O° [T O7. Si on appelle o et o’ les inclusions de O7 et O* dans (St%7),, il existe alors des objets N/ et
N; tel que :

N ~ (0").N] @ (0’)«N;

On prouvera que les deux objets (ogz_‘)*Nij et (og;;)*NJ’-' sont dans Ha(—)" (avec 0,4 €t 04 Pinclusion de Oggj ~ Ot et

Oy = 07 dans St,i et St,; respectivement).
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Considérons le triangle distingué :
(€h7)guN —— (egj)g*spst;j (stii)rA —— (egj),,*wg*w;spstgj (stii)rA — (€i7) g N[+1]

obtenu en appliquant le foncteur (e7),, a 3.22. Le troisiéme sommet de ce triangle est un objet de Ha(—)' par le
début de la discussion. Comme e’ est projectif et qu’il induit un isomorphisme sur la fibre générique, le deuxiéme
sommet du triangle est isomorphe & SPst, (5ta);A. C’est donc un objet de Ha(—)". On déduit ainsi que 'objet (eb7)gu N
est dans Ha(—)' puisque cette catégorie est cosuspendue. L'objet (€i7) 4« N est la somme directe :

(€67)04(0")e N} @ (€57)54 (o). N

La stabilité par facteurs directs des catégories Hy(—)' (voir I’énoncé de théoréme 3.3.6) implique alors que chacun des
objets :
04N} = (€37 )5u(0")« N} et 04N} = (€7)54(0?)« NN}

est dans Ha(—)' (avec bien entendu o, 'inclusion de O, dans (Stz),). Enfin, il est facile de voir que I'objet (ogg;)*Nij

de Ha((St,;)o) est isomorphe & 54(0gxN7) avec s : (Sty)y —> (Stag)a la nil-immersion :

O[Ty, ..., T /T . T ——o[Th, ..., Tyl /T{ . T T S T T

d’idéal (T};7). La méme chose s’applique a (0%). Ni. Ceci prouve le cas respé. C.Q.F.D
Le lemme suivant & été utilisé au cours de la preuve du cas respé de la proposition précédente :

LEMME 3.3.33 — Soient T un o-schéma quasi-projectif et (jo : To — T )a un recouvrement fini Zariski de

T. Soit A un objet de Hy(T'). On suppose que pour tous les indices a, l'objet j* A est dans Ha(Ty,)'. Alors Uobjet A est
dans Ha (T)'.

DEMONSTRATION Une facon économique de prouver ce lemme est d’utiliser le version duale du lemme 2.2.13. On note
Jjr 'immersion de 'ouvert NgerT,. La version duale de 2.2.13 concerne les operations jr. et j; au lieu de jry = jp et
§¥ = jt. On déduit ainsi que 'objet A appartient & la sous-catégorie cosuspendue :

< {jr«j;A; I non vide} >* ¢

Le lemme découle alors de 'hypothése 3.3.5 C.Q.F.D

La proposition 3.3.32 permet de mettre en marche la récurrence sur k£ et donc de prouver les théorémes 3.3.4 et
3.3.6. En effet, tout k-uplet a de pged d, peut-étre construit & partir de d,, par application successive du procédé :

z ~ ! (avec i et j bien choisis).

3.3.7 Réduction semi-stable

Dans ce paragraphe on supposera que le schéma de base B est régulier, connexe et de dimension 1. On fixe une
section globale m du faisceau &p. On supposera que le sous-schéma B/(m) est réduit, non vide et de dimension 0. On
notera p 'exposant caractéristique de B/(m) qu’on suppose constant pour simplifier. On commence par préciser ce que
I’on entendra par la réduction semi-stable :

DEFINITION 3.3.34 — 1- Soient f: X —— B un B-schéma et x un point de X/(n). On dit que f (ou X ) est
a w-réduction semi-stable en x (a k-branches de type (ai,...,a;) € (N —{0})*) s’il existe existe un voisinage pour la
topologie Nisnévich * ——= U ——> X de x dans X tels que :

1. U est un schéma régulier,

2. Il existe k + 1 sections globales t1, ... , tx et u de Oy vérifiant :
— u est inversible et m = u.t? ... % = w. [, t%,
- pour tout 1 < i <k, le sous-schéma D; de U défini par Iéquation (t; = 0) est un schéma lisse sur B/(w) et
contient = (en particulier il est non vide),
— la réunion des D; forme un diviseur & croisements normaux dans le schéma U.
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3. Soit mg la borne supérieure dans NU {+oo} de l’ensemble des entiers m pour lesquels il existe un v € Oy avec
vP" = u. Soitly € N la borne supérieure des | tel que p™ o divise tous les a; pouri € {1,...,k} (on conviendra
exceptionnellement que 0 est la borne supérieure de l’ensemble vide). Désignons par O le sous-schéma de U
d’équation t; = --- = tp = 0. Lorsque mo = oo on posera vy = u, sinon on choisit® vg € T (U, Oy) tel que

® = w. Alors pour toutl € {0, ...,lo}, le B/(r)-schéma O[U(l)/pl] est lisse.

On dira que le B-schéma X est a réduction semi-stable (4 moins de k-branches) lorsque en tout point z de X/(w), il
est & réduction semi-stable (a k, branches avec k, < k).

2- On dit que f (ou X ) est globalement a réduction semi-stable en x (a k-branches de type (a1, .. .,a;) € (N—{0})*)
lorsqu’il est possible de choisir U un voisinage Zariski ouvert de . Dans ce cas, il y a k diviseurs de X qui passent
par ©. On définit de méme la notion de B-schéma globalement a réduction semi-stable.

pm
Yo

Exemple 3.3.35 — D’aprés notre définition, un B-schéma X avec X/(m) vide est & w-réduction semi-stable.

Remarque 3.3.36 — La troisiéme condition dans la définition précédente a été imposée dans le but d’avoir la
proposition 3.3.39. Cette condition peut paraitre compliquée, mais devient simple dans beaucoup de situations :

— Lorsque B/(m) est de caractéristique nulle, cette condition est automatique. En effet, mo = oo et Iy = 0. 11 suffit
donc de vérifier que O est lisse. On sait que O est régulier puisque X/(7) est un diviseur & croisements normaux.
Mais sur un corps de caractéristique nulle tout schéma régulier est lisse.

— Supposons que p > 2. Lorsque les a; sont premiers & p ou plus généralement lorsque u admet des racines p™-éme
pour m plus grand que la valuation p-adique des a;, cette condition se réduit & la lissité de O. En effet, dans ce
cason a lg = 0.

— Supposons que p > 2 et que B/(7) est somme de corps parfaits. Cette condition est vérifiée si O est de dimension

0. En effet dans ce cas, tous les O[v(l)/ P l] sont étales sur B/(w).

Remarque 3.3.37 — Notre définition différe de la définition classique. Classiquement un B-schéma X est &
réduction semi-stable si localement pour la topologie étale, X est lisse au dessus d’un B-schéma de la forme :

B[Tl,...,Tk]/(Tl...Tk—W)

Cette définition est suffisante en cohomologie étale pour les besoins de la théorie des cycles évanescents. Elle est
insuffisante dans le contexte motivique ou ’on dispose uniquement de la localité pour la topologie de Nisnévich.

Si X est un B-schéma globalement & réduction semi-stable, le diviseur libre X/(7) est sommes de diviseurs lisses
irréductibles :
[X/(m)] = my1.[Di] + -- - + m.[Dr]

avec m; des entiers strictement positifs. Les m; sont en général différents des a;, étant donné que les a; décrivent une
information locale dépendante d’un point x alors que les m; décrivent une situation globale, mais il est facile de voir
que la suite des a; est toujours contenue dans celle des m;. Les diviseurs D; seront appelés les branches connexes (ou
irréductibles) du S-schéma X et U'entier m; sera appelé la multiplicité de D;. Plus généralement on appellera branche
de X tout diviseur lisse de X contenu dans X /(). Ainsi une branche de X est forcément une réunion disjointe de
branches irréductibles. Nous dirons qu’une branche D de X est de multiplicité constante m si toutes ses branches
irréductibles sont de multiplicité m. Enfin, on dira que la branche D est simple si elle est de multiplicité 1. Notons le
lemme :

LEMME 3.3.38 — Soient f : X ——= B un B-schéma et x un point de X/(w). On suppose que X est ¢ m-
réduction semi-stable de type (a1,-..,ar) au point z. On se donne un point géométrique : T — X au dessus de x.
Lorsque B/(m) est de caractéristique positive, on supposera que p ne divise pas tous les a;. Il existe alors un voisinage

étale de T dans X :
rT—U——X

et un B-morphisme lisse :

U——= B[Ty,... T /(T ... T* — =)
qui envoie T sur le point o = (T4 = --- =T, = 0). De plus si les a; sont premiers entre euz (resp. et si en plus f est
globalement & réduction semi-stable) on peut choisir U un voisinage Nisnévich de x (resp. un voisinage ouwvert de x).

DEMONSTRATION Quitte & remplacer X par un voisinage Nisnévich (ou Zariski lorsque X est globalement & réduction
semi-stable en z) de z on peut supposer qu’il existe k+1 sections globales t1, ... , ty et u de &x vérifiant les hypothéses

4Le choix de o n’est pas important. En effet seul la restriction de vg & O interviendra dans la suite. Cette restriction est indépendante
de ce choix puisque sur O il n’y a pas de racines p-éme de I’unité non triviales (on utilise que O est réduit).
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de la définition 3.3.34. En particulier 7 = u.t{* ...t;*. On note d le plus grand diviseur commun des entiers a;, et on
prend pour U le X-schéma :

U=X[/(¢"—u) —=X

Comme u est inversible et que p ne divise pas d, il s’agit bien d’un morphisme étale (c’est méme un revétement étale).
Remarquons également que lorsque les a; sont premiers entre eux, on a : U = X . Puisque Z est le spectre d’un corps
séparablement clos il existe une factorisation de z ——= X :

T—U——X

Il nous reste & construire un morphisme lisse vers un schéma standard. Pour cela, on choisit un k-uplet d’entiers relatifs

k; tel que :
k

Zkiai =kia1 + -+ kpap =d
i=1
et on considére le B-morphisme :
po: U —>B[T1,.. Tk]

défini au niveaux des algébres par I’association : T; ~» £¥i t;. En remarquant que :

k
A R | (GO

i=1
On voit que pg se factorise d’une maniére unique par :

Po

T

U~ B[Ty,..., Tyl/(T{* ... Tf* — 1) B[T3,..., Ty]

Le fait que p envoie Z sur le point o de coordonnées (0, . ..,0) est évident. Il reste & prouver que p est lisse au voisinage
de z. Le fait que I’équation ¢, .. .t; = 0 définit un diviseur & croisements normaux assure que la suite (¥1.¢y, ..., &% ;)
est une suite réguliére au voisinage de x et donc que p est plat au voisinage de x. D’autre part comme p~!(0) est égal
au sous-schéma t; = ...t = 0. Ce dernier est lisse au voisinage de x par la troisiéme condition de la définition 3.3.34.
Le lemme est prouvé. C.Q.F.D

Voici une réciproque partielle au lemme précédent :

LEMME 3.3.39 — Soient f: X —— B un B-schéma avec X régulier et T un point géométrique de X au dessus
de . On suppose qu’il existe un voisinage étale U de T et un B-morphisme lisse :

U—)B[Tl,Tk]/(TflT:k —7r)

qui envoie T sur le point o = (Ty = --- = T, = 0). On suppose également qu’il existe k diviseurs irréductibles de
X contenus dans X, et passant par x. Le B-schéma X est alors globalement & réduction semi-stable au sens de la
définition 3.3.34.

DEMONSTRATION Quitte & remplacer X par un voisinage ouvert assez petit de £ on peut trouver k sections globales
t1,...,tr de Ox définissant les k diviseurs irréductibles passant par = de I’énoncé. Soit D; le diviseur de X définit par
I'équation ¢; = 0 et D} 'image inverse de D; dans U. Les D; sont distincts et passent par z. Quitte & remplacer U par
un voisinage ouvert de Z on peut supposer que U, est la réunion des D} et que ces derniers sont irréductibles. Il vient
que l'image inverse par :

p: U——=B[Ty,...Ty]/(T{" ... TgF — )

de (T; = 0) est 1'un des Dj. Quitte a réindexer les ¢;, on peut supposer que p~1(T; = 0) = D.. En d’autre termes Tj est
envoyé sur t;'.u; avec u; inversible sur U. Comme p est lisse, les entiers e; sont forcément égaux & 1. En particulier,

on a la relation suivante dans Oy :
m = [[wa)® = (] #)-(IT wi)
i i i

Siu=([;uf)"" on a alors : [[;¢;* = u.w. De plus, quitte & remplacer X par un voisinage Zariski de z on peut
supposer que les D; sont lisses et que leur réunion est un diviseur & croisement normaux étant donné que c’est le cas
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dans U. Ainsi pour prouver la deuxiéme condition de la définition 3.3.34, il suffit de montrer que u € T'(U, O) est en fait
dans I'(X, 0x) (quitte peut-étre a rétrécir X). En effet si on rétrécit X le morphisme 7 —— X devient fidélement
plat. Mais I'image inverse du &x-module (m, []¢;)/(7) est nulle sur U. Ce qui prouve que Ox.[]¢;* C Ox.m.

Enfin, la troisiéme condition de 3.3.34 est stable par morphisme lisse. On se raméne aussitot & la vérifier pour un
schéma standard au point de l'intersection des branches. C’est un cas particulier de la troisiéme situation considérée
dans la remarque 3.3.35. C.Q.F.D

Le lemme 3.3.37 n’est pas trés utile pour ’étude des systémes de spécialisation au dessus des B-schémas w-standards
puisqu’il donne une information locale pour la topologie étale. Heureusement, on dispose d’un résultat légérement plus
faible mais local pour la topologie de Nisnévich. Ce résultat raménera beaucoup de questions sur les B-schémas a
réduction semi-stable & des questions sur les B-schémas standards :

PROPOSITION 3.3.40 — Soit X un B-schéma a réduction semi-stable (resp. globalement a réduction semi-stable)
de type a en un point x. On peut trouver un voisinage Nisnévich (resp. Zariski) W de z[R, R™'] dans X[R, R™] pour
lequel il existe :

— un B-morphisme lisse W — St2 avec b Uuplet obtenu de a en rajoutant Uentier p™,
b

_ -1 m
— un B-morphisme lisse W —— Stf[V’V T avec Stg[v’v e B[V, V ~']-schéma V" .1-standard.
avec m un certain entier plus petit que la valuation p-adique du p.g.c.d des a;.

DEMONSTRATION La premiére propriété de W découle de la seconde. Pour cela, il suffit de remarquer ’existence
d’une B-immersion ouverte :
StB' — -~ StP

avec b le k + 1-uplet obtenu & partir de a en ajoutant la valeur p™ & la k + 1-éme place. Le morphisme étant bien
entendu celui qui envoie T; sur T; pour i € {1,...,k} et Tp41 sur V. On cherchera donc un voisinage W ayant la
seconde propriété.

La question est évidement locale pour la topologie de Nisnévich (resp. Zariski) en z € X. Quitte & remplacer X
par un voisinage Nisnévich (resp. Zariski) de x, on peut supposer qu’il existe k + 1 sections globales 1, ... , t; et u
de Ox vérifiant les conditions de la définition 3.3.34. On garde alors les notations de 3.3.34 et on notera D; la branche
d’équation t; = 0.

Quitte & permuter les indices, on peut supposer que vp(ai) est minimal parmi les vp(a;). On se donne un couple
(m,v) € Nx I'(X,0x) avec m maximal tel que u = vP" et m < v,(a1). Appelons a| Ientier a;/p™. On notera O
Iintersection des D;. On montrera qu’un certain voisinage ouvert de O[R, R~1] dans X[R, R~!] est lisse au dessus d’un
B[V, V~1]-schéma standard de I’énoncé. On notera dans la suite X' = X[R, R~!]. On définit les sections v', ¢, ...t}
de I'(X', Ox') par :

v =v.R% et t) = R 1.4y,

- t, =t; pouri € {2,...,k}.
de telle sorte qu’on a encore la relation m = v'? m.Hle t1* avec v' inversible. Remarquons également que le sous-
schéma D} défini par I’équation t; = 0 est isomorphe & D;[R, R™!] et est en particulier lisse. L’intersection des D} sera
notée O' et est isomorphe & O[R, R™'].

Notons également B’ le B-schéma B[V, V'] muni de la section V=?" 7. On définit un B-morphisme de schémas
f: X' —— B' par l'association V ~ v'. Le morphisme f est plat. En effet, il se factorise de la maniére suivante :

X[, R - xv, v -2 By, v

le morphisme (1) envoie U sur R% et le morphisme (2) envoie V sur U.v. Le morphisme (1) est clairement plat. Il suffit
donc de prouver que (2) est plat. Mais ceci est clair, puisque en composant & gauche par 'automorphisme de X[U, U~!]
qui consiste & envoyer U sur U.v™!, on obtient simplement la projection sur le second facteur de X xp (Gmp).

Considérons d’autre part le B'-schéma V~=P" .7-standard Stf = B'[T},... ,Tk]/(]_[f:1 T — V=P" 7). On définit
le B'-morphisme de 1’énoncé :
g: X' —— Stgl
en envoyant T; sur t;. Il faut montrer que g est lisse au voisinage de O'. Remarquons d’abord que g est plat au

voisinage de O'. 1l suffit donc de prouver que le pull-back de g suivant I’inclusion de Of' C Stgl est lisse. Le pull-back
en question s’identifie simplement 4 :

90: O[R,R™'] —= B/(m)[V,V]
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qui consiste & envoyer V sur R% 0. Ce morphisme étant & son tour plat, on se raméne & prouver que ses fibres sont
lisses. On ne restreint pas la généralité & remplacer B(w) par la cloture algébrique k d’un de ses points. Si s est un point
fermé de Spec(k[V,V~1]) = (Gm); correspondant & une section non nulle s de k, la fibre de go en s est simplement le
k-schéma : , ) ,

(O X)m) WIR, B~/ (R% v — 8) = O[R]/((R.s~/21)% = v™1) = Oy [ /*4]

On utilise le fait que dans k, la section s admet des racines quelconques. La lissité de g au voisinage de O' découlera
donc de la lissité du k-schéma Og[v'/%1]. Ecrivons a} = p'.b avec I = v,(a}) (et b premier & p). Etant donné que
Pextraction d’une racine b-éme d’une section inversible induit une revétement étale de k-schéma, on se raméne 3
montrer que O[v'/ ”l] est k-lisse. Ceci découle immédiatement de la troisiéme condition de la définition 3.3.34 affirmant
que O[v'/?'] est lisse sur B/(r). C.Q.F.D

Notons également la conséquence suivante de la résolution des singularités en caractéristique nulle :

PROPOSITION 3.3.41 — On suppose que B est un schéma d’égal caractéristique nulle. Soit X un B-schéma
quasi-projectif. Il existe un éclatement e : X' — X avec X' un B-schéma semi-stable. De plus, si X, est un
schéma régulier, on peut choisir le centre de l’éclatement dans le sous-schéma X /().

DEMONSTRATION En effet, en égal caractéristique zéro, la troisiéme condition de la définition 3.3.34 découle auto-
matiquement des deux premiéres. Pour les deux premiéres, il suffit d’appliquer la deuxiéme partie de 2.1.166 avec le
diviseur X/(7). C.Q.F.D

Remarque 3.3.42 — En caractéristique positive, méme en admettant la résolution des singularités, la conclusion
de la proposition 3.3.40 est fausse déja pour les B-schémas finis. Le probléme vient de la troisiéme condition de la
définition 3.3.34.

Pour des résultats & "coefficients rationnels" le résultat suivant did & De Jong remplace efficacement la proposition
3.3.40:

PROPOSITION 3.3.43 — Supposons pour simplifier que B/() est le spectre d’un corps. Soit X un B-schéma
quasi-projectif. Il existe un carré commutatif :

x'—2s=x

B'——B

de schémas, vérifiant les propriétés suivantes :
— e est une altération,
— B' est un schéma normal, quasi-fini et plat sur B. De plus, ’immersion B/(mw) C B se factorise par B',
— X' est un B'-schéma a réduction semi-stable de type (1,...,1) en tout ses points (relativement & n’importe quel
choiz d’uniformisante ' de B').

3.3.8 Application aux systémes de spécialisation sur une base de dimension 1

On suppose donné un systéme de spécialisation sp de H; vers Hy au dessus de :

avec B un schéma régulier de dimension 1. On fixe 7 € T'(€'p) une section globale tel que :
— B/(r) est non vide, régulier et de dimension 0,
— 7 est inversible sur 7 et nul sur o.

En particulier, on dispose d’une factorisation :

o > B/(r)
Y
B

Le but de cette sous-section est d’étendre les théorémes 3.3.10, 3.3.4 et 3.3.6 aux B-schémas semi-stables généraux
voire & tous les B-schémas sous certaines hypothéses. Nous utiliserons le lemme trivial suivant :
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LEMME 3.3.44 — SoitH: Sch/S ——= SR un 2-foncteur homotopique stable. Soit X un S-schéma et A € H(X).
Notons p la projection de X x Gm sur X. Le foncteur p* est conservatif.

DEMONSTRATION En effet si s: X ——= X x Gm est la section unité on a s*p* = id. C.Q.F.D
On a la généralisation suivante des théorémes 3.3.10 et 3.3.25 :

THEOREME 3.3.45 — Soient f: X ——= B un B-schéma a w-réduction semi-stable et D une branche de X, de
multiplicité m. Appelons D° louvert de D complémentaire de la réunion des traces des autres branches de X. On note
u Vinclusion de D dans X, et v Pinclusion de D° dans D. On suppose également 'une des deuz conditions suivantes
satisfaites :

— Toute branche irréductible rencontrant D est de multiplicité m,
— H est Q-linéaire et séparé.

Alors le 2-morphisme d’adjonction 1 —— v, v*

évalué en u*sps fy :

[U*Spffn*] —_— U*U*[U*Spff;]

est un 2-isomorphisme.

DEMONSTRATION Montrons d’abord qu’il suffit de montrer le théoréme pour f' : X' = X x Gm — B et la branche
D' = D x Gm. Notons p la projection de Y X Gm sur Y pour un schéma Y quelconque. On a un carré commutatif de
2-morphismes :

p*lu*spsf] —— prvav*[usps o]

l l

[uspy f, "] —— viv™* [u"spy f17]

Les fléches verticaux sont des isomorphismes puisque p est lisse. Ainsi, si le 2-morphisme horizontal inférieur est un
isomorphisme, il en est de méme du 2-morphisme horizontal supérieur. On pourra alors conclure & ’aide du lemme
3.3.43.

Ceci dit, par la proposition 3.3.39 on sait qu’au voisinage de tout point de D', le B-schéma X' est lisse au dessus
d’un B-schéma standard. Lorsque H est (-linéaire et séparé, ceci permet de conclure par le théoréme 3.3.25.

Supposons que toutes les branches irréductibles qui rencontrent D sont de multiplicité m. Quitte & remplacer X
par un voisinage de D, on peut supposer que X est semi-stable de type m,, en tout ses point (k pouvant varier d’un
point & I’autre). On sait par la proposition 3.3.39 que X' est localement lisse au dessus d’'un B’ = B[V, V ~!]-schéma
V—P" r-standard StﬂB;. On déduit alors le résultat en appliquant le théoréme 3.3.10 & Sp|p- C.Q.F.D

On généralise de la méme maniére le théoréme 3.3.4 :

THEOREME 3.3.46 — Soit SP —— sp’ un morphisme de systémes de spécialisations au dessus de B. Soient A

un objet de H(n) et N € NU{+o00}. On suppose pour tout entiers naturels n et m inférieurs & N avec m une puissance
de p, les morphismes :

Sy, (bn)y A ——sp;,, (bn); A et Spym (bp')n A ——spym (b)) A

sont des isomorphismes.

Soit f: X —— B un B-schéma semi-stable tel que localement pour la topologie de Nisnévich toute branche lisse
de X est de multiplicité inférieure & N. Alors le morphisme : spyfypA —— sp}f,}k A est aussi un isomorphisme.
DEMONSTRATION On se raméne immédiatement & démontrer le théoréme pour le schéma X’ = X[R, R~!]. Par la

proposition 3.3.39, ce schéma est localement lisse au dessus de B-schémas m-standard de type b avec b; < N. On
conclut & l'aide de 3.3.4. C.Q.F.D

En égale caractéristique nulle, on déduit le résultat suivant :

THEOREME 3.3.47 — On suppose que B est d’égal caractéristique nulle et que n est un ouvert de B. On suppose
donnée une classe Ay C Ob(H1(n)) quasi-stable par twist de Tate. Soit SP ——sp’ un morphisme de systéme de
spécialisations au dessus de B. On suppose que pour tout A € Ay et n € N, les morphismes :

spy,, (bn) 5 A —spj, (bn)5 A et SPy;. (bp)nA —— spi; (b)) A
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sont des isomorphismes. Alors pour tout B-schéma quasi-projectif f : X —— B, et tout M € Hit’A1 (Xy) le mor-
phisme :
spy (M) ——sp}(M)

est un isomorphisme.

DEMONSTRATION 1l suffit bien stir de traiter le cas ot M est dans un systéme de générateurs de la sous-catégorie
triangulée stable par facteurs directes Hf*, (X;,). Cette catégorie est engendrée par les objets de la forme g,. A x;(n)
avec :

- ¢g: X'—— X un morphisme projectif,

— X' un B-schéma régulier & réduction semi-stable,

— A € A et n un entier naturel.
Ceci découle en effet de la proposition 2.2.27. Pour s’en convaincre, on peut poser H : Sch/B —— ¥} le 2-foncteur qui
4 X/B associe H(X) = H;(X,). On vérifie, en utilisant le fait que j est une immersion ouverte que HY, (X) = Hf', (X))
pour tout B-schéma X . Il suffit alors d’appliquer la proposition 2.2.27 & X muni du sous-schéma T' = X /() et d’utiliser
le fait qu’en caractéristique nulle la troisiéme condition de la définition 3.3.34 est vide.

Ceci dit, il est alors facile de prouver le théoréme. On fixe un des générateurs g,. Ax; (n). On a un carré commutatif :

SpygnsAxr(n) ——spgnAx:(n)

| |

go'*spfogAX’ (n) —_— ga’*sp‘lfogAX' (n)

Les fleches verticales sont des isomorphismes car g est projectif. On voit donc qu’il suffit de prouver que la fléche :
SPfogAxr(n) — P, Ax/(n) est un isomorphisme. Ceci découle du théoréme 3.3.45. C.Q.F.D

Lorsque B n’est pas de caractéristique zéro, la preuve du théoréme précédent ne s’adapte pas méme en supposant
la résolution des singularités. Le probléme vient des branches ayant des multiplicités divisibles par p. Ceci suggére une
version & coefficients rationnels du théoréme précédent. En effet on a :

THEOREME 3.3.48 — On suppose que 1 est un ouvert de B et que Hy est Q-linéaire et séparé. On suppose
donnée une classe Ay C Ob(H1(n)) quasi-stable par twist de Tate. Soit SPp ——sp’ un morphisme de systéme de
spécialisations au dessus de B. On suppose que pour tout A € Ay et tout B-schéma B' fini plat et régulier, le
morphisme :

spp/(AB;) — sp/ (AB;)

est un isomorphisme. Alors pour tout B-schéma quasi-projectif f : X —— B, et tout M € HfA1 (Xy) le morphisme :
sps(M) —— sp} (M)

est un isomorphisme.

DEMONSTRATION La sous-catégorie triangulée stable par facteurs directes H{ (X)) est engendrée par les objets de la
forme gn.Ax; (n) avec :

— g: X'—— X un morphisme projectif,

— X' un B’'-schéma régulier & réduction semi-stable de type (1,...,1) avec B'/B fini, normal et plat.

— A € A et n un entier naturel.
Pour s’en convaincre, on peut utiliser la méme astuce que dans la preuve de 3.3.46, consistant & introduire le 2-foncteur
H défini sur les B-schémas par H(X) = H;(X,). Il suffit ensuite de modifier légérement la preuve du cas respé de
la proposition 2.2.27. La modification consiste essentiellement & prendre e : ¥ — X avec en plus X & réduction
semi-stable de type (1,...,1) au dessus d’un B-schéma B’ fini, normal et plat. Ceci étant possible par le théoréme de
De Jong. Pour le reste de la démonstration, on raisonne exactement comme pour le théoréme 3.3.46. C.Q.F.D

On a également des généralisations du théoréme 3.3.6. On suppose donnée pour tout o-schéma 7" une sous-catégorie
Ha(T')' C Ho(T') vérifiant ’hypothése 3.3.5 et stable par facteurs directs. On a :

THEOREME 3.3.49 — Soit sp une structure de spécialisation au dessus de B de Hy vers ha. Soit A un objet de
Hi(n) et N € NU {+o0o}. On suppose que les objets sp, (bn)yA et spym (b))} A sont dans Ha(—)" pour tout entiers
naturels n et m plus petits que N avec m une puissance de p.
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Soit f : X ——= B wun B-schéma globalement & m-réduction semi-stable tel que localement pour la topologie
Nisnévich la multiplicité de chaque branche lisse de X est plus petite que N. Alors l'objet sp;fy A est dans H2(X,)'.

DEMONSTRATION Notons X" = X xp PL. Le schéma schéma X" peut-étre recouvert par des X’ = X xpg Gmp.
On sait que X est globalement & réduction semi-stable. La proposition 3.3.39 nous dit alors que le B-schéma X' est
localement pour la topologie de Zariski lisse au dessus d’un schéma standard de type b avec b; < N. Mais la propriété
d’appartenir & Ha(—)" est locale pour la topologie de Zariski (voir le lemme 3.3.33). On déduit que la conclusion du
théoréme est vraie pour le B-schéma X".

1l s’agit donc de passer de X" & X. Notons p : X" ——= X la projection sur le premier facteur. On sait que
'objet sp,,(f o p);A est dans Ha(—)'. Par la stabilité de Ha(—)" par image directe cohomologique, on déduit que
'objet pruspsop,(f o p);A est dans Ha(—)'. Comme p est projectif, on déduit la chaine d’isomorphismes :

PoxSPop(f 0 P)pA = Sppnepy fr A = spy fr A®spyfrA(=1)[-2]

On conclut en invoquant la stabilité de Hy(—)' par passage aux facteurs directs. C.Q.F.D
On notera deux corollaires en égale caractéristique nulle :

COROLLAIRE 3.3.50 — On suppose que B est d’égale caractéristique nulle et que n est un ouvert de B. En plus de

Uhypothése 3.3.5 et la stabilité par facteurs directs, on supposera que les ha(—)' sont des sous-catégories triangulées.

Soit A1 C Hi(n) une classe quasi-pure. On suppose finalement que les objets sp; (bn); A et spy (bk);A sont dans

Ha(—)" pour tout A € Ay et n € N. Alors pour tout B-schémas quasi-projectif f : X — B et tout objet M de
6, (Xy), Uobjet spy(M) est dans Ha(X,)'.

DEMONSTRATION Etant donné que Hy(X,) est une sous-catégorie triangulée stable par facteurs directs, il suffira de
vérifier I’assertion pour M variant dans un systéme de générateur de la sous-catégorie triangulée stable par facteurs
directes H{*y (X;). On peut donc supposer M de la forme g,. Ax; (n) avec :

— g: X'—— X un morphisme projectif,
— X' un B-schéma régulier globalement 3 réduction semi-stable®,
— A € A et n un entier naturel.

Comme g est projectif, on dispose d’un isomorphisme :

SPrgnsAx; (1) ~ gouSPsog (f © 9)7A(n)

La stabilité des Hz(—)' par images directes cohomologiques et twist de Tate, nous raméne & montrer que sp,,¢(go f);A
est dans Ha(X)'. Ceci découle du théoréme 3.3.48 et du fait que X' est & réduction semi-stable. C.Q.F.D

Pour le second corollaire, on utilisera plutot la variante duale de 3.3.48. Ainsi, on supposera donné pour tout
o-schéma, quasi-projectif T' une sous-catégorie Ho(T')"” C Ho(T') vérifiant 'hypothése 3.3.7. On a :

COROLLAIRE 3.3.51 — Soit sp un systéme de spécialisation au dessus de B de Hy vers Hy et 4 un ensemble
d’objets Hi(n). On suppose les conditions suivantes satisfaites :
— B est d’égal caractéristique nulle et n est un ouvert de B,
— Le 2-foncteur Hy admet des petites sommes et en plus de l'hypothése 3.3.7, les sous-catégories Ha(—)" sont
stables par petites sommes et par passage auz facteurs directes,
— Le 2-foncteur Hy et ’ensemble 4 vérifient Uhypothése 2.2.58. De plus, les foncteur sp, commutent aux petites
sommes,
— L’ensemble 4, est faiblement Pt-pure au sens de la définition 2.2.67.
Supposons que les objets spy, (bn);A et SPs1 (b}b)j;A sont dans Ha(=)" pour tout entiers naturels n. Alors pour tout

B-schéma quasi-projectif f : X — B le foncteur sp; envoie la sous-catégorie P(H1)-o(X;) dans Ha(X,)".
DEMONSTRATION La sous-catégorie Hy (X, )" étant suspendue et stable par petite sommes il suffira de prouver le
corollaire pour un ensemble de générateurs de la sous-catégorie suspendue avec petites sommes P(H;),,(X,). Par la
proposition 2.2.69, un tel ensemble est donné par les objets de la forme gpg}, f} A(n)[n] avec :

- g: X' —— X un morphisme projectif avec X' un B-schéma globalement & réduction semi-stable,
- Aebetnel.

5En effet 1a résolution des singularités utilisée dans la preuve de 2.2.27, fournit des B-schémas globalement & réduction semi-stable.
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Comme g est projectif, on a un isomorphisme :

P g gy [y AM)[1] = go1sp o, (f © 9);,A(n)[n]

La stabilité des Ha(—)" par les opérations images directes & supports compacts, nous raméne & prouver que sp ., (f o
g)!nA est dans Ho(X])". Ceci découle du fait que X' est globalement & réduction semi-stable et la version duale de
3.3.48. Le corollaire est prouvé. C.Q.F.D

Remarque 3.3.52 — Le résultat précédent est particuliérement intéressant lorsque les catégories Ha(—)" sont les
catégories d’objets Pt-positifs P(Hz),,(—) de la t-structure perverse engendrée par un ensemble %,. Le corollaire 3.3.50
fournit alors un critére simple de P#-positivité des foncteur sp -

3.4 La structure de spécialisation T

Soit S un schéma de base. On se donne un dérivateur algébrique homotopique et stable :
H: DiaSch/S —— 3R

On notera H le 2-foncteur homotopique stable donné par H(X) = H(X, e) pour tout S-schémas quasi-projectif X.

Dans cette section, on va construire une structure de spécialisation Y de base Ay sur H. Cette structure de
spécialisation constitue une premiére approximation de la théorie des cycles évanescents. Elle présente méme quelques
avantages sur cette derniére du moins lorsqu’on travaille avec des coefficients rationnels (et si le schéma de base S est
un corps).

3.4.1 Le schéma cosimplicial (&7, A)

La structure de spécialisation Y s’obtient & partir de la structure de spécialisation canonique x par application de
la construction 3.2.2 & un certain diagramme de Gm-schémas bien choisi. Ce paragraphe est consacré & ’introduction
dudit diagramme.

Rappelons que A désigne la catégorie des ordinaux finis. Les objets de A sont les catégories directes :

n={0—-1---->n}

Les morphismes de A sont les foncteurs. Si C est un catégorie, on note A°PC la catégorie des foncteurs covariants :
AP —— (C . Les objets de A°PC sont appelés les objets simpliciaux de C. De méme, on note AC la catégorie des
foncteurs covariants : A — C . Les objets de AC sont appelés les objets cosimpliciaux de C. Ainsi, un schéma
cosimplicial est un diagramme de schémas dont la catégorie d’indices est A.
La catégorie A admet une présentation explicite en termes de générateurs et relations. En effet, elle est engendrée
par deux types de fléches d’ et s7 :
— Pour 0 <4 < n+1, le foncteur d* : n — n + 1 est caractérisé par la propriété d’étre injectif sur les objets et
d’éviter I'objet ¢ de n + 1.
— Pour 0 < j <n —1, le foncteur s/ : n — n — 1 est caractérisé par la propriété d’étre surjectif sur les objets et
de confondre les objets j et j + 1 de n.
Ainsi, un objet simplicial ou cosimplicial est déterminé par I’action des d’ et s/. La construction suivante est bien
connue :

LEMME 3.4.1 — A- Soit C une catégorie admettant des produits directes finis. Supposons donné un diagramme
dans C :
(3.23) \%
lg
!
U——B

Il existe un objet cosimplicial UxgV : A —(C défini par :
1. Pourn €N, ona:UxgV(n)=Ux B x---x BxV (le nombre de facteurs B étant n),

2. Fizons un entier n € N. Soient X un objet de C, u € hom¢(X,U), v € hom¢ (X, V) et by,...,b, € home(X, B)
des X -points 4 valeurs dans U, V et B respectivement. L’action des d* et s? sur les foncteurs de points est
donnée par les formules suivantes :
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(a) d°:nv+— n+1 agit par : d°(u,b1,...,bn,v) = (u, f(u),b1,...,bn,v),
(b) d':n+— n+1 agit par : d*(u,by,...,bn,v) = (U b1,...,bisbiy ... by, v) pour 1 <i < n,
(c) d"*' :nv+— n+1 agit par : d" 1 (u, by, ..., by, v) = (u,,b1, ..., bn, g(v),v),

(d) s :n+— n—1 agit par : 87 (u,by,-..,bn,v) :(u7b17...,b]’/_’:,...,bn7v) pour0<j<m-—1.

De plus, cette construction s’étend en un foncteur : JC — AC de la catégorie des diagrammes de type 3.23 dans
C dans celle est objets cosimpliciauz de C.

B- Gardons les notations ci-dessus. Supposons en plus que la fleche f est inversible. Le morphisme d’objets cosim-
pliciauz pro : UxgV —=V est une équivalence d’homotopie (cosimpliciale).

DEMONSTRATION La vérification du fait que les formules du A définissent bien un objet cosimplicial dans C est
classique. Le lecteur pourra consulter [BK72]. On démontre uniquement la partie B. L’inverse & homotopie prés de

pro: UxgV ——V est donné par un morphisme s: V ——= Ux gV défini au niveau de n par :

s(v) = (f'g(),9(v),...,9(v),v)

Pour tout X-point v de V. Il est en effet clair que pry o s est 'identité. Montrer que s o pro est cohomotope a 'identité
de UxgV. En termes explicites, il s’agit de définir pour toute fléche / : n — 1 un morphisme :

hy: UxgV(n) —=UxgV(n)
tels que :

— ho =sopra(n) et by = idU;BV(E) (ott 'on a noté 0 et 1 pour désigner les applications constantes vers 1 de
valeurs respectivement 0 et 1).

. l .. .
— Pour toute suite : m — n — 1, le carré suivant est commutatif :

UkpV(m) — U 5V (m)
UspV(n) —> UV (n)

On définit notre homotopie sur les X-points par :
— Pour application constante 0 : n — 1, on prendra hg : (u, b1, ..., bp,v) (f~tg(v),g(v),...,9(v),v).
l t

— Pour 1 < i < n, notons I; : n — 1 Papplication croissante tel que [;(i — 1) = 0 et [;(¢) = 1. On prendra
hl,- : (u,bl, . ,bn,’l)) — (fil(bi),b,', .. .,bi,bi+1, Ce ,bn,’l)),
— Pour Papplication constante 1 : n+—— 1, on prendra hy : (u, by, ..., bn,v) — (u,by,...,bn,0),
Il est facile de vérifier que ces données définissent bien une cohomotopie entre s o pra et idy 5 v - C.Q.F.D
Remarque 3.4.2 — Comme pour le produit fibré habituel, on dispose de deux projections dans AC :

UkgV >y

pri l

U

avec bien entendu, les objets U et V' considérés comme des objets cosimpliciaux constants. Par contre, le carré :

UkgV 22>y

U B

n’est pas commutatif en général.

Remarque 3.4.3 — L’objet cosimplicial U x gV peut-étre considéré comme le bon modeéle du point de vue homo-
topique de l'espace des lacets de B ayant la premiére extrémité dans U et la deuxiéme dans V.
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DEFINITION 3.4.4 — On définit le S-schéma cosimplicial s, en appliquant le lemme 3.4.1 au diagramme de
S-schémas suivant :

S
ll
Gms i> Gms
Ainsi on a : Z5(n) = (GmsXgmsS)(m) = (Gm) 3.

Le S-schéma, cosimplicial &5 sera des fois considéré comme un diagramme de S-schémas indicé par A. Il sera alors
noté (s, A). La seconde partie du lemme 3.4.1, nous dit que :

COROLLAIRE 3.4.5 — Le morphisme d’objets cosimpliciauz :
pra: s = GmgXgmsS — S
est une équivalence d’homotopie cosimpliciale.

Le corollaire 3.4.5 dit que du point de vue homotopique, ’espace cosimplicial (4, A) est contractile. Cet espace ne
devient intéressant que lorsque que ’on considére la projection sur le premier facteur :

DEFINITION 3.4.6 — La projection sur le premier facteur pri : GmsXgmgS — Gmg induit un morphisme
de diagrammes de S-schémas :
0: (s, A) — (Gmg, A)

Le 1-morphisme 0 sera appelé la classe fondamentale motivique.

Remarque 3.4.7 — Pour un topologue, ’espace cosimplicial Gm g Xgm ¢S est un modéle pour ’espace des "chemins"
sur Gm g dont la premiére extrémité est libre et la seconde égale a la section unité. Ceci donne une explication informelle
du fait que @75 est cosimplicialement contractile. De plus, la classe fondamentale 8 joue le role du morphisme "évaluation
de la premiére extrémité d’un chemin". Ceci fait de @75 une sorte de revétement universel de Gm.

Cette interprétation, qui nous a été expliquée par Markus Spitzweck, est venue aprés notre construction des
foncteurs cycles proches qui & la base était inspirée par des travaux de Rapoport-Zink. Son intérét, est de donner une
justification topologique & notre définition des foncteurs Y.

3.4.2 Définition de T. Normalisation

Rappelons qu’on s’est donné un dérivateur algébrique homotopique et stable H : DiaSch/S ——= 39 . Cette

donnée sera utilisée dans cette section et la suivante pour construire des systémes de spécialisation dans le 2-foncteur
homotopique stable H(—) = H(—, e). Ces systémes de spécialisation seront définis au dessus de la base (AL, 7,4) :

(3.24) Gmg ——> A}?— S
\S/

Ceci ne constitue pas une vraie restriction, puisque chaque fois qu’on se donne un S-schéma, quasi-projectif 7' muni
d’une section © € I'(T, &), on en déduira des systémes de spécialisation au dessus de T par restriction suivant le

morphisme T'—— A% qui envoie I'indéterminée sur 7. Ainsi, nos systémes de spécialisation se définissent au dessus

des bases trés générales. Ceci dit, la plupart des résultats importants seront prouvés sous I’hypothése que S est le
spectre d’un corps de caractéristique nulle. Dans la suite, il nous arrivera d’adopter les notations suivantes :

B = Aj, 7 = Gms, o =1i(S) et n—lsp<‘_o
Ceci aura 'avantage d’alléger les notations et de faciliter la traduction des résultats établis dans les sections précédentes.

Notre point de départ, sera le systéme de spécialisation canonique y dans H :
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DEFINITION 3.4.8 — Avec les notations de la définition 8.2.2, on appellera Y le systéme de spécialisation /s ex
ot s est vu comme un diagramme de Gmg-schémas via la classe fondamentale (0,pa) : (s, A) —— (Gmg,e) .
Les foncteurs Yy seront appelés les foncteurs cycles proches unipotents.

Rappelons que pour un B-schéma f: X —— AL , on a noté 6 le pull-back de 6 suivant f,. Ainsi on a :

Ty = Pa)#X(spa)(07)«(Of,pa)"

Remarquons que #s(e) = Gmg et que 6(e) est 'identité. Par la définition 3.2.12, le foncteur 0 : e —— A induit

un morphisme de systémes de spécialisation X —— Y . Rappelons qu’au niveau de f, ce morphisme est donné par
la composée :

Xf —=x;0"(0f,pa)" ——= x70"(05)«(05,pa)" ——=0"X(s,pa) (01)x(0f,PA)" —— (PA)#X(f.0a)(05)=(0f,PA)"

Pour n € N, on notera e, : A}g — A}g le morphisme élévation & la puissance n-éme. Remarquons que e,, est

isomorphe au B-schéma b, : B, —— B (voir la définition 3.3.2). Le résultat suivant est a la base de toutes les
propriétés spéciales aux systémes de spécialisation T et ¥ (voir la section suivante).

PROPOSITION 3.4.9 — 1- Avec les notations du diagramme (3.24), la composée des 2-morphismes suivants :

1 ——i*p* —— . j*p* —— Xiaq"* Yiaq*

est un 2-isomorphisme.
2- Supposons que le 2-foncteur H est Q-linéaire et séparé. Pour tout n € N* | la composée des 2-morphismes

suivants :

1 ——i*(en)*p* ——i*juj*(en)*p* —— Xe. (en);q* — 7, (en);q*

est un 2-isomorphisme.

Pour prouver cette proposition, on aura besoin de quelques préliminaires. Soit (7,pz) : (#,Z) —— (Gmg,e)
un morphisme de diagrammes de S-schémas quasi-projectifs. On suppose donné un objet o € Z tel que w(o) :
F(0) — Gmg est un isomorphisme. Ceci permet de définir un morphisme : X —— % e x de systémes de spé-
cialisation. On définit d’autre part une transformation naturelle ¢« —— Xid par la composée :

G — DxJx Palind™ Ju — i*js = Xid
Considérons le diagramme suivant :
i*pt —— 1. J p* Xidq® <—— 0" X(id,pz) (M)+ (7,01)*¢* —— (P1)# X(id,pz) (7))« (7, P1)*¢*
1 T

* *

1 4xq 0*(q,idz)«(m)« (7, p1)*q* —— (p1)#(q,1dz)« (7)«(T, p1)*q

0*(qgom)«(qom)*(pr)* —— (pr)#(qom)«(gom)*(p1)*

0*(pz)* (pz)#(P1)*

Ce diagramme est commutatif. En effet, tous ses sous-diagrammes, a part (1), sont trivialement commutatifs. La
commutation du sous diagramme (1) est laissée en exercice. On a ainsi le lemme suivant :

LEMME 3.4.10 — Pour que la composée :

1——i"p" ——i"jj*p" Xidq* (F e x)iaq*

soit un 2-isomorphisme, il suffit que les conditions suivantes soient satisfaites :
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1. Le 2-morphisme de counité : (pr)x(pz)* —1 est inversible,

*

2. Le 2-morphisme d’unité : (pz)* —— (gom)«(gom)*(pz)* devient un isomorphisme aprés application de (pz)4,

3. Pour tout a € Ob(Z), le morphisme w(a) : F(a) — Gmgs est isomorphe au pull-back d’un S-schéma via la
projection q: Gmg ——= 9 .
DEMONSTRATION En utilisant le diagramme commutatif ci-dessus, on se raméne & montrer que le composée :

*

1~ 0*(pr)* —— (pr)#(p2)* — (pr)#(qm)«(qm)*(p2)* = (1) #(q,idz)« (7, p1)*¢* — (PT)#X (id,pr) (T, PT)"q

est inversible. 11 suffit donc de prouver que les trois fléches suivantes sont inversibles :

1. Le 2-morphisme 1~ o*(pz)* —— (pz)x(p1)*,
2. Le 2-morphisme (pz)#(pz)* —— (p1)#(q7)«(qm)* (p1)* ,

3. Le 2-morphisme (g, idz)«(7)«(m, pz)*q* — X(id,pz) (M)« (7, p1)*¢* .

On prouvera que ces 2-morphismes sont inversibles en utilisant les conditions de ’énoncé. Il est clair que la condition

2 est simplement une reformulation du fait que le second 2-morphisme ci-dessus est inversible. Pour le premier 2-

*

morphisme, il suffira de remarquer que la composée 1 ~ o*(pz)* —— (pz)#(pz)* est une section du morphisme de

counité (pr)x(pz)* — 1. Pour terminer, il reste & prouver que :

*

a*(q,idz)« (7). (7, p1)*¢* — @* X(id,p) (7)« (T, P1)*q

est inversible pour tout a € Ob(Z). On se raméne immédiatement & montrer que les 2-morphismes :

* %

g.7(a)«m(a)* ¢ — Xiam(a)«7(a)*q

sont inversibles. On sait qu’il existe un carré cartésien :

!

F(a) =Y,
W(a)l lfa
Gmg 7 S

En appliquant le théoréme de changement de base par un morphisme lisse, on se raméne immédiatement & montrer
que le 2-morphisme :

@xq" fax fq — Xiaq" fax [3

est inversible. Ceci découle donc de l'inversibilité de :
4+q" — Xiaq"

Pour démontrer cela, le plus simple est de considérer le morphismes de 2-triangles distingués :

Paind'p* —— pup* Pednf*P* —— puii'p*[+1]

L] | |-

p*i*i!p* > Dulnd*P* —— Puini i j p* —>p*i*i!p* [+1]

avec p la projection de la droite affine (voir le diagramme (3.24)) Ceci nous raméne 4 montrer que p,p* —— p.i.i*p* ~ 1

est inversible. Il suffit alors de remarquer que ce 2-morphisme est une rétraction au 2-morphisme d’unité 1 —— p,p*
qui est inversible par ’axiome d’homotopie. C.Q.F.D

Le lemme ci-dessous et plus précisément son corollaire, jouera un roéle clef dans la preuve de la proposition 3.4.9 :

LEMME 3.4.11 — On suppose donné deuxr morphismes de S-schémas cosimpliciauz :

fO:fl: 9 - F
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On notera (77 ,pa) et (7%,pa) les projections respectives de (F,A) et (4, A) sur (S,e). On suppose que fo est
cosimplicialement cohomotope a f1. Alors pour tout objet A de H(S, A) les deux fleches :

~

(77)u(n7)* A —— (17 ) fou f5 (7 )* A — (n¥).(r¥)* A

(1) (@) A ——= (07 ) frufr (w7 ) A —— (7). (x¥)* A
sont simplicialement homotopes au sens de la définition 2.1.56 dans H(S, A).

DEMONSTRATION Notons ¢ : A/1 —— A la projection canonique et s; : A —> A/1 les sections habituelles.
Dire que fi et fa sont cosimplicialement cohomotopes, équivaut & dire qu’il existe un morphisme de diagrammes de

S-schémas :
(h,ida1) : (4 0q,A/1) —= (F 0q,A/1)

qui se restreint & f; suivant s;.
Notons 7'Z et 7 les projections de .Z o q et & o q sur (S, A/1). On en déduit un 2-morphisme :
¢* (@7 ) (@) A —— (@a'7 ) (' 7)* " A —— (a7 )huh* (77 ) q* A — (1'7) . (7"¥)*q* A <=— ¢* (n¥ ) (a7 ) * A
Par adjonction, ce 2-morphisme fournit une fléche :
444" (77) o (77)* A —— (77).(x? )" A

On vérifie aisément que cette fleche fournit bien une homotopie au sens de 2.1.56 entre les deux fléches de 1’énoncé.
C.Q.F.D

COROLLAIRE 3.4.12 — Soit f : 4 — & un morphisme de S-schémas cosimpliciauz. On notera (77 ,pa) et
(7% ,pa) les projections respectives de (F,A) et (4,A) sur (S,e). Supposons que f est une équivalence d’homotopie
cosimpliciale. Alors la composée :

(77 )u (@) —— (@7 )u fuf* (@7 )" — (7% (n¥)*

est un 2-isomorphisme aprés application de (pa)4.

DEMONSTRATION Soit g : % ——= ¢ un inverse 3 homotopie prés de f. La composée :

(77 (77 ) —— (@7 )u fuf* (77 ) —— (@9)x (77 ) —— (19)1919" (77 )s — (77 ) (7 7).

est clairement égale & :
(77 ) (w7 ) —— (77 )+ (f 0 9)u(f 0 9)*(x7)x

Mais (f o g) est cohomotope & l'identité de %. Il vient par le lemme 3.4.11 et la proposition 2.1.57 que la composée :

(pa)# (%) (17)s — (pa) (7)o (17)s — (pa) (77 )u(77)s

vaut l'identité. Pour prouver que l’autre composée, & savoir :

(pa)# (1) (19) — Pa) (17 ) (17 )s — (pa) (1) (77)

*
vaut 'identité, il suffit d’inverser les roles de f et g dans le raisonnement précédent. C.Q.F.D

On est en mesure de prouver la proposition 3.4.9 :

DEMONSTRATION Rappelons que Y., = (pa)#Xen (fen )« (0e.,.,pa)*. Le foncteur xe, : H(Gmgs) —— H(S) est égal &
Xid : H(Gmg) ——= H(S) . Notons &, le Gm g-schéma simplicial obtenu par pull-back de & suivant e,,. Il vient que

Y., = (4, ® X)ia- De plus, le morphisme Xe, — Y., s’identifie au morphisme Xid —— (&, ® x);q induit par
l’objet 0. En appliquant le lemme 3.4.10 & % = 4,, on voit que pour prouver la proposition 3.4.9, il suffit de vérifier
les points :

*

1. Le 2-morphisme de counité : (pa)#(Ppa)* ——1 est inversible,
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2. Le 2-morphisme d’unité : (pa)* —— (go8e,)x(q080.,)*(pa)* devient un isomorphisme aprés application de
(Pa)#;

3. Pour tout r € N, le morphisme 6, (r) : @, (r) — Gmg est isomorphe au pull-back d’un S-schéma via la
projection ¢ : Gmg —— § .

La premiére condition découle de la proposition 2.1.41 et du fait que A admet un objet final. La troisiéme condition
est également vérifiée puisque @7, (r) = Gm5t! et ., (r) est simplement la projection sur le premier facteur. Il reste a
vérifier la seconde condition.

Supposons d’abord que n = 1. Le morphisme d’unité 1 ——= (go8).(go8)* coincide avec celui du corollaire
3.4.12 appliqué au morphisme de S-schémas cosimpliciaux :

(qc’a): ('QZ,A)—>(S7A)

Ce morphisme est une équivalence d’homotopie cosimpliciale par le corollaire 3.4.12. Il vient que: 1 —— (g0 8).(g o 0)*
devient un 2-isomorphisme aprés application de (pa)x. La premiére partie de la proposition 3.4.9 est ainsi prouvée.

Dans la suite, on supposera que n est un entier non nul et que H est Q-linéaire et séparé. Remarquons d’abord que
le schéma, cosimplicial 2, s’obtient via le lemme 3.4.1 appliqué au diagramme :

(en)n 1

Gms Gmg S

On dispose donc d’un morphisme de S-schémas cosimpliciaux r,, : &, — o/ déduit du diagramme commutatif :

(en)n

Gmg
(en)nl H
Gmg == Gmg ~—— S
Remarquons au passage que rp(m) : Gm3 ™ —— Gm% ™! est donné par : (2o, ...,2Zm) ~ (£§,%1,...,Tm)-

Revenons, a notre probléme. L’égalité (6, o ¢) = (6 o q) o r,, induit une factorisation du 2-morphisme d’unité
1——=(0n0q)«(0noq)*

1 (00)u(809)* — 2> (00 q)urner=(80q)* = (6 0 Q)x(Bn 0 0)*

En utilisant le cas n = 1, on voit qu’il suffira de prouver que la fléche (1) est un isomorphisme. Ceci se vérifie objet
par objet. Ainsi, on est finalement ramené & prouver que pour tout m € N, la fléche :

1

« @M * *
(6(m) 0 ¢).(0(m) o g)* — (6(m) o g).75(m).ry (m)*(6(m) o g)
est inversible. Il est facile de voir que ceci est un cas particulier du lemme ci-dessous. C.Q.F.D

LEMME 3.4.13 — Soit X un S-schéma quasi-projectif. Notons q la projection évidente : Gmg Xs X ——= X

et en (ou liew de (en)y) le X-morphisme Gmg xg X — Gmg xg X qui consiste 4 élever le premier facteur d la
puissance n. Si H est Q-linéaire et séparé, alors le 2-morphisme :

Q" — @uensenq" — q.q"

est un 2-isomorphisme.

DEMONSTRATION 1 suffit bien évidement de traiter le cas X = S. On continue & utiliser les notations du diagramme
(3.24). Considérons le diagramme commutatif & carrés cartésiens (& nil-immersion prés) :

(Gmg—>A <—S

s o

(GmS—J>A1 <z—S
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Notons G ~ Z/nZ le groupe de Galois du revétement étale e, : Gmg — Gmg . Ce groupe agit également sur le

morphisme e, : AL — AL . On a un morphisme de 2-triangles distingués :
p S S

Duini'p* pup* Paduf*p* ———— puisi'p*[+1]

| | | |

| * ok . * ok ok ..l
Drlnulixi €np* ——>= Pulns€pP" ——= Pifslni€p ) D" ——= p.ensiienp*[+1]

Le groupe G agit sur le triangle inférieur. Etant donné que H est Q-linéaire et séparé, on déduit que la deuxiéme et
troisiéme fléche verticale identifient la source & la partie invariante sous G' du but. On en déduit que c’est également
le cas pour la premiére fléche.

Pour prouver le lemme, il suffit de prouver que les deux fléches :

" Ez*'
ipt ——=iepp* et PuP* ——= Px€nx€p,p"

sont inversibles. L’inversibilité de la seconde fleche découle facilement de ’axiome d’homotopie.

Pour prouver I’ inversibilité de la premiére fleche, on doit passer par une rnéthode indirecte. On prouvera en effet
que G agit trivialement sur i‘e;p* ~ i'e,.e’p*. On peut décrire cette action sur i‘e;p* ~ i'p* de la maniére suivante.
Si £ est un élément de G, on a un diagramme cartésien :

s—>A1

S—>A1

L’action de & est donnée par la composée : §'p* Ba™, i'¢*p* — i'p* . On prouvera que cette composée est I'identité.

Pour cela on invoque le diagramme commutatif :

///\

Qe

i'Th(Q,)p* —— i'¢*Th(Q,)p* ——i'Th(

l l "

Th(Os)i'p* —— Th(Os)i'¢*p* — Th(Os)i'p*

Le résultat est maintenant clair. C.Q.F.D

Remarque 3.4.14 — La conclusion de la seconde partie de la proposition 3.4.9 est fausse a coefficients entiers.
En effet soit £ un nombre premier différent de la caractéristique du corps de base k. Supposons que H est le foncteur
croisé qui & un k-schéma X associe la catégorie dérivée des faisceaux de Z /f-modules sur le petit site étale de X. On
va montrer que l’objet Y., Z /¢ est isomorphe 4 :

Sren(Z/U(—T)[-r]® Z/t(—r = 1)[-r —1])

dés que ¢ divise n. En effet, comme conséquence de la preuve de la proposition 3.4.9, le complexe Y, (Z/{) s’identifie
au complexe total associé au complexe simplicial :

Hom(# x., Gm,Z /)
Il est bien connu que la réalisation étale de (Gm)™t! est canoniquement isomorphe & :

(Z/te Z/L1)A])®"

De plus la réalisation de la diagonale Gm —— Gm x Gm est donnée par la matrice :

(3 L1 8):z/z@Z/e(l)m—>Z/f@Z/ﬁ(l)lll@ZN@HH@Z/M)M
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Tandis que la réalisation de (z,2"): Gm —— Gm X Gm est donnée par :
( é 2 2 8 ) D L/t L[] —Z/te 2/t @ Z/tQ)1] & Z/4(2)[2]

Avec ces formules, on voit que lorsqu’on passe au complexe normalisé de la réalisation de &/ x ¢;Gm on trouve le
complexe

[0 — Z/e® Z/(1)[1] —> Z/L(V)[1] ® Z/6(2)[2] —> --- —> L/ 4(r)[r] ® Z/E(r+1)[r+1] — -]

Avec Z /€& Z [£(1)[1] placé en degré zéro et les différentielles données par :

(0 §): 2/0MI©B/t+ Dl +1] —= 26+ Dlr + ] 0 2/8( + D) + 2

Ainsi, pour n divisible par ¢, les différentielles deviennent nulles et on obtient la formule annoncée pour Y, (Z/{) aprés
passage au dual.

Ce calcul montre que la structure de spécialisation T ne donne pas toujours des motifs raisonnables : ainsi Y f(A)
peut ne pas étre de type fini méme si A ’était. Ce phénoméne disparait lorsqu’on passe aux coefficients rationnels du
moins lorsque S est le spectre d’un corps de caractéristique nulle.

Notons e le Ay -schéma B™ = AL[P][U,U!|/(P™ — U™.r) —— Ak = B . Avec les notations de 3.3.2, b = e.
On a dans le méme esprit :

COROLLAIRE 3.4.15 — Supposons que le 2-foncteur H est Q-linéaire et séparé. Pour tout n,m € N* | la composée
des 2-morphismes suivants :
(eg)s —i*(eq)*p* —— i*juj*(en)*p* —— Xep (€7 )5q" — Yoy (e7')7d”

est un 2-isomorphisme.

DEMONSTRATION Considérons le revétement pseudo-Galoisien de groupe G ~ Z /nZ :
r: Bu[V,V!]—— B
donné par : U ~» V™ et P ~» V™ 1'/™_ 1l g’agit bien d’un revétement pseudo-Galoisien & cause du petit calcul suivant :
BV]/(V™—U) ~ B[P|[U,U Y[V]/(V" = U, P" —U™.x) ~ B[P|[V,V'/(PV~™)" — ) ~ B,[V, V]

On sait par le lemme 2.1.165 que le foncteur (b)'); est un facteur direct de 7.7y (b');. Il suffit donc de montrer

que la composée suivante :
Crar*(en)*pF ——= 1 g e (€)*pF — Xep Toury(€0')70" —— Yemryury(en)q"

est inversible. Comme r est fini, on voit immédiatement que cette composée est isomorphe & :

Toul T (€0)*P* —— Toui*juj*r* (€])*p* ——> TouXep Ty (€n) 5@ —= Tox Yemrr (7)1 a"

Ceci nous raméne & traiter la question analogue pour le B-schéma B, [V,V ~!]. 1l est facile de conclure en utilisant la
proposition 3.4.9 et le fait que le B-schéma B,[V,V ~!] est lisse au dessus de B,,. C.Q.F.D

On termine cette sous-section par une discussion sur la structure monoidale. Supposons que H est un dérivateur
algébrique monoidal, homotopique et stable. On sait par la proposition 3.2.16 que T est naturellement un systéme de
spécialisation pseudo-monoidal. De plus, le morphisme X —— Y est un morphisme de systémes de spécialisation
pseudo-monoidaux. On note le résultat simple suivant :

PROPOSITION 3.4.16 — On garde les notations de la proposition 3.4.9 ainsi que du corollaire 8.4.15. Soient A
et B des objets de H(S). Alors :

1- L’accouplement : Y;3¢*A Qs Yi4¢*B —— Y;4¢* (A ®s B) est un isomorphisme.
2- Supposons que H est Q-linéaire et séparé. Les accouplements :

T, (en):,q*A ®s Te, (en);q*B —T, (en);q* (A®s B)

Yem(em)yq* A ®sm), Lem(e;,m);q*B —— Yem(e;m);q*(A ®s B)
sont des isomorphismes pour n,m € N — {0}.

DEMONSTRATION Ceci découle immédiatement du fait que les composées dans la proposition 3.4.9 et son corollaire
3.4.15 sont des transformations naturelles de foncteurs pseudo-monoidaux. C.Q.F.D
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3.4.3 Etude de YT au dessus d’un corps de caractéristique nulle

On supposera dans ce paragraphe que la base S est le spectre d’un corps k de caractéristique nulle. L’hypothése :
H est Q-linéaire et séparée sera essentielle dans la suite. Le théoréme suivant sera appelé le théoréme de type finitude
des cycles proches unipotents :

THEOREME 3.4.17 — On suppose que H est Q-linéaire et séparé. Soit A C Ob(H(k)) une classe d’objets quasi-stable
par twist de Tate. Alors pour tout A, -schéma quasi-projectif f: X —— A}, le foncteur Yy envoie la sous-catégorie
HR(X,) dans HY(X,).

DEMONSTRATION On applique le corollaire 3.3.49 & Hy = (HY)|sch/o et & la classe d’objets de H(n) formée des ¢*A
avec A € A. Ceci nous raméne immédiatement & vérifier que pour A € A les objets Y, (e5);q" A et Yem (e)');¢* A sont

A-constructibles quelque soient les entiers non nuls n et m. Ceci découle immédiatement de la proposition 3.4.9 et son
corollaire 3.4.15. C.Q.F.D

On a également un théoréme de Pt¢-positivité :

THEOREME 3.4.18 — On suppose toujours de H est Q-linéaire et séparé. On se donne un ensemble d’objets
% C Ob(H(k)). On suppose en plus que Uhypothése 2.2.58 est vérifiée. Alors pour tout A} -schéma f: X —= Al | le
foncteur Y ¢[—1] est Pt-positif.

DEMONSTRATION Par le lemme 3.2.9, les foncteurs Y- commutent aux petites sommes. On appliquera le corollaire
3.3.50 au systéme de spécialisation Y[—1], Hy = (PHx0)|sch/o €t & I’ensemble d’objets de H(n) qui sont de la forme q¢A
avec A € Y.

11 suffit donc de vérifier que les objets Y, (en)%q!A[—l] et Tem (e;”)!nq!A[—l] sont Pt-positifs quelque soit les entiers
non nuls n et m. En utilisant la proposition 3.4.9 et son corollaire 3.4.15 on obtient des isomorphismes :

Ten (en)z',q!A[_l] = Ten (en);;q*A(l)[l] = A(l)[l]

Yoy (en)nd A[=1] = Tep (e ) ;0" A2)[3] = ()5 AR)[3] = (7)o A1)

étant donné que (en)y et (), sont lisses de fibré normal trivial et que & nil-immersion prés (e,)s et (el'), sont
également lisses de fibrés normal trivial. Le résultat découle alors du fait que I'objet A(1)[1] est bien P¢-positif dans
H(o). C.Q.F.D

Notons le corollaire suivant :

COROLLAIRE 3.4.19 — Sous les hypothéses et conditions du théoréme précédent, le foncteur ;g : H(Gmy) —— H(k)
est t-positif.

DEMONSTRATION En effet, par les théorémes 2.2.82 et 2.2.86 on a l'inclusion H>1(Gmy) C PH>0(Gmy) et 'égalité
H>o(0) = PHxo(0). Ainsi si E € Ob(H(Gmy)) est t-positif, alors A[+1] est Pt-positif et Yig(A[+1])[—1] ~ YiqA est
Pt-positif (par le théoréme 3.4.18) donc ¢-positif. C.Q.F.D

Supposons maintenant que H est un dérivateur algébrique monoidal homotopique et stable et que le 2-foncteur

H est fermé & droite. On notera simplement Hom(—, —) a la place de Hom;(—, —) les bifoncteurs homomorphismes
internes que 1’on supposera triangulés en les deux variables. On a le théoréme suivant :

THEOREME 3.4.20 — Soit f: X —— A, un A} -schéma quasi-projectif. On fize un objet R de H(k). On définit
les opérateurs de dualités D, : H(X,) —— H(X;)°? et D, : H(X,) —— H(X,)°? par les formules :

Dﬂ(_) = Hom(_a fq",q*R) et DU(_) = M(_af:rR)

On définit un morphisme de commutation a la dualité : YDy, ——= D, Y en prenant la composée :
,D, = TfD‘]{*R - D}ridq*RTf s D?Tf =D,y
avec les notations de la proposition 3.1.14, du corollaire 3.1.16. Pour toute classe d’objets A C Ob(H(k)) et tout objet

E de HY (X)) le morphisme :
Y;Dp(E) — D, Y4 (E)
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est inversible.

DEMONSTRATION 1 suffit bien évidement de considérer le cas A = Ob(H(k)). On adopte les notations de 3.1.14 et
3.1.16. On montrera que le morphisme : Y D?:R(E) — D}ridq*RTf(E) est inversible. Par le corollaire 3.1.16, on

sait que le morphisme en question est sous-jacent & un morphisme de systémes de spécialisation :
TD? R —— pYia¢"RY

Ainsi, en appliquant le théoréme 3.3.46, on voit qu’il suffit de prouver que pour tout n € N et A € Ob(H(k)), les
morphismes :

Y., DY R ((en)yq* A) —= DLt RY, ((en);q*A) et  YoaDZ((eh)ya*A) —= D F Yo ((eh)ra" A)

sont inversibles. On considérera uniquement le premier morphisme, le second se traite exactement de la méme fagon.
Par définition, le morphisme en question est obtenu par adjonction de ’accouplement :

Te,DZ " ((en)5a"A) ® Ye, ((en)ya*A) — Te, DL F((en);a"A) ® ((en)5q*A) — Yen ((€n);0"R) ~ Tiag" R

Remarquons que Dg:R((en);‘,q*A) = Hom(((en);q" A4), (en)%q*R) ~ Hom(((en);q* A); (en)5q*R) =~ (en);q*Hom(A, R)
puisque (en), est étale et que g est lisse. On se rameéne donc & étudier Paccouplement :

T, (en);';q*Ho_m(A, R)® Y., (en);q*A — 71, (en);;q* (Hom(4,R) ® A) —— T, (en);q*R

Par la proposition 3.4.9, on dispose d’un isomorphisme de foncteurs pseudo-monoidaux 1 ~ Y, (en);q*. Il vient que

Paccouplement ci-dessus est isomorphe & I’accouplement évident : Hom(A, R) ® A —— R . Cet accouplement fournit

par adjonction 'isomorphisme identité : Hom(A, R) == Hom(A, R) . Le théoréme est prouvé. C.Q.F.D

3.5 La structure de spécialisation ¥

Dans ce numéro, on donne la définition des foncteurs cycles proches dans le cadre d’un 2-foncteur homotopique
stable. La définition des foncteurs ¥ est une variation de la définition de T qui tient en compte le coté discret du
groupe fondamental motivique de Gm & savoir les revétements étales finis. On se place de nouveau au dessus d’un
schéma de base général S.

3.5.1 Le diagramme de schémas (%, A x N¥)

Sauf mention du contraire le symbole N* désignera la catégorie directe associée & ’ensemble des entiers naturels
non nuls ordonné par 'opposé de la relation de divisibilité. Les objets de N* (a la différence de ceux de A) seront
simplement notés n,m,r,.... L’existence d’une fleche m — n signifie donc que n divise m.

DEFINITION 3.5.1 — Le diagramme de S-schémas (&,N*) est donné par le foncteur & : NX — Sch/S qui :

— 4 un entier n associe toujours le schéma Gmg,
\ Iy - - m 21 2 - \ -
— a une fleche m — n associe le morphisme ()= : Gmg — Gmg €élévation a la puissance ™.

Remarque 3.5.2 — On dispose d’un morphisme évident de diagrammes de schémas e : (&,N*) ——= Gm On
peut penser & e comme étant le revétement étale universel de Gm.

Pour obtenir les foncteurs cycles proches totaux, il faut utiliser un revétement de Gm qui soit plus fin que le
revétement étale universel &/Gm ainsi que le revétement universel unipotent &//Gm :

DEFINITION 3.5.3 — On définit un objet cosimplicial # en N* -diagrammes de S-schéma en appliquant le lemme
3.4.1 au diagramme de DiaSch/S :

(&,N¥) == (&,N*) <—— (S,N¥)

On peut voir % comme un diagramme de S-schémas indicé par la catégorie A x N* .
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On définit un morphisme de diagrammes de S-schémas :
(67, paxnx) : (%, A x N) ——> Gms

en prenant la composée : (#,A x N*) ——= (&,N*) — Gmg - On notera dorénavant (6“,pa) le morphisme

o —> Gmg . Les deux lemmes ci-dessous résument quelques propriétés évidentes de % :

LEMME 3.5.4 — Soit 7,: A ——> A x N* le foncteur qui envoie l’objet r sur (r,n). On a :
1. Le diagramme de S-schémas (% o 1,, A) s’identifie canoniquement & (&, A).

2. On a un carré commutatif de morphismes de diagrammes de S-schémas :

(of,A) —= (%, A x N*)

| J»

[
Gms - Gms

ol e, désigne l’élévation a la puissance n.
Dans le méme esprit, on a :

LEMME 3.5.5 — Soit &y, : (A x N*) —— (A x N*) le foncteur qui envoie l’objet (r,m) sur (r,m.n). On a :

1. Le diagramme de S-schéma (Z o kn, A x N*) s’identifie canoniquement a (%, A x N*).

2. Gardons les notations ci-dessus. Pour tout entier non nul l, le diagramme suivant :

(JZ{ A) (@AXNX)—>GmS
(o, A) " (%, A x N) —22 o G

est commutatif.

3.5.2 Définition de ¥. Normalisation

Voici la définition des foncteurs cycles proches :

DEFINITION 3.5.6 — 1- Avec les notations de 3.2.2, on appelle ¥ le systéme de spécialisation Zex. Les foncteurs
U seront appelés les foncteurs cycles proches (totauz).

2- On appelle également Y™ le systéme de spécialisation (% o1,) e x. On dispose alors de morphismes de systémes
de spécialisations :
Tp: X" ——T

3- On appelle finalement O™ le systéme de spécialisation (Z o k,,) ® x. Par la définition 3.2.12 on dispose alors
d’un carré commutatif de systémes de spécialisation :

In n n
YTin —T

’rln—>m

Remarque 3.5.7 — Le systéme de spécialisation Y! s’identifie canoniquement au systéme de spécialisation T
considére dans la section 3.4. Par construction, on dispose de morphismes de systémes de spécialisations Y? —— ynl

et ¥ est la N*-colimite des Y™ (en un sens que I’on peut facilement formaliser).

LEMME 3.5.8 — Pour tout entier non nuln, le morphisme de systéme de spécialisation ™ —— ¥ est inversible.
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DEMONSTRATION Ceci découle immédiatement de la définition et du fait que le foncteur — x n : NX ——= NX est
filtrant au sens de la définition 2.1.50. C.Q.F.D

Soit n un entier non nul. Etant donné un S-morphisme quasi-projectif f : X —— A% ,on définit f, : X, — A}

comme étant le pull-back de f suivant e, : Ay —— AL . On appellera alors e, : X,, — X le B-morphisme
évident. On dispose d’un isomorphisme canonique de diagrammes de X-schémas :

(#,A xXN*) Xgmg Xn —> (Z 0 kp, A X N*) Xgmgs X

On déduit alors immédiatement un isomorphisme : ¥} —== W, (e,); . Par la proposition 3.1.4, les 1-morphismes

Uy, (en);, s’organisent en un systéme de spécialisation qu’on notera e, o U.
La méme discussion s’applique & Y. Ainsi pour tout n, on a e, ¢ T ~ T™. On déduit :

PROPOSITION 3.5.9 — Il existe un isomorphisme de systémes de spécialisation : & —— ¢, e U .
Lorsque H est un dérivateur algébrique monoidal homotopique et stable, le systéme de spécialisation ¥ est éga-
lement pseudo-monoidal. On vérifie aisément que 1’isomorphisme ¥ —— ¢, @ ¥ est un morphisme de systémes de
spécialisations pseudo-monoidaux.

On a le résultat de normalisation suivant :

LEMME 3.5.10 — Avwec les notations du diagramme (3.24), la composée des 2-morphismes suivants :

1 ——i*p* —— "}, j*p* —— Xiaq* Tiaq*
est un 2-isomorphisme. En d’autres termes le 2-morphisme Y ;3¢ — U,;5q* est inversible.
DEMONSTRATION Par la remarque 3.5.7, ¥ est la colimite des Y™. 1l suffira donc de prouver que les morphismes :
Tiaq* — Tiq" =~ Yia(en) q”
sont des isomorphismes. Remarquons pour cela, qu’on a un digramme commutatif :

1 —— xid¢" —— Tiaq¢*

l l

1 — Xid(€n)pq* — Yia(en)nq*

On déduit alors le résultat recherché en utilisant la proposition 3.4.9 qui assure que les deux composées horizontales
du diagramme ci-dessus sont des isomorphismes. C.Q.F.D

Remarque 3.5.11 — On fera attention que dans la preuve ci-dessus, on a utilisé le foncteur Yiq(ep)%;, et non
Ye, (en);- En effet, la composée :

1 —— Xe. (en);';q* — T, (en);';q*

n’est pas inversible en général (voir la remarque 3.4.14).

On peut alors déduire le résultat de normalisation suivant :

PROPOSITION 3.5.12 — 1- Soit n un entier inversible sur S. On note ¢, le S-schéma S[T|/(T"-1) ——= S .

Il existe un isomorphisme canonique : V., (€n)5q" =~ CpuCy,.
2- Soient n et m des entiers inversibles sur S. On note ¢ le morphisme étale de S-schémas :

S, u~/@Q" -U™) —= S[U, U]

Il existe un isomorphisme canonique : ¥em (e;”);q* ~ () (c)*(em)x .

DEMONSTRATION Notons f I’'un des morphismes e, ou e]. Vu la proposition 3.5.9, on peut remplacer f par f.
Remarquons alors les faits suivants :
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— Le Al-schéma (e,,),, est donné par :
(Bn)n = S[P, 7]/ P" — " —— S|[n]
On définit alors un morphisme de A§-schémas :
u: S[r|[T™ — 1] —— S[=, P]/(P"™ — ™)
qui consiste & envoyer P sur T.w. Il est claire que u est fini, qu’il induit un isomorphisme sur la fibre générique
et que sa fibre spéciale est égale 4 ¢, (3 une nil-immersion prés). De plus, le Aj-schéma S[r][T™ — 1] est lisse (en

fait étale).
— Le A}-schémas (e"),, est donné par :

(B™),, = S[=,U, U "[P]/(P™ — U™.7") — S|[n]

n

On définit alors un morphisme de A§-schémas :
v: ST U,UQ/(Q" = U™) — S[x,U,U][P]/(P" = U™.7")

qui consiste & envoyer P sur Q ~!.7. Il est clair que v est fini, qu’il induit un isomorphisme sur sa fibre générique et
que sa fibre spéciale est donnée par ¢™ & une nil-immersion prés. De plus, le A{-schéma S[r, U, U~][Q]/(Q"-U™)
est lisse.

On déduit alors que :

‘I’(en)wu((en)n o u);q* ~ ((en)n o U); et ‘I’(e;")nov((ezl)n o v);q* = ((e;bn)n o U):
Le résultat découle immédiatement du fait que us«¥(c,),0u = Y(e,), € Vox¥em), 00 = Y(em), - C.Q.F.D
Remarque 3.5.13 — La technique utilisée dans la preuve ci-dessus sera utilisée plusieurs fois dans la suite. Par

exemple, elle permettra de réduire les conditions & vérifier pour la validité du théoréme 3.3.46 au seul cas du B-schéma
identité.

3.5.3 Etude de ¥ au dessus d’un corps de caractéristique nulle

Dans cette sous-section le schéma de base S sera le spectre d’un corps k de caractéristique nulle. On établira pour
¥ les analogues des théorémes de constructibilité et de Pt-positivité pour Y. Contrairement au cas de Y ces analogues
sont valables & coefficients entiers. C’est 14, I'un des principaux avantages de ¥ sur Y.

THEOREME 3.5.14 — Soit A C Ob(H(k)) une classe d’objets quasi-stable par twist de Tate. Alors pour tout
A} -schéma quasi-projectif f: X — A} , le foncteur Uy envoie la sous-catégorie HF(X,) dans HY (X, ).
DEMONSTRATION On applique le corollaire 3.3.49 & Hy = (HY)|sch/o €t & la classe d’objets de H(n) formée des ¢*A
avec A € A. Ceci nous raméne immédiatement & vérifier que pour A € A les objets ¥, (e,);q* A et Yem (e');q¢* A

sont A-constructibles quelque soit les entiers non nuls n et m. Ceci découle immédiatement de la proposition 3.5.12.
C.Q.F.D

On a également un théoréme de Pt-positivité :
THEOREME 3.5.15 — On se donne un ensemble d’objets ¢ C Ob(H(k)). On suppose en plus de l’hypothése 2.2.58
est vérifie. Alors pour tout Ay -schéma f : X — AL , le foncteur U¢[—1] est Pt-positif.

DEMONSTRATION Par le lemme 3.2.9, les foncteurs ¥, commutent aux petites sommes. On appliquera le corollaire
3.3.50 au systéme de spécialisation ¥[—1], HY = (PH>0)|sch/o €t & Pensemble d’objets de H(n) qui sont de la forme ¢'A
avec A €Y.

1 suffit donc de vérifier que les objets e, (e,),q' A[—1] et W.m (e), ¢' A[—1] sont Pé-positifs quelque soient les
entiers non nuls n et m. En utilisant la proposition 3.5.12 on obtient des isomorphismes :

Te, (en)yd Al-1] = e, (en)na* A()[1] = cauch A(L)[1] = emc, A(L)][1]

Tern (en')nq A[=1] = e ()50 A2)[3] = (c7)« ()" (en)5AR)B] = (e )i(en) (e A 1]
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étant donné que (en), et (el'), sont lisses de fibré normal trivial et que & nil-immersion prés (e,), et (el'), sont
également lisses de fibrés normal trivial. Le résultat découle alors du fait que objet A(1)[1] est bien P¢-positif dans
H(o). C.Q.F.D

Notons le corollaire suivant :

COROLLAIRE 3.5.16 — Sous les hypothéses et conditions du théoréme précédent, le foncteur ;g : H(Gmy) —— H(k)
est t-positif.

DEMONSTRATION En effet, par les théoréme 2.2.82 et 2.2.86 on a l'inclusion H>1(Gmj) C PH>o(Gmy) et 1’égalité
H>o(0) = PHxo(0). Ainsi si E € Ob(H(Gmy)) est t-positif, alors A[+1] est Pt-positif et Wiq(A[+1])[—1] ~ ¥igA est
Pt-positif (par le théoréme ci-dessus) donc t-positif. C.Q.F.D

Supposons dans la suite que H est un dérivateur algébrique monoidal, homotopique et stable. Le systéme de
spécialisation ¥ est donc naturellement un systéme de spécialisation pseudo-monoidal et le morphisme ¥ —— ¥
respecte les accouplements. Une des propriétés qu’ont les foncteurs cycles proches totaux et que n’ont pas les foncteurs
cycles proches unipotents (méme & coefficients rationnels) est :

THEOREME 3.5.17 — (Commutation au produit extérieur) On se donne une classe d’objets A dans H(k). Soient
f: X——=A, etg: Y ——=A} deur A-schémas. Soient A € H(X,)) et B € H(Y;) deuz objets A-constructibles.
Le morphisme canonique de H(X, x, Y;) :

Up(A) B ¥,(B) — ¥sx,, s(AKB)

est un isomorphisme.

DEMONSTRATION 1l suffit de traiter le cas A = Ob(H(k)). Fixons d’abord le k-schéma X et I'objet A et faisons varier
Y et B. En combinant les propositions 3.1.4 3.1.11, on obtient deux systémes de spécialisation ¥Xn4 et TX=:¥(4)
de Hisch/y vers le 2-foncteur homotopique stable Hx, défini sur Sch/o par Hx, (T') = H(X, x; T). Ces systémes de
spécialisation sont donnés par :

~ Ty () = U (AR ),

S ) = e R ().
Le morphisme de I’énoncé défini un morphisme de systémes de spécialisation. Ainsi par le théoréme 3.3.46, il suffit
de considérer les cas : g = e, ou g = €)' et B = (en);¢"D ou B = (e');¢*D avec D € Ob(H(k)). Comme pour la
preuve de la proposition 3.5.12, on a la liberté de remplacer g par g,. Il est également facile (en utilisant la formule
de projection pour les images directes projectives cohomologiques) de se ramener & g = e, ou et g = el o v (avec
les notations de la preuve de la proposition 3.5.12). Mais dans ces cas, g est lisse. Ceci prouve qu’il suffit de prendre
g=idet B=¢*D.

Par symétrie, on peut également supposer que f =id et A = ¢*C. 1l suffit donc de prouver que ’accouplement :

Ui4q*C ® ¥iqq* D —— ¥i49¢*(C ® D)

est inversible. Ceci est vrai par la proposition 3.5.12 qui affirme que le foncteur pseudo-monoidal ¥;qq¢* est isomorphe
au foncteur pseudo-monoidal identité. C.Q.F.D

COROLLAIRE 3.5.18 — Gardons les notations du théoréme précédent. On suppose que H admet les petites sommes,
qu’il est parfait pour elles et qu’il est engendré par la base. Alors l'accouplement extérieur :

Ur(A)R T, (B) — Tyy (AR B)

est un isomorphisme pour tout (A, B) € Ob(H(X,)) x Ob(H(Y)).

DEMONSTRATION En effet, sous ces conditions, les foncteur ¥ ainsi que le produit tensoriel commutent aux petites
sommes. C.Q.F.D

Le cas f = g = id est particuliérement intéressant :

COROLLAIRE 3.5.19 — Sous les hypothéses du corollaire précédent, le foncteur ¥;5 : H(n) ——=H(s) est
monoidal.
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Supposons en plus que le 2-foncteur H est fermé a droite. On notera simplement Hom(—, —) 4 la place de Hom,(—, —)
les bifoncteurs homomorphismes internes qu’on supposera triangulés en les deux variables. On a le théoréme suivant :

THEOREME 3.5.20 — Soit f: X —— Al un A} -schéma quasi-projectif. On fize un objet R de H(k). On définit
les opérateurs de dualités D, : H(X,) —— H(X;)? et D, : H(X,) —— H(X,)°? par les formules :

Dy(-) =Hom(—, f,¢"R) et  Dy(~) = Hom(~, f,R)

On définit un morphisme de commutation o la dualité : ¥iD, ——= D,¥; en prenant la composée :
¥,D, = \I!fD‘]{*R - D?idq*Rq,f . D?\Ilf =D, ¥y

avec les notations de la proposition 3.1.14 et du corollaire 3.1.16. Pour toute classe d’objets A C Ob(H(k)) et tout
objet E de H(X,) le morphisme :

U;Dy(E) — D, ¥ (E)
est inversible.
DEMONSTRATION 1l suffit bien évidement de considérer le cas A = Ob(H(%)). On adopte les notations de la proposition
3.1.14. On montrera que le morphisme : W D?:R(E) — D}I’idq*R\Iif(E) est inversible. Par le corollaire 3.1.16, on
sait que le morphisme en question est sous-jacent & un morphisme de systémes de spécialisation :

YD R —— p¥ud Ry

En appliquant le théoréme 3.3.46, on se rameéne & traiter le cas f = e, ou f = e et E = ¢*(e,);¢*F ou E =

q*(ep!)yq*F pour F' € Ob(H(k)). On dispose d’'un diagramme commutatif de systémes de spécialisation :

YoDI R —————=p¥ud'Roy

(en, @ ¥) o DI E — = DlEensW)iad B (¢ o )
Ceci nous permettra de remplacer e,, et eI par (ey), et (e),. En utilisant la commutation avec la dualité des images
directes cohomologiques par des morphismes projectifs, on se raméne méme & supposer que f est égal & (e,), o u ou
(eM)n o v (avec les notations de la preuve de la proposition 3.5.12). Mais alors f est lisse, ce qui nous raméne en fin

de compte & f = id. Pour traiter ce cas, on procéde comme pour la preuve du théoréme 3.4.20.
Par définition, le morphisme en question est obtenu par adjonction de ’accouplement :

;DL B (q* A) © Big(g* A) — T;,4DY, B (g* 4) ® (¢* A) — Tia(¢*R)

Remarquons que Diq; R (¢*A) = Hom(q*A,¢*R) ~ ¢q*Hom(A, R) puisque ¢ est lisse. On se raméne donc & étudier
I’accouplement :
Tiqq*Hom(A, R) ® ¥jqq* A — ¥jqq* (Hom(4, R) ® A) —— Uiqq¢" R

Par la proposition 3.5.12, on dispose d’un isomorphisme de foncteurs pseudo-monoidaux 1 ~ W;qq*. Il vient que
Paccouplement ci-dessus est isomorphe & I’accouplement évident : Hom(A, R) ® A —— R . Cet accouplement fournit

par adjonction 'isomorphisme identité : Hom(A, R) = Hom(A, R) . Le théoréme est prouvé. C.Q.F.D

3.6 Le systéme de spécialisation logarithmique et le triangle de monodro-
mie
Le but de cette section est de construire un 2-triangle de systémes de spécialisation :

(3.25) T(-1)[-1] X r s (-1

qu’on appellera le triangle de monodromie. La transformation naturelle NV jouera le role de 'opérateur de monodro-
mie, bien connu dans les situations classiques. Pour mener & bien notre construction, on va devoir supposer que H
est Q-linéaire, ainsi que d’autres conditions techniques. Toutefois, ces conditions sont vérifiées pour les 2-foncteurs
homotopiques stables DMg et SHg (lorsque le corps de base n’est pas ordonnable). On aura besoin d’introduire un
systéme de spécialisation auxiliaire log. Pour le construire, quelques préliminaires sont nécessaires :
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3.6.1 Préliminaires

Le systéme de spécialisation log sera construit & partir de x en prenant pour log(—) le foncteur x (- ® f;Zog)
avec Zog un objet H(Gm) bien choisi qu’on appellera le logarithme. Cet objet, ou plutot son dual considéré comme
un pro-objet, est bien connu. Il intervient par exemple dans la construction des polylogarithmes (voir [BD94] et
[Wil97]). Notons que classiquement, le logarithme a été considéré dans les catégories de réalisations (faisceaux £-
adiques, modules de Hodge, etc) pour lesquels on dispose de t-structures motiviques. Ceci facilite la construction
puisqu’on est ramené A raisonner dans le coeur motivique qui est une catégorie abélienne tensorielle. Etant donné que
Pexistence d’une t-structure motivique pour DMg est I'un des problémes ouverts les plus difficiles dans la théorie
des motifs, une construction directe basée sur des techniques triangulées s’impose. Le but de ces préliminaires est de
formaliser la construction de l'objet .£og dans le cadre d’une catégorie triangulée (par opposition au cadre abélien).

On se donne une catégorie monoidale triangulée (7, ®) symétrique et unitaire au sens de 2.1.148. On supposera
que T est Q-linéaire et pseudo-abélienne et on notera I son objet unité. Etant donné un objet A de 7, on déduit des
représentations de ’algébre du groupe symétrique Q[X,,] sur A®™ par la méthode usuelle. Etant donné un projecteur
p de Q[X,] on peut donc parler de Iimage Image(p : A®") de p dans A®™. Lorsque p = % EQEE" g (resp. p =
L > gex, sign(g).g) on notera cette image par Sym"™A (resp. Alt"A).

On supposera donné un triangle distingué de 7 :

(3.26) v—ts ot N y[+1]

tels que les conditions de ’hypothése suivante sont vérifiées :

HYPOTHRESE 3.6.1 — 1- Les objets v et A sont inversibles et les objets Alt?v et Alt?X sont nuls,

2- Les groupes d’homomorphismes hom7(v®", A®"[k]) sont nuls pour n € N — {0} et k € {—1,0}.

3- Le groupe d’homomorphisme hom7(A,v) est nul. L’annulateur dans ends(I) de I’élément ¢ € hom (A, v[+1])
est réduit & I'idéal nul.

Remarque 3.6.2 — Les données ci-dessus sont autoduales. En effet, dans 7°P, le triangle distingué :
Ry L IS Y
avec V' = A, N = v, a =bP, b = a®® et ¢/ = —(¢[-1])°P vérifie bien les conditions de I’hypothése 3.6.1. Ceci

permettera d’effectuer des raisonnements par dualité dans la suite.

Les trois lemmes suivants seront utilisés au cours de la preuve de la proposition 3.6.6. Ils sont des conséquences
directes de ’hypothése 3.6.1 :

LEMME 3.6.3 — Le triangle distingué (3.26) n’admet pas d’endomorphismes non trivieuz induisant l’identité sur
&. En particulier, une fleche a: v ——=v rendant commutatif le carré :

est forcément l'identité de v. De méme, une fleche B : \ ——= \ rendant commutatif le carré :
A
lﬁ
A

DEMONSTRATION On se donne un endomorphisme du triangle distingué (3.26) :

e —1
e—"s

est forcément l'identité de .

v & A v[+1]
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En retranchant a cet endomorphisme, ’automorphisme identité, on obtient ’endomorphisme :

a b

v & A v[+1]
aid[ lo lﬁ—id laid
v—s oty v[+1]

On prouvera que a —id = 0 et 8 —id = 0. Par dualité (voir la remarque 3.6.2) il suffit de traiter uniquement la
premiére égalité. En remarquant que la composée :

—id a
V%—V—>g

est nulle, on déduit une factorisation :

- v
. a—id
£
A[-1] ——v
Mais par ’hypothése hom7(v, \[-1]) = 0. D’ou le résultat. C.Q.F.D
LEMME 3.6.4 — On a les annulations suivantes : homr(\, &) = 0, hom7(&,v) = 0. On a également les deux

chaines d’isomorphismes :

hom(&, &) —— homy(v, &) <~ homy(v,v) ~ ends(I)

hom7(&, &) —— homy (&, \) =<—— homs(A, \) ~ end(I)

DEMONSTRATION Montrons d’abord que homy (A, &) = 0. Pour cela, on écrit les premiers termes de la suite exacte
longue associée au triangle (3.26) :

hom7(A,v) —— hom7 (), &) —— hom7 (A, A\) —— homy(\, v[+1])

Par hypothése, on a : hom7()\,v) = 0. Il reste & prouver que : homy (A, A) —— homz(A,v[+1]) est injectif. Cet

homomorphisme envoie l'identité de A sur le morphisme connectant ¢ du triangle (3.26). C’est également un morphisme
de end(I)-module. Etant donné que X est inversible, end()) est un end(I)-module libre de rang 1 engendré par idy. Il
vient par la troisiéme condition de ’hypothése 3.6.1 que I'homomorphisme qui nous préoccupe est bien injectif. Par
dualité (voir la remarque 3.6.2) on obtient également I’annulation de hom(&,v).

Passons aux chaines d’isomorphismes. Notons tout de suite que la seconde chaine s’obtient & partir de la premiére
par dualité (voir remarque 3.6.2). Considérons ’homomorphisme :

(3.27) homt(v,v) —— homy(v, &)
Ecrivons les premiers termes de la suite exacte longue associée au triangle (3.26) :
homy (v, A|—1]) —— homy(v,v) —— homy(v, &) —— homy(v, \)
Par hypothése, homy(v, A) = hom (v, A[—1]) = 0. Il vient que ’homomorphisme (3.27) est bien inversible. En parti-
culier, hom7 (v, &) est un End(I)-module libre de rang 1 engendré par a.
Pour terminer, il nous reste & traiter ’homomorphisme :
(3.28) hom7(&, &) —— homr(v, &)
Ecrivons les premiers termes de la suite exacte longue associée au triangle (3.26) :
homy(\, &) —— hom¢(&, &) —— hom(v, &)
On a vu que hom7 (A, &) = 0. Ceci montre que (3.28) est injectif. Montrons qu’il est également surjectif. Remarquons

pour cela, que l'identité de & est envoyée sur a par cet homomorphisme. La surjectivité découle alors du fait que (3.28)
est un morphsime de end(I)-modules et que hom7(v, &) est engendré par a en tant que end(I)-module. C.Q.F.D
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LEMME 3.6.5 — On a hom7(& ® v[+1],A® A) =0 et homr(v @ v[+1],6 ® X) = 0.

DEMONSTRATION Pour hom(& ® v[+1], A ® A) il suffit de considérer la suite exacte :
hom7(A ® v[+1],A ® A\) —— hom7(& @ V[+1],A ® A\) ——=homt (v @ V[+1],A ® A)
Par dualité, on a ’annulation de hom7(v @ v[+1],& @ A). C.Q.F.D

La proposition suivante jouera un réle important dans la suite, notamment dans la construction des triangles
distingués du théoréme 3.6.10 :

PROPOSITION 3.6.6 — Il exviste un unique morphisme | : Al*(&) ——v ® X rendant commutatif le carré
sutvant :
(3.29) Al2E —— v @ \
la@id
i d®b
EREZ 8@

De méme, il existe un unique morphisme k: v @ A\ —— Alt2& rendant commutatif le carré suivant :

(3.30) vee 2L ege

.

VRN —— Al2E

De plus les morphismes | et k sont des isomorphismes tels que : ok = %id,,@»\ etkol = %idNtzg.

DEMONSTRATION On divise la preuve en plusieurs étapes. On montre d’abord 'existence de [ et k. Ensuite, on prouve
la relation 2l o k = id. On utilisera ceci pour construire un triangle distingué de la forme :

(3.31) vV —>EQRE—> VY RNDOANR®E) ——v Qv[+]]

pour lequel on explicitera I’action du groupe symétrique X2 = {+1,—1}. On montrera que [ est inversible en passant
au facteur direct alterné de ce triangle distingué. La derniére étape est consacrée a l'unicité de [ et k.

Etape 1 : Construction de | et de k. La composée :

AZE — E®E - A 2 A @\
est nulle. En effet, on a un diagramme commutatif :
Alt?& Alt*X
ERE—ERA—=A®A
et ’objet Alt?\ est nul. En utilisant le triangle distingué : v ® A ERA A® A , on déduit une fleche

l: Alt?2¢ —— v ® \ faisant commuter le carré :

1
A|t2g ............ >y ® )\
la@id
id®b
ERETHERA
On procéde de méme pour construire une fléche k. La composée :

VU 1d®q V& 0®id ERE— AIt’E
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est nulle. En effet, on a un diagramme commutatif :

VU v & ERE
Alt*y Al &
et lobjet Alt?>v est nul. En utilisant le triangle distingué : v @ A ER N A® A , on déduit une fleche

k: v®\—— Alt2£ faisant commuter le carré :

re & —> &@5

.

1/(8))\ ....... k . AItZéa

On a ainsi montré l'existence des fléeches [ et k£ de ’énoncé.
Etape 2 : La relation 2l o k = id,s). Formons le diagramme commutatif suivant :

ve & =5 5®£

.

VA —= Al2e —>= v ® A

la@id

E0é-2% oo
On déduit que les deux composées suivantes sont égales :
(3.32) v o —F L 922 pon
id 3 (id—) id®b
(3.33) v &S fe s —2 E2E 25 g0
Nous affirmons que la composée : v ® &= oﬁ’ QE—>ERE —> é” o X est nulle. En effet cette composée
est clairement égale & celle de :
VRE—>EQr - f R E e £ A

et la composée bo a est nulle puisque le triangle (3.26) est distingué. Nous déduisons de cela que la composée de (3.32)
est égale & celle de :

a®i 1id i
Y A e N i Y L A

En d’autres termes, le diagramme suivant est commutatif :

d®b
Y RN SN
a®idl \La@id
ERE PPy ER AN
D’autre part, le carré suivant :
VRE —=VvA

a®id l l a®id
id®b

ERQE—=E®@A
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est trivialement commutatif. On en déduit que la composée suivante :

id®b 2lok—id id
V®<§’ﬁ>v®)\ = VR A agl ER N
est nulle. En utilisant le triangle distingué : v ® & VA v @ V[+1] —— , on déduit Pexistence d’une

fleche v ® v[+1] ——= & ® A\ rendant commutatif le carré :

v A 2lok—id @A

| l®

I/®V[+l] ......................... &\

Par le lemme 3.6.5, on a hom7(v ® v[+1],& ® A) = 0. Il vient immédiatement que le carré suivant :

va A 2L ee

a®id

VRIA——=E R\

est commutatif. Comme A est un objet inversible, on peut appliquer le lemme 3.6.3 pour conclure que 2/ o k = id.

Etape 3 : Le triangle distingué (3.31). Dans cette étape on construit le triangle distingué annoncé au début de la
démonstration. On introduit le morphisme m: & ® & — v ® A défini par la composée :

m: E®E —= A2E —> v @ A

Le carré suivant est commutatif :
id®b
vVE ——rvRA

ERE v

En effet, on peut le factoriser de la maniére suivante :

id®b
V®(§i>1/®)\

N

1
E®E — Al2E ——>v @\
En utilisant que bo a = 0, on déduit immédiatement un carré commutatif :

ves — 2 L exe

id®b L i l (o)
POA = (@A) B\ E)

qu’on compléte en un morphisme de triangles distingués :

ves—29 e —2 r0e- Lo e+l

id®bl/ ) l(bé?d) - lv la@id

VAA— (RN BNRE) —= A& —L v\

Nous affirmons que la fléeche v dans le diagramme ci-dessus est I'identité. En effet, on voit immédiatement que la
composée suivante :
bid Y—idage

ERE—ARE—=AQRE
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est nulle. En utilisant le triangle distingué : £ ® & —= A ® & — v ® &[+1] — , on voit que la fleche v —id
se factorise de la maniére suivante :

Aes—""1 age
T

c®idl d

v ® E[+1]

On dispose d’une suite exacte :
homr(v @ &[+1], A ® v) ——hom7 (v ® &[+1],A ® &) — hom1(v @ E[+1],A® A)

Par le lemme 3.6.5, on sait que homy (v ® &[+1],A ® A) = 0. Il vient que le premier homomorphisme est surjectif. Il
existe donc une fléche e : v @ &[+1] ——= A ® v qui factorise d. On dispose ainsi d’un diagramme commutatif :

AwE—" L ape
c®idl / Wid(gm
1/®<5"[+1] ........... e >)\®1/

La relation v = id découle alors du fait que homy(A ® &, A ® v) ~ homy(&,v) = 0 (voir le lemme 3.6.4).
Ainsi, on dispose d’un morphisme de triangles distingués :

veé—20 s pee "0 L ge 2Ly &+

id®b g a®id
L (5) l(b®d) (0,q) H 0 l

VIA—=>=VRANDARE) —A®E ——rvE A

En appliquant l'axiome de 'octaédre, on déduit ’existence d’un triangle distingué :

RE

(3.34) vV —=E® B®A®E) —=vRU[+1]

C’est le triangle distingué recherché.

Etape 4 : L’action de X5 sur (8.34). On cherche & utiliser le triangle distingué (3.34) pour mieux comprendre
'action de Iy sur & ® & afin de pouvoir identifier Alt?& avec ¥ ® X. On notera 7 la permutation des facteurs. On peut
compléter le carré commutatif :

AN -2% pg e

ARAN—EQE

en un isomorphisme de triangles distingués :

(s5ta)

VU ——=EQRE—WRNDAQRE) —= v Qu[+]1]

Tl lf o e |

u®ui@3£®€——>@®kﬂwA®@——+u®4+ﬂ

On va calculer la matrice de I’isomorphisme u. Remarquons tout de suite que y = 0 étant donné que hom(&,v) =0
(voir le lemme 3.6.4) et que A est inversible. Notre matrice est donc triangulée inférieure et on peut former le diagramme
commutatif :

g®g@@2@®x)(x &) 8% oA

P lr (o) lu=(§?) (id,0) lz

@E—=WRANBA®E) —=rveA
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La composée des fleches horizontales est égale & m et donc a la composée : & @ & —— Alt2& 2y ® X . Etant

donné que 2! admet une section (donnée par k) on déduit que z = —id, g du fait que 7 agit par —id sur Ak*&.
Montrons que t = id)gs . Par le lemme 3.6.4 (et du fait que A est inversible), il existe un uniquet' : AQ A ——= A ® A
tel que le carré suivant soit commutatif :

A0 & 220 Ao

% ly

A®E 220 Ao

De plus, pour montrer que ¢t = id, il suffit de montrer que t' = id, ce que ’on fera. Nous affirmons que le diagramme
suivant est commutatif :
PRNBARE) —=ARE—=A® A

ul ‘/t'
@RINBARE) —=ARE —>A® A
En effet, il faut vérifier que la composée :
VRA—Z=ARE— AR\

est nulle. Ceci est vrai étant donné que A est inversible et que homy(v,A) = 0. Il vient que le carré suivant est
commutatif :
ERE —=AR A

I
ERE A® A

Comme Alt?X = 0, le carré suivant est également commutatif :

E®E—=ARA

1

E®E—=ARA

Comme 7 est un isomorphisme, on déduit que la composée :

EQE—=ARA S A@ A

est nulle. Par dualité, on dispose d’un triangle distingué analogue a (3.34), a savoir :

YRINBGERY —=ERE A® A

Il vient que id — ¢’ se factorise par (v ® A) @ (& ® v))[+1]. Ainsi pour montrer que ' = id, il suffira de montrer que :
hom7(v[+1],A) = 0 et hom7(& @ v[+1],A ® A) = 0. Ceci est vrai par ’hypothése 3.6.1 et le lemme 3.6.5.
1l reste & déterminer la fléche z: v @ A ——= X\ ® & . Pour cela, considérons le diagramme commutatif :

A2 —=ERE —— VRN B (A® &)
idl lr lu
A6 —=ERE— VRN B (A® &)

Calculons la composée v des deux fléches horizontales du diagramme ci-dessus. Sur le facteur v ® A, la fléche v est
donnée par :
//\
Al2e —= 6 ® & —= A2E ——=v @\

m
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Elle est donc simplement égale & 2I. Pour décrire la composante de v qui correspond au facteur A ® &, on considére
de diagramme commutatif suivant :

A2 ——=E0 & 2L g &

"

A2 —=ERE——=ER N

VR A

Ceci montre que cette composante est donnée par : —7 o0 (a®id) ol. On a ainsi montré que v est donné par la matrice :
o= 21
"\ —7o(a®id)ol

La relation u o v = —v se traduit alors par :

( _zid i((]i)°< —TO(a2é§>id)0l ) - ( TO(a_@?lid)Ol )

Ce qui donne la relation : 2z0l — 7o (a®id) ol = 70 (a®1id) o, ou encore (z — 70 (a ® id)) ol = 0. La fleche [
admettant une section (& savoir 2k), on déduit finalement que z = 7 o (a ® id).

En fin de compte, on a :
u = —id 0
T\ 7o(a®id) id

Etape 5 : Les fleches | et k sont inversibles. Vu la relation 2I o k = id, il suffit de montrer que ! est inversible.
D’aprés 1’étape précédente, on dispose d’une action de X5 sur le triangle distingué (3.34) donnée par 'involution
qui sur les deux premiers sommets agit par 7 et sur le troisiéme sommet agit par u (vérifier que u? = id).
On déduit alors un projecteur de (3.34), donné par 3(id — 7) sur les deux premiers sommets et par :

1. id 0

sur le troisiéme sommet. En passant aux images de projecteurs, on obtient un triangle distingué :

0——=Alt2¢ ——Image(q: (v @ \) ® (A ® &)) —= 0[+1]
Ce qui montre en particulier que la composée :

A2 —=ERE —VINDO(A®E)

admet une rétraction. Mais on a vu que v se factorise par I : A|t22 —— v ® A . Ceci montre que ! admet une
rétraction. Il vient que la fleche [ est inversible puisqu’elle admet également une section (3 savoir 2k).

Etape 6 : Unicité de | et k. Il est facile & ce stade de prouver I'unicité de I et k. En effet, soit I' : A2 — v ® A

une autre fléche rendant commutatif le premier carré de I’énoncé. On a : 2l' o k = 2l o k = id. Comme k est inversible,
on a forcément : I' = %k_l = [. Le méme raisonnement s’applique pour montrer 'unicité de k. C.Q.F.D

Notons le corollaire suivant :

COROLLAIRE 3.6.7 — Supposons que la catégorie monoidale T est fermée et que le bifoncteur Hom(—, —) est
triangulé en les deuz variables. On a alors A€ = 0. En d’autres termes, & est pair de dimension 2 au sens de
Kimura (voir [Kim05] et [AK02]).

DEMONSTRATION Montrons d’abord que Altz(u ® A) = 0. Ceci équivaut & dire que la permutation des facteurs 7 agit
par Iidentité sur (v ® X)®2. Pour cela il suffit de remarquer que le diagramme suivant :

RN —=1v2oA2) @A —2 L oA —— (VO V) AR N)

lr l@r

CON®WON —=1v2A2r) @A —2 oA SN —— (VO V) AR N)
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est commutatif étant donné que 7 agit par I’identité sur v®? et \®2,
On sait, par la proposition 3.6.6, que Alt?& ~ v ® X. Il vient que Alt?(Alt’€) = 0. On déduit que & est tué par les
foncteurs de Schur correspondant au diagrammes de Young suivants :

(TTT] e L]

Tl vient immédiatement que (Alt*&)®2 = 0. Les objets v et \ étant inversibles, ils admettent des duaux forts au sens de
[AKO02]. Comme T est fermée, un objet A admet Hom(A,T) pour dual fort si et seulement si le morphisme évident :

Hom(A,T) ® — — Hom(A4, —)

est inversible. Ceci montre que la propriété d’avoir un dual fort est stable par extensions (au sens triangulé). On déduit
alors que I'objet Alt?€ admet un dual fort. I’égalité (A|t3é")®2 = 0 implique alors que Alt®& est nul d’aprés Kimura
(voir [KimO05] ou plutdt la génralisation du résultat de Kimura dans [AK02]). C.Q.F.D

Dans le reste de cette sous-section, supposera que Alt’€ = 0 (ce qui est le cas si (7,®) est fermée et que le
bifoncteur Hom(—, —) est triangulé par rapport aux deux variables). On s’intéressera aux objets Sym™&. On a la
conséquence suivante du corollaire 3.6.7 :

COROLLAIRE 3.6.8 — Soit n € N. Les deux morphismes évidents :

Sym" g —— pontl s £¥n g £ — > Sym"ER® &
Sym" & @ A’E —=ECTIR (R E) —= %@ —=Sym"ER E
induisent un isomorphisme Sym™*'€ @ (Sym" '€ @ Alt?¢) —— (Sym"E) ® £ .
Le carré commutatif (3.29) de la proposition 3.6.6 se généralise aux cas des Sym™& de la maniére suivante :

LEMME 3.6.9 — Pour toutn € N— {0}, le carré suivant est commutatif :

Sym" 1€ @ A&~ Sym™ 1€ © (v ® )

| |

Sym"& ® & b Sym™& ® A

ot la fleche Sym™ & Qv @A ——=Sym"E ® X est la fleche évidente déduite de a: v —— & .

DEMONSTRATION En effet, on a un carré commutatif :

1 @ A2 ——= E (v ® N)

| |

EMQE—>=ET RN
obtenu & partir du premier carré de la proposition 3.6.6 en tensorisant partout par &1, Le groupe symétrique X, 1
agit sur les objets de ce carré et les flaches sont X, 1-équivariantes. Le groupe symétrique ¥, agit sur les deux objets
E" R & et &M ® A et la fleche horizontale inférieure est 3, -équivariante. Ainsi, en passant au plus gros quotient sur
lequel ¥,,_; ou ¥, agit trivialement, on obtient le carré de 1’énoncé. C.Q.F.D
Soit (m,n) € N2. On définit une fléche

Umyn i Sym™E @ V& —— Sym™ " g

a partir de (1d®™ ® a®") : £9™m @ y®" — £m+n en passant aux plus grands quotients invariants par I’action des
groupes symétriques ¥, et X, 4.,. Dualement, on définit une fléche :

bm,n : Symm+"£’ I Symméo ® A&7



400 CHAPITRE 3. LA THEORIE DES FONCTEURS CYCLES PROCHES DANS UN CADRE MOTIVIQUE

a partir de (id®™ ® b®") : gOm+n — £®n o \®n en passant aux plus grands sous-objets invariants par I’action
des groupes symétriques X, et Xy -
Le théoréme suivant décrit la structure des objets Sym™& :

THEOREME 3.6.10 — 1- Soient (m,n) € (N — {0})2. Il eziste un unique triangle distingué :
aAm—1,n by — ,m
(3.35)  Sym™ & @y — " > Gymmin-le - Sym™ 1 & @ A8 ——= Sym™ "1 & @ yEn[+1]

2- Pour (m,n,r) € (N—{0})2 x N, les deuz diagrammes suivants sont des morphismes de triangles distingués :

1d@m —1,n o 1d®@bn_1,m o
VO @ Sym™ & @ v® ————— 18T @ Sym™ "1 g Ve @ Sym™" T E @ N8 ——
T®idl l(am-m—l,r)OT l((an—l,r)07)®id
m— n T b’n r— m
Symmflg ® Y@+ Am—1,n+ Symn+m+r71£, +r-1, Symn+r71g ® )\®m - o
_ Am+r—1,n _ bn—1,m+r _
Sym™trT1g @ p®n Symmtntr-lg Sym" & @ \&mtr ——
(Tobm_l,r)®idl lbm+n—1,r l‘r@’id
1d®am —1,n id®bn —1,m

A8 @ Sym™ T € @ v® ——————— \®" @ Sym™ Tl A8 ® Sym" Tl & @ \®Mm ——

3- Pour (m,n,r) € (N—{0})> x N et k € {—1,0}, on a l’annulation suivante :

homy(Sym™ 1€ @ v®"+" Sym™" & @ AE™HT[k]) = 0

DEMONSTRATION On divise la démonstration en plusieurs étapes. On commence par un cas particulier de la partie
1 du théoréme. On 'utilise pour montrer le résultat d’annulation de la partie 3. On reprend ensuite la partie 1 et on
termine par une preuve de la partie 2.

Etape 1 : On commence par construire les triangles distingués (3.35) lorsque ’un des deux entiers m et n est égal
1. Par dualité (voir la remarque 3.6.2), il suffit de traiter le cas n = 1. Dans ce cas, le triangle (3.35) que l’on cherche
& construire s’écrit :

Sym™ '€ @ v —— Sym™ & A®m Sym™ 1 &[+1]
Lorsque m = 1, il s’agit du triangle distingué (3.26). Supposons le triangle distingué construit pour m > 1 et
construisons le pour m + 1.
On a un triangle distingué évident :

Sym™E Qv ——Sym™E ® & ——= Sym™E @ A ——= Sym™ & @ v[+1]

obtenu en tensorisant le triangle distingué (3.26) par Sym™&. En utilisant le lemme 3.6.9, on déduit facilement un
morphisme de triangles distingués :

00— Sym™ 1€ @ A’ ——= Sym™ '€ @ v @ A ——— 0[+1]

| | | |

SymM"EQrv ——=Sym"ER E ———>SymME RN ——— Sym™ E @ v[+1]

Le cone de la premiére fleche verticale non nulle est Sym™ ' &. Le cone de la seconde fleche verticale non nulle est
A™ ® X par I’hypothése de récurrence. En appliquant ’axiome de ’octaédre, on déduit du corollaire 3.6.8 le triangle
recherché.
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Etape 2 : Montrons que le groupe hom7(Sym™ '€ @ v®"t7 Sym™" '€ @ \®™*7[k]) est nul pour (m,n,r) € (N —
{0})? x N et k € {—1,0}. On raisonnera par récurrence sur (n,m). Lorsque (n,m) = 1, 'annulation recherchée est
donnée dans I’hypothése 3.6.1. On supposera donc que 'un des entiers n et m est strictement supérieur & 1. Par
dualité, on peut supposer que m > 1, ce que l'on fera dans la suite. Le cas (1,m) des triangles (3.35), fournit la suite
exacte (que ’on écrit verticalement pour des raisons de place) :

hom7(Sym™ 2 @ A ® &7 Sym™ 1 & @ A®™t7[k]) = hom7(Sym™ ? @ @uv®"t" Sym™ 1€ @ A®m1H7[E]) = 0

|

homT(Symm_lé" ® V®n+7‘, Symn—l(go ® )\®m+r[k])

|

homy (v®"+747 Sym"™~1 & @ \&™+7[k]) =——== hom7(Sym"' ™' & @ v®*+("+7) Sym"~1& @ \&™+7[k]) = 0

D’ou annulation recherchée.

Etape 3 : On peut maintenant achever la preuve de la partie 1 du théoréme. On suppose que le triangle distingué
(3.35) est construit pour tous les couples strictement inférieurs a (m,n) et on le construira pour (m,n). On peut
supposer que m, n > 2. On adoptera la convention : Sym™'& = 0.

Considérons le diagramme suivant :

(3.36) Sym™3& @ v®" @ Alt?E — Sym™ T 3£ @ Alt’E ——=Sym" e QN 2 Qv @ A
l 0] l (i) l
Symm?ER YN @ & ——=Sym™ " e @ £ ———=Sym" T ER N LR &
avec les carrés (i) et (ii) construits de la maniére suivante. Le carré (¢) est la composée verticale des carrés suivants :

Sym™3& @ v®" @ Alt’6 — Sym™ T3¢ © Al?

| |

Sym" BERLP"QRERQE —=Sym™ T LR ERE

| !

Symm 2@ @ & ———=Sym™t " 28 @ &

En particulier, il est commutatif. Le carré (ii) est la composée horizontale des carrés suivants :

Sym™ 1 3E @ Alt2E — e Sym™ 38 @y @ A —> Sym™ LE @ APM2 @y @ A
Sym™t" 200 & ————=Sym™tT" 2@ A ———=Sym" & @ N8l g &

Ainsi, le diagramme (3.36) est commutatif. En utilisant I’hypothése de récurrence, on voit que les lignes horizontales
de (3.36) s’étendent naturellement en des triangles distingués. On va montrer que (3.36) définit alors un morphisme de
triangles distingués. Pour cela, on part du carré commutatif (ii) de (3.36) qu’on compéte en un morphisme de triangles
distingués :

(3.37) Sym™3& @ v®" @ Alt’& —— Sym™ T 3L @ Al ——=Sym" ' E QN8 2 Q @ N —

T

Symm—2£) QU QE ——> Symm+n—2év ®QE —> Symn_léa ® A\®m—1 ®E—
On va montrer que le carré (i) est forcément égal a (i), ce qui revient & dire que les deux fléches :

Sym™ 3£ @ v®" @ Alt?& —— Sym™ £ Qv ® &
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de (i) et (i’) sont égale. On notera € la différence de ces deux fléches. En utilisant le triangle distingué inférieur de
(3.37) on déduit que € se factorise par Sym"™'& @ A8~ @ &[—1]. Mais le groupe :

hom(Sym™ 3 & @ v®" @ Alt’&,Sym™ ' & @ A*™ ! @ £[—1])
est nul d’aprés la deuxiéme étape puisqu’il s’insére dans une suite exacte :

hom7(Sym™3& @ v®" @ Alt’&,Sym™ ' € @ A8~ @ y[-1])

|

hom7(Sym™?& @ v®" ® Alt’&,Sym™ ' & @ A2~ 1 @ £[-1])

|

homy(Sym™ 3£ @ v®" ® Alt?&, Sym™ ™1 & @ A8 1 ® \[-1))

(on utilise que : Alt?€ ~ v ® \).

Enfin, les cones des trois premiéres floches verticales de (3.37) sont respectivement : Sym™ & ® v®", Sym™ "1 ¢
et Sym™ '€ @ \®™_ Ainsi, en appliquant I'axiome de Poctaédre 3 (3.37), on obtient un triangle distingué de la forme
annonceée.

Etape 4 : Montrons la partie 2 de I’énoncé. Notons que cela prouvera I’unicité des triangles (en prenant r = 0 et
en l’appliquant & deux triangles distingués de la forme (3.35)). Il suffira par dualité de traiter le premier diagramme
de 2.

On part du carré commutatif :

id®bn—1,m

v®" @ Sym™trlg V& @ Sym"1& @ \&m

(am+ﬂ—1,1‘)°‘rl l((an—l,'r‘)oT)®id

b'n-(-'r—l,m

Symn+m+rflg Symn+r71(g: ® )\®m

qu’on compléte en un morphisme de triangles distingués :

idRam — 1,n id®bn_1,m
—_—>

VO @ Sym™m g @ v ———— ®” @ Sym™m Tl g V@ @ Sym"™ & @ N ——

T®id+el l(am+n—l,r)07—

Am—1,n+4n

l((an_l,r)or)t@id

bntr—1,m

Sym™ & @ p@tr Sym™tmtr=le

Sym™ "l E @ ABM ——

avec € une fléche exprimant la différence avec la fleche canonique. 11 s’agit de montrer que € = 0. Pour cela, on remarque
que € se factorise par I’objet Sym™™""!& ® A®™[—1]. Mais le groupe :

hom7(¥®" ® Sym™ ™' & @ v®", Sym" T 1 & @ A\®™[-1))
est nul par la seconde étape de la démonstration. Le théoréme est prouvé. C.Q.F.D

On aurait également besoin de comprendre la structure de I'objet Sym™& ® Sym™&. Pour cela, on dispose du
résultat suivant qui généralise le corollaire 3.6.8 :

PROPOSITION 3.6.11 — Soient (m,n) € (N—{0})2. On définit des fleches
Pmn: Sym™& ® Sym"E —— Sym™ " g et Gmn 2 Sym™E @ Sym"E —— Sym™ 1€ @ Alt’ £ @ Sym™ &
de la maniére suivante. Pour py, , on prend simplement la composée :
Sym™& @ Sym"E —— £OM @ £ = Fmtn —— Gym™mT" L
Pour g n on prend la composée :
Sym™& ® Sym"E —— £OM @ £ = (£ ® &) @ (£ @ £277T)

IR (ERE)RET ————————= Sym™ ' € @ A?E @ Sym™ &
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Alors le morphisme :

( Pm,n ) . Symmg ® Symng . Symm—i-n(g; e (Symm—léa ® A|t2(g> ® Symn—léa)

dm,n
est un isomorphisme.

DEMONSTRATION On raisonne par récurrence sur min(n,m). Lorsque ce minimum vaut 1, le résultat découle du
corollaire 3.6.8. Supposons que le formule est vrai pour le couple (n,m). On tensorise le tout par & pour obtenir
I’isomorphisme :

Sym™& ® Sym"E @ & —— (Sym™T"E @ &) ® (Sym™ 1€ @ Alt’€ @ Sym" 1€ ® &)
Ce qui donne 'isomorphisme :

(3.38)
Sym™& ® (Sym™ T & @ Alt? & @ Sym" 2 &)

(Sym™ g @ Al @ Sym™ L E) @ [(AlPE @ Sym™ & @ Sym™ &) @ ((Al?€)? ® Sym™ & © Sym™ 2 &)
On retrouve facilement le morphisme :
Sym™& @ Sym" & ——= Sym™ "1 & @ Alt?€ ® Sym™ & @ Sym"&
comme facteur direct de I’isomorphisme (3.38). C.Q.F.D

COROLLAIRE 3.6.12 — Soit (n,r) € (N—{0}) ® N. On a un isomorphismes canonique :

Sym™t"& ® Sym"E —— @1 (A*£)® @ Sym*("TDHT e

LEMME 3.6.13 — Pour (m,n) € (N—{0})2, on a un diagramme commutatif :

Sym™ '€ ® Alt’6 @ Sym™" 1 & l—N> Sym™ ' @ v @ A®Sym" &

l lc@r

Sym™& @ Sym"E ——220 ~ Sum™ e @ Sym™ & @ A

DEMONSTRATION La preuve de ce lemme se fait exactement comme celle du lemme 3.6.9. C.Q.F.D

D’ici la fin des préliminaires, on supposera v = I (Uobjet unité de 7). On notera alors a,, : Sym™& — Sym™*'&
la composée :
Sym™E —> Sym™E @ I —> Sym™+l e

On considérera ainsi la suite (Sym™&)men comme un ind-objet de 7 indicé par la catégorie N= {0 > 1 — --- —
n—n+1-...}. Le théoréme 3.6.10 fournit également un ind-triangle distingué :

(3.39) I—Sym™& —=Sym™ ' @ A ——=1I[+1]
ot les fleches du systéme inductif sont données par les morphismes de triangles :

I——Sym™& —— Sym™ ' @ A ——=1[+1

| |

I —— Sym™" g —— Sym™ @ A ——1[+1

]
]
On est bien sir tenté de considérer la colimite de ces systémes inductifs. Pour cela, on supposera que 7 admet les

petites sommes et que le bifoncteur — ® — y commute. On fize alors une colimite homotopique € des Sym*&. On
verra que cette colimite homotopique est définie & un unique isomorphisme prés. On introduit la définition suivante :
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DEFINITION 3.6.14 — Soit B,, un systéme inductif d’objets de T indicés par n € N. On note & une colimite
homotopique des By,. Soit F' un objet de T et € € homy (%, F). Nous dirons que € est une fleche fantome (par rapport

au systeme inductif (Bp)nen) si pour tout n € N, la composée : B, —> B ——F est nulle.
On a le lemme facile suivant :

LEMME 3.6.15 — Gardons les hypothéses et les notations de la définition 3.6.14. Si pour tout n € N, la fleche :
B, —— B,,+1 admet une rétraction, alors toute fleche fantome € est nulle.

DEMONSTRATION On pose Cy = By et pour tout > 1, on choisit un facteur direct C,, de B,, supplémentaire & B,, 1.
Ainsi notre systéme inductif devient isomorphe au systéme inductif évident (®?_,C;)nen. Une colimite homotopique
de ce systéme est alors une colimite catégorique : elle est canoniquement isomorphe & @;enC;. 11 est alors clair que les
fleches fantémes sont nuls dans ce cas. C.Q.F.D

Nous allons donner un critére pour qu’une fléche fantome de source € soit nulle. Ce critére est basé sur le lemme
suivant :

LEMME 3.6.16 — 1- Pour tout (n,r) € N? la fleche :
Sym"t"TEQE —=Sym" @\ ® ¥
obtenue en tensorisant la fleche canonique par € admet une section.

2- De méme, la fleche :
Sym&® € ——=Sym"""EQRE

obtenue en tensorisant la fleche canonique par € admet une rétraction.

DEMONSTRATION Etant donnés les triangles distingués :
Sym™~1& —— Sym™ " TLE —— Sym" e @ A®™ ——

on voit que les parties 1 et 2 sont équivalentes. On s’intéressera donc uniquement & la premiére partie. On raisonne
par récurrence sur r. Pour r = 0, il y a rien & prouver. Supposons que r > 0. On a un triangle commutatif :

Sym™"E —— Sym™" & @ A® L

T~

Sym"& @ \®7
Par I’hypothése de récurrence, on voit qu’il suffit de construire une section 4 :
Sym""lE Q€ ——=Sym"ERARE

En d’autre termes, le cas général découle par récurrence du cas r = 1.
Pour traiter le cas r = 1, on utilise le triangle distingué :

I— Sym""g& ——=Sym"E @ X ——
qui nous raméne en fin de compte & la construction d’une rétraction de :
I ——=Sym"ERE
pour m € N. Pour faire cela, on considére les fléches canoniques :
Sym™& @ Sym"E —— Sym™ " &

En passant & la limite suivant n € N, on obtient une fléche : Sym™& ® ¥ —— ¥ . En remarquant que la composée :

I® Sym"& —— Sym™& @ Sym"E —— Sym™ " g
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s’identifie au morphisme canonique : Sym"& —— Sym™*"¢& , on déduit que la composée :

I ¥ —— Sym™¥¢ ——= &
n’est autre que I'isomorphisme canonique. Le lemme est ainsi démontré. C.Q.F.D
Pour énoncer notre critére, on a besoin d’introduire la terminologie suivante :

DEFINITION 3.6.17 — Soit (C,®,1) une catégorie monoidale unitaire.
1- On appellera objet unitaire de C, un couple (X, z) avec X un objet de C et x: T—— X une fleche de C.

2- Etant donné un objet unitaire (X,z). On appelle X -module (resp. X -module faible) a droite un couple (M, p)
formé d’un objet M de C et d’une flechep: M ® X —= M tel que la composée :

Mol 22 vex 2

est Uidentité de M (resp. est un isomorphisme).

Pour r € N, ’'objet €®" est une colimite homotopique du systéme ((Sym”&)®"),en. Voici notre critére d’annulation
des fléches fantomes relativement & cette colimite :

PROPOSITION 3.6.18 — Soient (X, z) un objet unitaire de (T,®,1) et (M,p) un X-module faiblement unitaire
a droite. On suppose qu’il existe une factorisation de l'unité de X de la maniére suivante :

I——=X

€

avec u le morphisme évident. Alors, toute fleche fantome (relativement o ((Sym™&)®")en ) de €®7 vers M est nulle.

DEMONSTRATION En effet, soit € : ¢®" —— M une fléche fantéme. Considérons la fleche :

eQidg: €¥"RE——=MQ¥E

étant donné que les fléches : (Sym™&)®" ® € —— (Sym™&)®" ® ¢ admettent des rétractions (ce qui découle immé-

diatement du lemme 3.6.16), on déduit que € ® idg est nul.
Etant donné que le carré suivant :

1
‘5®T®]IL>%®T®<{

e®idnl le@idgg
(2)

Mol —2 s Me?

est commutatif, on voit qu’il suffit de montrer que les fléches horizontales admettent des rétractions. Une rétraction
de (1) est donnée par la colimite des :

(Sym™&)®" ® Sym™ & —— (Sym"&)®" ! ® Sym" & ® Sym"E —— (Sym"&)®" @ Sym*" &

Pour définir une rétraction de (2) on compose & droite par M @ € — M ® X . On est ainsi ramené & trouver une
rétraction de :

MeI-2®2 yex

Ceci est clairement possible étant donné que po (id ® z) est un isomorphisme. La proposition est démontrée. C.Q.F.D

Etant donné une catégorie monoidale symétrique unitaire, on a les notions habituelles d’algébres (associatives,
commutatives, unitaires). Comme application de la proposition précédente, on obtient :

COROLLAIRE 3.6.19 — La colimite € des Sym™& est définie a un unique isomorphisme prés. Elle est canonique-
ment munie d’une structure d’algébre commutative et unitaire. De plus étant donnée une algébre commutative unitaire
U et une factorisation :

I1—

e

&
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il existe un unique morphisme d’algébres unitaires f : € —— % prolongeant le f;.

DEMONSTRATION Montrons d’abord que € est défini & un unique isomorphisme prés. Soit ¢’ une autre colimite homo-
topique de (Sym" &) pen. Etant donné que la colimite est unique & un isomorphisme prés, on dispose d’un isomorphisme
¥ —— > @' rendant commutatifs les carrés :

Sym"E ——= ¥

||

Sym"& —— ¢!

Soient i1 et i3 deux tels isomorphismes, et appelons € =iy — i1 : ¥ ——= ¢’ leur différence. Il est clair que € est une
fleche fantome. Pour montrer que € est nulle, il suffit d’appliquer la proposition précédente avec :

- (X,z)=(¢",v')ouu': I——= %" est le morphisme canonique,

-M=%"etp: € ¢ —¢" lacolimite des : Sym"& ® Sym"& —— Sym*"& .
D’ou l'unicité de ¥ & un unique isomorphisme prés.

Pour définir une structure d’algébre unitaire sur €, on prend la colimite des Sym"& ® Sym"& —— Sym*"&

qu'on noteram : ¥ ® ¥ —— ¥ ainsi que le morphisme évident u : T ——= % . Pour montrer que m est associatif,
on considére la différence €’ des deux fleches possibles :

¢ —=¢

auquel on applique la proposition précédente avec (X, z) = (¢,1) et (M,p) = (¥, m). On est ainsi ramené & 1’associa-
tivité du produit :

(Sym"&)®3 —— Sym®"¢
Ce qui est clair. On fait de méme pour prouver la commutativité et le fait que u est une unité pour m.

On s’intéresse maintenant & la derniére partie de ’énoncé. On construit d’abord ’extension f. Pour tout n > 1, la
composée :

o multiplication

&on xon u

est Y,,-équivariante. Elle passe ainsi au plus grand quotient ¥,-invariant de £&®" et fournit des fleches :

fn: Sym"& ——
On vérifie immédiatement que les carrés suivants sont commutatifs :

Sym"& ® Sym"& —— Sym?" &

fn®fnl lf%

USU /4

De plus la famille des f,, est 'unique extension de f; ayant cette propriété et les triangles suivants :

Sym"& —> Sym"™t1g
fn
/4
sont commutatifs. En passant & la limite suivant n, on obtient alors un morphisme :
f:€——u

Soit f’ un autre tel morphisme. On pose € = f — f'. C’est clairement une fleche fantéme par I’unicité des f,. On voit
alors qu’il est nul, en lui appliquant la proposition 3.6.18 avec X = % et M = % . D’ou 'unicité de f. La preuve que
f est un morphisme d’algébres unitaires se fait de la méme facon. C.Q.F.D

DEFINITION 3.6.20 — La colimite homotopique de (Sym"&)nen bien définie & un unique isomorphisme prés sera
noté Sym™&. C’est naturellement une algébre commutatif unitaire.



3.6. LE SYSTEME DE SPECIALISATION LOGARITHMIQUE ET LE TRIANGLE DE MONODROMIE 407

Notons également le corollaire suivant :
COROLLAIRE 3.6.21 — Supposons que l’objet unité I est compact. Il existe un unique triangle distingué :
I —— Sym*& —— Sym>& @ A ——[[+1]
tel que les diagrammes suivants :
I — Sym"t'g& —— Sym"& @ A ——I[+1]

| ]

I —— Sym®*& —— Sym™& @ A ——1[[+1]

DEMONSTRATION L’existence s’obtient en prenant la colimite du ind-triangle distingué (3.39). Il s’agit de montrer
l'unicité de ce triangle. On commence par 'unicité de Sym®& —— Sym*& ® X .

Pour cela, on se donne deux tels morphismes et on note € leur différence. C’est bien une fléche fantome. On montre
qu’elle est nulle en lui appliquant la proposition 3.6.18 avec X = Sym>& et M = Sym™& & .

Montrons 'unicité du morphisme connectant Sym*& ® A —— I[+1] . Par construction de la colimite homoto-
pique, on dispose d’une suite exacte :

hom7(I[+1], ®nSym™& ® \) —= hom7(I[+1], Sym®& ® A) — hom7(I[+1], HnSym™& @ A[+1))

Comme I est compact, ceci montre que hom(I[+1],Sym™& @ A) = 0.
Deux triangles distingués ayant la méme forme que celui de ’énoncé sont isomorphes :

I —Sym*& —— Sym™& @ A —— [[+1]
I ——Sym*& —— Sym™& @ A —— [[+1]

Pour conclure, il suffit de montrer que la fleche u est 'identité. Mais u — id se factorise par une fléche de I[+1] vers
Sym®& ® A. C.Q.F.D

3.6.2 Le logarithme de H(Gm)

Soit k un corps de base. On se donne un 2-foncteur homotopique stable H définit sur Sch/k. Rappelons le diagramme

commutatif :
J

Gm Al o
\ lp/
q
Spec(k)
On fait la définition suivante :
DEFINITION 3.6.22 — La transformation naturelle de Kummer, est le 2-morphisme

ek : 1hGm) (—1)[~1] — tdn(cm)

entre les foncteurs identiques de H(Gm) (la source étant convenablement twistée et décalée) définie par la composition
sutvante. On considére le triangle commutatif :

(3.40) Gm —2> Gm x4 Gm

Gm

avec pr1 la projection sur le premier facteur. On prend alors pour ex la composée :

idH(Gm) (=1)[-1] — pri.pri —— pri. A A*prf ——> idH(Gm)
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ot la premiére fleche est celle déduite de l’identification canonique : pri.pri ~ idycm) @ idnem)(—1)[-1].
On est surtout intéressé par le 2-morphisme ex appliqué au foncteur ¢* :
exq" s ¢*(—1)[-1] —= pri.pri¢* —— priAA prigt —— ¢*
Les deux lemmes suivants décrivent 'image directe par g, de ce 2-morphisme :

LEMME 3.6.23 — La composée suivante :

g+exq” "

¢xq* (=1)[~1] 4«q )

ot la seconde fleche est celle induite par lidentification canonique q.q* =~ idpr) © idnr) (—1)[—1], est nulle.

DEMONSTRATION Notons i1 : Spec(k) —— Gmy la section unité de Gm. On a un diagramme commutatif de k-
schémas :

Spec(k) B Gm

ill lidxil
A

Gm ——— Gm X Gm
Le 2-morphisme ¢,¢* —— idn(x) de I’énoncé s’identifie a :
Q" — Quiraiiqt —— idH(Ic)

D’autre part, il est clair que le morphisme canonique idy(gm)(—1)[—1] —— pri.pri utilisé dans la définition de ek
est le noyau du 2-morphisme scinde :

priwpr; —— prix(id x i), (id x i1)*pr ~ idpgm)

Le résultat découle alors du diagramme commutatif de 2-morphisme suivant :

Pri«pry pricAA*prf PricAyid; A*prs

| |-

pT‘l*(id X 21)*(1d X il)*p’f'f —>p’f‘1*(id X Zl)*ll*lf(ld X 1:1)*])7'1< —N>p’l'1*(i1 X Zl)*(ll X il)*pf'l

auquel on applique ¢, a gauche et ¢* & droite. C.Q.F.D
LEMME 3.6.24 — On a un carré commutatif :

(Ul

g™ (=1)[-1]

l@)

q+q"

gsexq*

avec (1) le morphisme d’unité et (2) celui déduit de l’identification canonique q.q* ~ idy(k)y © idyr)(—1)[—1].

DEMONSTRATION Par le lemme précédent, on dispose d’une unique factorisation de g.exq* :

i.dH(k)(_l)[_l]

e

ek q”

geq*(—1)[~1] 4xq*

Ainsi pour prouver le lemme, il suffit de montrer que la composée :

iduge (—1)[~1] — gug*(~1)[-1] — 2= g g idu(r) (—1)[-1]
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est égale & 'identité. Considérons d’abord le diagramme commutatif :

Gmi>Gm XkaLGm

N

pry

Gm —> Al X Gm —— Al
On déduit un diagramme commutatif :
idu(k) (—1)[=1] —— pup* (—=1)[-1] —— pupri pri’p* — pupri, AL A" prip* g.q" iduery (—1)[~1]
idn(r) (—1)[~1] — qug*(=1)[-1] —— @uPr1.priq* —— qpri- A A% prig* 4«q* idn(r) (—=1)[-1]

Ce qui nous raméne & démontrer que la composée de la ligne supérieure du diagramme précédent est égale a ’identité.
Considérons maintenant le diagramme commutatif :

Gm 7 AL L Spec(k)

]

Al x Gm —>

idxj

_axi
i
Ty
A

La fleche canonique g¢.q* — idy()(—1)[—1] est définie par la composée :

Q" — DuuJ*PF —— puini'p*[+1] ~ i'p*[+1]

De méme la fléche canonique p.pr], pri*p* —— p«p*(—1)[—1] est définie par la composée :
1+PT1

Papr, pri Pt ——= puprt, (id x j)«(id x j)*pri”p* —— pupr{, (id x 9).(id x §)'pr{*p* = p.(id x i)' pri"*p*
Mais on a un diagramme commutatif :

Pupry pryp* —— puprt, (id x j), (id x §)*pri*p* —— p.pri, (id x i).(id x i)' pri*p*

| |

4:q" DuJej*p* Puii'p*[+1]

du fait de la compatibilité du morphisme connectant du triangle de localité avec les morphismes de changement de
base (voir la sous-section 1.4.7). Ceci termine la preuve du lemme. C.Q.F.D

Le résultat suivant est un corollaire immeédiat des lemmes 3.6.23 et 3.6.24 :

COROLLAIRE 3.6.25 — La fleche querxq* @ g«.q*(—=1)[—1] ——=q.q¢* est donnée, modulo les identifications
canoniques, par une matrice de la forme :

( zod (t) ) s i) (—1)[=1] @ i) (=2)[-2] —— idnk) S idner) (—1)[-1]

avec t : idy(g)(—2)[—2] —— idn)(—1)[—1] une certaine transformation naturelle qu’on ne précisera pas.

Dans la suite, on supposera que le 2-foncteur homotopique stable H est muni d’une structure monoidale symétrique
unitaire. Pour un k-schéma quasi-projectif X, on notera ® x et I x le produit tensoriel et 'objet unité de H(X). Lors-
qu’on supposera que (H(X), ® x) est fermée, on notera comme d’habitude Hom y (—, —) le bifoncteur homomorphismes
internes. Sauf mention du contraire, on supposera les conditions de 'hypothése suivante vérifiées :

HYPOTHESE 3.6.26 — 1- Le 2-foncteur homotopique stable admet les petites sommes et il est parfait pour elles.
Il est Q-linéaire et séparé. Les catégories monoidales H(—) sont fermées et leur objet unité est compact.
2- Les groupes de morphismes suivants sont nuls :
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~ hompyx)(I(m),1[n]) = 0 pour n € {—2,—1,0} et m € N — {0},
- homH(k)(]I H( )) 0.
3- L’objet Alt?(I(1)) est nul. En d’autres termes, I(1) est pair de dimension 1 au sens de Kimura [Kim05].

En appliquant la transformation naturelle de Kummer & l'objet unité de H(Gm), on obtient une fleche ex :
Igm(—1)[-1] — Igm - Notons le lemme suivant :

LEMME 3.6.27 — L’annulateur dans endygm)(Iom) de la fleche ex est lidéal nul.

DEMONSTRATION En effet, homH(Gm) (]IGm;]IGm) = homH(k) (H;Q*]I(Gm) = homH(k) (H,]I@,]I(—l)[—l]) = hOmH(k)(I[,]I).
1l suffit donc de prouver que I'annulateur de ex dans endy)(I) est nul. Pour cela, il suffit de remarquer que g.ex
contient comme facteur direct l'identité de I(—1)[—1]. C.Q.F.D

Vu le lemme précédent, on voit que I’hypothése 3.6.26 implique I’hypothése 3.6.1 de la sous-section précédente avec
v =1Ign et A = Ign(—1). Dans la suite, on utilisera librement les résultats établis dans cette sous-section.

LEMME 3.6.28 — Il existe, 4 un unique isomorphisme prés, un triangle distingué :

(341) Tom(—1)[-1] —> Igm H Tom(—1)
L’objet & ainsi défini, est connu sous le nom du torseur de Kummer.

DEMONSTRATION Complétons la fleche ek : Igm(—1)[—1] —— Iy, en un triangle distingué comme dans 1’énoncé.
Il s’agit de montrer que le triangle ainsi obtenu, n’admet pas d’endomorphismes non triviaux induisant ’identité sur
]I(;,m(—l)[—].] et Tgm-

Pour cela, on choisit un tel endomorphisme :

T (—1)[-1] — I H T (—1)
| e
Igm (—1)[-1] Tgm H Igm(-1)

L’endomorphisme € se factorise par une fleche I(—1) ——= ¢ . Mais par le lemme 3.6.4, on voit qu’une telle fleche
est forcément nulle. D’ot le résultat. C.Q.F.D

DEFINITION 3.6.29 — Le logarithme Log” = Sym™ ¥ est la colimite homotopique de l’ind-objet (£ 0g,)nen
H(Gm) donné par Log,, = Sym™(X'). Par le corollaire 3.6.19, le logarithme est unique & un unique isomorphisme
prés. De plus, il est naturellement muni d’une structure d’algebre associative, commutative et unitaire.
On dispose également d’un triangle distingué canonique :
(3.42) Zog¥(—1)[-1] —=Tgn — Log¥ —— ZLog"(-1)

Ce triangle est & la base du 2-triangle distingué de monodromie. On aura besoin du lemme clef suivant :

LEMME 3.6.30 — Rappelons que l’on note q la projection structurale du k-schéma Gm. On a des triangles
distingués canoniques dans H(k) :

(3.43) I(-n—1) —2>1—%> q,.Log¥ —>I(—n—1)[-1]
avec a et b donnés respectivement par les composées suivantes :

[— qllom —¢.Logy et qLog) — qlem(—n) —=1(—n—1)[-1]
De plus les diagrammes suivants :

(3.44) I(—n—-1) e ¢Log) —T1(—n—1)[-1]

| }

I(—n-2) —>]I—>q*.fogn+1—>ll(—n 2)[-1]
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sont des morphismes de triangles distingués.

DEMONSTRATION Notons qu’une fois les triangles distingués (3.43) construits, il est clair que le diagramme (3.44) est
un morphisme de triangles distingués. En effet, il suffit de compléter le carré commutatif au centre et d’utiliser le fait
que homy gy (I(—n — 1),T(—n — 2)) = homy, (I,1(-1)) = 0.

Pour tout m € N, on choisit deux triangles distingués :

[—%> ¢, Log), — > Cp —> et Ny ——> g, Log¥, —2=T(-m—1)[-1] —>

Dans la suite, on raisonnera par récurrence sur n. Lorsque n = 0, le résultat découle de l’identification g,I ~
I @ I(—1)[—1]. On supposera alors n > 0. On divise argument en trois étapes. On commence par une réduction :

Etape 1 : Une réduction. Nous affirmons que pour prouver le lemme au rang n, il suffit de montrer que :
1. C,, est isomorphe & I(—n — 1)[-1],
2. N, est isomorphe 4 I.

Cette étape est consacrée a la preuve de cette affirmation. On dispose donc de deux triangles distingués :
I—2> q.Log) LS I(-n—1)[-1] —— et I LN gL ogy LA I(-n—1)[-1] ——
Etant donné que homy ) (I, I(—n — 1)[—1]) = 0, on voit que les deux composées :

[—%> ¢ Zog! —=T(—n—1D[-1] et I—2>qLog! —L=T(—n—1)[-1]

n

sont nulles. Il existe alors des fléches rendant commutatifs les carrés :

[—— g..Zog, I o gL og,,
N

Yo Voo,

[—— Q*-’go.qx [— q*-iﬂogx

En composant verticalement, on déduit deux carrés commutatifs :

I—%> q.ZLog) [—— ¢..Log,,
u’oul H uou'l H
I—2> g..%Zog, I ——= g..%og,

On voit alors que les fleches id — u' ou et id —u o u' se factorisent & travers Pobjet I(—n — 1)[—2]. Ils sont donc nuls vu
que homy gy (I, T(—n — 1)[-2]) = 0 (par I'hypothése 3.6.26). Ceci montre que u et u' sont inversibles. On déduit alors
I’existence d’un triangle distingué :

I(-n—1) —>1—*> q.Logy —2>T(-n—1)[-1]

Il reste & montrer que € est nul. On prouvera en fait que b admet une section.
Pour cela, on considére le morphisme I(—n — 1)[—1] —— Zog, qui apparait dans le triangle distingué :

I(—n—1)[-1] —— ZLog) — ZLog, .1 —=1(-n—1)
On va montrer que la composée :
I(—n—1)[-1] — ¢.I(—n = 1)[-1] — g..Log)] —=T(-n—1)[-1]

est l'identité. On remarque alors qu’on dispose d’un diagramme commutatif :

| |

I(—n—1)[-1] — ¢.I(—n— 1)[-1] — q..Log) ——1(—n—1)[-1]
I(n—1)[~1] —— q.I(-n— 1)[~1] — ¢.I(-n) ——1(-n—1)[-1]
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déduit du morphisme de triangles distingués :

Log) — Zogy, 1 —Ign(—n—1) ——

L \

]I@m(—n) —_— f(—n) E—— ]I@m(—n - 1) e

Le résultat découle alors immédiatement du corollaire 3.6.25.

Etape 2 : Un isomorphisme C,, ~ I(—n — 1)[=1]. On utilisera ’hypothése de récurrence pour construire un tel
isomorphisme. On dispose d’un morphisme de triangles distingués :

I(—1)[-1] I A I(-1)

L |

ZLogy 1(—1)[-1] —=1—— Loy, — Log, 1(-1)

En appliquant ¢, et en utilisant le corollaire 3.6.25, on obtient une suite de deux morphismes de triangles distingués :

0[-1] [—————] 0

| | | |

I(-1)[-1]eI(-2)[-2] —=1a I(-1)[-1] —— q..* ——1(-1) ® I(-2)[-1]

| | l |

@2 0g, 1 (=1)[-1] ——T&I(-1)[-1] — ¢.L0g,] — ¢=L0g;_(~1)

En appliquant ’axiome de l'octaédre aux deux carrés commutatifs :

[———1I [=———1
l |- l |
I I(-1)[-1] — ¢.ZLog, IoI(-1)[-1] —— gt

on obtient un morphisme de triangles distingués :

I(-D[-1]eI(-2)[-2] —=I(-1)[-1] —= C1 ——=I1(-1) & I(-2)[-]1]

| | |

GZogn 1 (=1)[-1] ——=I(-1)[-1] Cn 4 L0ogy_1(—1)
Formons alors le diagramme commutatif suivant :
I[(=)[-1]——=T(-D[-] I I(-1)
I(-1)[-1]& I(-2)[-2] — I(-D[-1] —= [(=2)[-1] —= I(-1) ® [(-2)[-1]

T T

gZogy_ 1 (=1)[-1] ——I(-1)[-1] n gLog,_1(—1)

En composant, on obtient un morphisme de triangles dlstlngués :

I[(-D[-1]=——=1( 0 I(-1)

‘| H | |

q*foglffl( )[ 1]—>H [ 1 —Ch —>(I*$0.gn 1( 1)

Il est facile de se convaincre que a” est isomorphe (mais pas forcément égale) & a(—1)[—1]. Ainsi un cone de a'’ est
isomorphe & Cp_1(—1)[—1] = I(—n — 1)[—2]. L’isomorphisme recherché s’obtient alors en appliquant encore une fois
I’axiome de I’octaédre.
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Etape 3 : Un isomorphisme N, ~ I. On procéde de la méme maniére que I’étape précédente. On a un morphisme
de triangles distingués :

ZLogn_1 Zogy —— lgm(—n) ——— ZLog,_;[+1]
Igm(—n — 1) — A (—n + 1) — Igm (—n) — Lgm(—n — 1)[+1]

En appliquant g, et en utilisant le corollaire 3.6.25, on voit qu’on dispose d’une suite de deux morphismes de triangles
distingués :

ZLogy_, ¢ ZLogy; ——1(—n) @ I(—n—1)[-1] g Logy_1[+1]

| | | |

I(-n+1)®I(—n)[-1] — ¢ # (—n + 1) ——=I(—n+ 1)[+1] @ I(—n) ——= I(—n) & I(—n — 1)[-1]

| | | |

00—~ I(~n—1)[~1] =———I(—n—1)[~1] 0[+1]

On applique ensuite 'axiome de 'octagdre aux carrés commutatifs :

g Logy) ——1(—n)®I(—n— 1)[-1] gt ————T1(—n)®I(—n— 1)[-1]

l l | |

I(—n — D[~1] ———I(~n— D[-1] I(=n - 1)[-1] ——T(-n - D[-1]

On obtient ainsi un morphisme de triangles distingués :

@Logy J\r I(—n) gL ogy_1[+1]
I(—n+1) ® I(—n)[-1] Ny I(—n) I(—n+1)[+1] @ I(—n)

Et de 14 le morphisme de triangles distingués :

0L 0gy_4 Ny, I(-n) @ ZLogy_4[+1]
I(-n)[-1] —— 0 ——I(-n) ——=1(-n)
L’axiome de I'octaédre fournit alors un isomorphisme I ~ N,,_; ~ N,,. Le lemme est démontré. C.Q.F.D
COROLLAIRE 3.6.31 — Le morphisme canonique g, — Log" induit un isomorphisme 1 ~ q..Log" via la

composée :
I —— g.lem —— ¢.Log"

DEMONSTRATION Etant donné que p, commute aux colimites homotopiques (H étant supposé parfait pour les petites
sommes), on déduit par passage a la colimite des traingles (3.43) un triangle distingué :

HoColim,I(—n — 1)[—2] —— HoColim,I —— p..Z£0g"¥ —— HoColim,I(—n — 1)[—1]
La premiére colimite homotopique est nulle étant donné que les morphismes de transition du systéme inductif cor-
respondant sont nuls. La deuxiéme colimite vaux I puisque le systéme inductif correspondant est stationnaire. Le

corollaire est démontré. C.Q.F.D

Remarque 3.6.32 — Les analogues (¢-adique, Hodge, etc) du résultat précédent sont bien connues. La preuve
classique repose sur un calcul de suite spectral. A ce propos, le lecteur peut consulter [HW98].
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3.6.3 Le systéme de spécialisation logarithmique

Rappelons le diagramme commutatif suivant :

(Gm—>A1<i—S

N

On introduit un nouveau systéme de spécialisation de base (A}, 7,4) :

DEFINITION 3.6.33 — Le systéme de spécialisation logarithmique est le systéme de spécialisation noté log défini
par :
log;(A) = x7(A® ZLog")

pour tout k-morphisme f: X — Ap et A € Ob(H(X,)).

Dans cette section, on étudiera les propriétés de log comme on ’a déja fait pour Y. Remarquons tout de suite, que
le morphisme évident Ig, — ZLog" induit un morphisme de systémes de spécialisation :

X — log
On a l'analogue de la proposition 3.4.9 pour log :

PROPOSITION 3.6.34 — Gardons les notations du diagramme (3.24). Pour tout n € N*, la composée des
2-morphismes suivants :

1 —i*(en)*p* — i*juj*(en)*P* —— Xe. (en):,q* —log,, (e n)*q*

est un 2-isomorphisme.

DEMONSTRATION Avant d’entamer la preuve de 3.6.34, montrons que pour tout n € N — {0}, l'objet (en);/log}(, est
canoniquement isomorphe & Logy;. Le foncteur (en); étant monoidal, il suffit d’exhiber un isomorphisme entre (e,); %"
et . Pour cela, on étudie action de (e,); sur la classe de Kummer. En utilisant les morphismes de changement de
base, on voit immédiatement que

(en)jex t Tgm(—1)[-1] —T

est la composée :
Igm (—1)[=1] —— pri.prilem —— pri«Pox Prprilem —— priprilom —— pricAcA*prilom =~ Igm

avec P, : Gm X Gm — Gm x Gm le morphisme de schémas donné par ’association : (z,y) ~ (z,y™). Puisque H
est Q-linéaire et séparé, le lemme 3.4.13 affirme que la composée :

priaprilom —— priwPuaPiprilen —— pri.prilom
est un isomorphisme. Il est facile de voir qu’il respecte la décomposition pri.prilem =~ Igm @ Igm(—1)[—1]. Cet

isomorphisme induit donc un isomorphisme a : Igy(—1)[—1] —— Ign (—1)[—1] rendant commutatif le diagramme :

(en)yex

/’/—\

]IGm(_]-)[_l] > p'rl*pri:l[@m > pTl*Pn*P;:pTI]IGm o pTl*pTTHGm —>p7“1*A*A*prfl[Gm ~ lgm

| =

« Tem (=1)[-1]

On obtient alors un isomorphisme (dans la catégorie des fleches) : (e,)pex ~ ex induisant un isomorphisme ¢~ ~
(en)y X .
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Passons & la preuve de la proposition 3.6.34. Par ce qui précéde, il suffit de traiter le cas n = 1. Il faut donc prouver
que la composée des 2-morphismes suivants :

11— i*p* ——=i*j.j*p* —> xiaq* log;qq*

est un 2-isomorphisme. Rappelons que ’on dispose d’une transformation naturelle ¢x —— Xid définie par la com-
posée :

~

qx D+ Jx P*Z*Z*J* — 7/*.7* = Xid

Cette transformation naturelle a été utilisée dans la preuve de la proposition 3.4.9. On sait que cette transformation
naturelle est un isomorphisme lorsqu’elle est évaluée sur des objets de la forme ¢*(?) (ainsi que des extensions de tels
objets).

Considérons le diagramme commutatif :

1 — Xidq* — xid(¢*(—) ® ZLog")

N

g — 0:(¢*(—) ® Log")

On voit alors que la fleche (?) est un isomorphisme (on utilise que H est parfait pour les petites sommes). D’autre
part, la composée :

1 aq* 2(¢*(—) ® Log")
s’identifie 3 :
(-)®T——(-) ® ¢ug*] — (—) ® ¢ ZLog"

Par le corollaire 3.6.31, on sait que cette composée est inversible. La proposition est prouvé. C.Q.F.D

Le corollaire suivant s’obtient & partir de la proposition 3.6.34 de la méme maniére que le corollaire 3.4.15 s’obtient
de la proposition 3.4.9.

COROLLAIRE 3.6.35 — On reprend les notations du corollaire 3.4.15. Pour tout n,m € N*, la composée des
2-morphismes suivants :

(em)s —= 1" (en')"p* —=i*juj* (€)' p* — Xep (e7')7¢" ——= logey (e7')74"

est un 2-isomorphisme.

On dispose également d’une structure pseudo-monoidale sur les foncteurs log, obtenue en prenant les accouplements
suivants :

logsA®logB —— x;((A® ZLog") ® (B® ZLog")) — x7((A® B) ® (L0g")®?) — x;((A® B) ® Log")

La derniére flache étant la multiplication de l'algébre ZogV. En utilisant le fait que cette algébre est associative,
commutative et unitaire, on déduit que log, est un foncteur pseudo-monoidal symétrique et que la transformation

naturelle : X ——log est un morphisme de systémes de spécialisation pseudo-monoidaux.

Supposons que le 2-foncteur monoidal homotopique et stable H est fermé. Soit R un objet de H(k). On définit les
opérateurs de dualité D, et D, par :

DTI(_) = Hom(_a f,;q*R) et DU(_) = HoJ(_:f:rR)

On en définit un morphisme de commutation & la dualité :

(3.45) sp;* o Dy — D, ospf*

par la méme recette que celle du théoréme 3.4.20. On a alors :

THEOREME 3.6.36 — On suppose que le corps k est de caractéristique zéro. Pour toute classe d’objets A C

Ob(H(k)) et tout objet E de H{(X,,), le morphisme sp?og oD, (E) —= Dy o sp?og (E) est inversible.
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On fait la définition suivante :

DEFINITION 3.6.37 — Le triangle de monodromie pour log est le 2-triangle distingué :

log ;(—1)[-1] Xf log; — > log;(—1)
obtenu a partir du triangle distingué (3.42). La transformation naturelle N est appelée lopérateur de monodromie.

On termine notre étude du systéme de spécialisation logarithmique en prouvant une compatibilité du triangle de
monodromie avec la dualité. On note d’abord la proposition suivante :

PROPOSITION 3.6.38 — Soit R un objet de H(k). Soit f : X —— A} un k-morphisme. Il existe un accouplement

naturel :
XDy A ® xsA — fIR(-1)[-1]

induisant un morphisme de commutation a la dualité :
XfDyA —— DyxsA(-1)[-1]

Lorsque le corps k est de caractéristique nulle, alors pour toute classe d’objets A C Ob(H(k)), ce morphisme est
inversible pour A dans HY (X,)).

DEMONSTRATION L’accouplement naturel est celui obtenu en prenant la composée :
XfDpA ®xfA——xsDyA® A —— x;fiR—— fixiaR —— fiR(-1)[-1]

ol le derniére fleche est celle déduite de 'isomorphisme canonique x;qR = R ® R(—1)[-1].
Montrons que le morphisme de commutation & la dualité est bien inversible. On se raméne par la méthode habituelle
atraiter lecas A =l et f =e, ot f = e]. On se raméne immédiatement & montrer que ’accouplement hyperbolique :

(ReoR(-1))@(Ia®I(-1)) —= R(-1)
est non-dégénéré. Ceci est vrai. C.Q.F.D

Soit A un objet de H(X,). En appliquant I'opérateur de dualité D, au triangle de monodromie, on obtient le
triangle suivant :

D, (log; A(~1)) 2™ D, (log;4) — = D, (x;A) — D, (log(~1)[~1])

qui s’identifie au triangle distingué :
Ds(logsA)(1) —— Ds(logsA) —— Dy (xs(A)) — Ds(log;(4))(1)[+1]
On a le théoréme suivant :

THEOREME 3.6.39 — On a un morphisme de triangles distingués :

l0g;Dy(4)(1) ~ log; Dy (4) —> x;Dy(A)(1)[1] —> log;Dy(A)(1)[1]

| | | l

D (log; A)(1) —-% D, (log;A) —— D, (xs(A)) —> Ds(log(4))(1)[1]

ot les fleches verticaux sont les morphismes de commutation & la dualité et le triangle supérieur est le triangle de
monodromie décalé et twisté. Lorsque le corps k est de caractéristique nulle, alors pour toute classe A C Ob(H(k)), ce
morphisme est un isomorphisme de triangles dés que A € Ob(H{(X,)).

DEMONSTRATION La derniére assertion est mise pour mémoire. Il s’agit simplement de prouver que le diagramme de
I’énoncé est commutatif. Ainsi on divisera la preuve en trois parties, chacune consacrée & la commutation d’un des
trois carrés constituant le diagramme.
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Etape 1 : L’anti-commutation du carré :

N(1)
108Dy (4) (1) - log Dy (4)

D, (log;A)(1) =% D, (log; A)
On se raméne immédiatement par adjonction & montrer I’anti-commutation du carré :
(3.46) log;Dy(A) ® log; A ——log;D,(A)(—1) ® log; A
log D, (A) ® log(A)(—1) FAR(-1)

En revenant aux définitions, on voit immédiatement que les deux composées possibles du carré (3.46) sont égales aux
deux composées possibles du diagramme suivant :

Xx7(Dyp(A) ® Log¥) ® xs(A® LogV)

X7 (Dyp(A) ® A® Log¥ ® LogV)

xs(fiR® Log" ® Log")

R® x5(fi(Log¥ ® Log"))

R® flxia(Log" @ Log")

R® fixia(Log¥ (1) ® Log")

|

R® fixia(Log" (1)) = fI(-1)

R® fyxid((Log¥ ® Log¥(-1)))
Ainsi, il suffira de montrer I’anti-commutation du carré :

Xid(Zog" ® Log¥) —— xia(Log"(-1) ® Log")

l l

Xid((ZLog¥ ® Log"(-1))) —= xia(Log"(-1)) = I(-1)
D’aprés la proposition 3.6.11, on dispose d’une décomposition en somme directe :
ZLog¥ & (Log¥ @ A’ ¥ @ Log¥) —— Log" @ Log"
Vue que homy ) (I, I(—1)[-1]) = 0, on déduit immédiatement que les deux composées du diagramme :

Xid(Z0g9") ——— xia(Log" ® Log") —— xia(Log"(—1) ® Log")

| |

xid((Log¥ ® Log¥(-1))) — xia(Log"(-1)) ~ I(-1)

sont nulles. Ceci nous raméne & montrer que les deux composées possibles de diagramme suivant :

Xid(Log" @ A’ H ® Log") ——— xid(Log" @ Log") ——— xia(ZLog"(~1) ® Log")

| |

Xia((£0g” ® ZLog"(—1))) — xia(Log"(-1)) ~I(-1)
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sont égales & un facteur (—1) prés. Par le lemme 3.6.13, on a un carré commutatif :

Log¥ @ A2 @ Log¥ —— Log¥ @1(—1)® Log"

| l

Log¥ ® Log¥ ———— Log¥ @ Log"(—1) ——— Log"(—1)

On déduit que la premiére composée, & savoir :
(3.47)
xid(-Zog" @ A’ H & Log") — xia(Log¥ ® Log") — xia(Log" @ Log¥(—1)) — xia(Log" (-1))

est égale & la composée suivante :
xid(ZLog¥ @ A’ ¥ @ ZLogV) — s xia(Zog¥ @ I(-1)® LogV) = X7(ZLog¥ @ LogV)(—1) —= xs(Log")(-1)

Remarquons d’autre part que la seconde composée, & savoir :
(3.48)

Xid(-Zog" @ A’ H & Log") — xia(Log¥ ® Log") — xia(Log"(—1) ® Log") — xia(Log" (-1))

s’obtient de la premiére en faisant agir la permutation des facteurs sur la source contenue dans .Zog¥ ® Log". Cette
permutation agit par —id sur Alt?.#". D’autre part, la multiplication : Zog¥ ® Log¥ — Log" est commutative.

11 vient de tout cela que les composées (3.47) et (3.48) s’obtiennent 'une de 'autre par multiplication par (—1). D’ou
lanti-commutation de notre carré.

Etape 2 : La commutation du carré :

log Dy (A) —— x7(Dy4)(1)[1]

| |

D;(log;A) Ds(x7(4))

On se raméne par adjonction & montrer la commutation du carré :

(3.49) log ¢ (Dy(A))(=1)[-1] ® x7(A) —— x7(Dy(4)) ® xs(4)

| l

log (D, (A4))(—=1)[-1] ® log;(A4) R[]

En revenant aux définitions, on voit immédiatement que les deux composées possibles du carré (3.49) sont égales aux
deux composées possibles du diagramme suivant :

Xf(Dy(A4) ® Log"(—=1)[-1]) ® xs(A)

X7(Dy(4) ® A® Log¥(-1)[-1]

xs(f;R® ZLog¥(—-1)[-1])

R® foxia(Log¥(-1)[-1]&1T) R® fixia(I®1)

\

R® fixia(ZLog¥(-1)[-1] ® Log") —— R® fixia(Log"(-1)[-1]) —= R® fI(-1)[-1]
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11 vient qu’il suffit de prouver la commutation du diagramme suivant :

Xid(ZLog" (~1)[-1]) xia ()

| e

Xia(Zog" (—=1)[-1] ® Log") — xia(Log" (—1)[-1]) —=L(-1)[-1]

Remarquons pour cela que xig(ZLog¥ (—1)[—1]) = I(—1)[—1]. De plus, modulo cette identification, la composée :

xid(ZLog" (—=1)[-1]) xia(I) I(-1)[-1]

est 'identité. Il reste donc & montrer que la composée :

I(=D)[-1] = xia(Log" (-1)[-1]) — xia(Log" (-1)[-1] ® Log") — xia(Log" (-1)[-1]) —=I(-1)[-1]
vaut 'identité. Pour cela, il suffit de remarquer que la composée en question est égale 4 la composée de :
I(-1)[-1] — xia(I(=1)[~1]) — xia(ZLog" (= 1)[-1]) ——I(=1)[-1]

Cette derniére vaut l'identité.

Etape 3 : La commutation du carré :

xf(DyA)(1)[1] —— log (D, A)(1)[1]

| |

Ds(xs(A)) — Ds(log;(4))(1)[1]

Par adjonction, on se raméne immédiatement & la commutation du carré :

(3.50) X7Dy(A) ® log; A(=1)[-1] —— log D, (4) ® log;A(—1)[-1]
XsDy(4) ® x7(4) fiR(=1)[-1]

En revenant aux définitions, on voit immédiatement que les deux composées possibles du carré (3.50) sont égales aux
deux composées possibles du diagramme suivant :

XsDy(A4) ® x5 (A ® ZLog¥ (-1)[-1])

|

xf(Dy(4) @ A® Log¥(—1)[-1]

Xt (fR ® Log¥(-1)[-1])

l

R® fixia(1® Log"(—1)[-1]) — R ® fixia(Log"(-1)[-1] ® Log")

l |

R® fixia(I®1) R® flxia(Log¥ (-1)[-1])
R fI(-1)[-1]
Ce qui nous raméne encore une fois & la commutation du diagramme suivant :

Xid(ZLog" (~1)[-1]) xia ()

| e

Xia(Z0g" (=1)[-1] ® Log") — xia(Log" (-1)[-1]) —I(-1)[-1]

Ce diagramme a été traité dans ’étape précédente. C.Q.F.D
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3.6.4 Retour au systéme de spécialisation cycles proches unipotents

On termine ce paragraphe par la construction d’un isomorphisme entre le systéme de spécialisation T construit
dans la section 3.4 et le systéme de spécialisation logarithmique. Une fois cet isomorphisme construit, on déduit
le triangle de monodromie (3.25) annoncé au début de la section. Pour construire cet isomorphisme, on a besoin
d’une hypothése technique souvent vérifiée, & savoir la commutation de images directes cohomologiques suivant un
morphisme de schéma avec les A-colimites homotopiques. Ainsi, tout au long de ce paragraphe, on supposera en plus
de I’hypothése 3.6.26 que la condition suivante est vérifiée :

HYPOTHESE 3.6.40 — 1- Le 2-foncteur homotopique stable H est sous-jacent & un dérivateur algébrique monoidal,
homotopique et stable. De plus pour tout morphisme de k-schéma f, le foncteur f, commute aux A-limites, dans le
sens que le morphisme évident : (pa)xf« — fo(pa)p est inversible.

2- Le 2-foncteur homotopique stable H est engendré par sa base.

Sous ces conditions, on va, définir un morphisme de systémes de spécialisation pseudo-monoidaux : log —— Y qui

fournira I'isomorphisme recherché. Pour cela, on reprend les notations de la section 3.4. On posera % = (pa)x0«l €
Ob(H(Gm)). On a le lemme suivant :

LEMME 3.6.41 — L’objet % est naturellement une algébre commutative de H(Gmy). De plus, sous la premiére
partie de hypothése 3.6.40, on a un isomorphisme canonique de systémes de spécialisation monoidaux : ¥ ~ x(— Q).

DEMONSTRATION Le foncteur 6, étant pseudo-monoidal symétrique, il est clair que 6,1 est une algébre commutative

unitaire. De méme, le foncteur (pa )4 est pseudo-monoidal symétrique. Il vient que % est bien une algébre commutative
de H(Gm).
On obtient un morphisme Y; —— x;(—® fy%) en prenant la composée :

(Pa)#xs(07)+ (07, pa)* —— (pa) x5 (((05):) ® (Pa)*(=)) —— x5 ((pa) £ ((0).1) @ (-))

Sous la partie 1 de I’hypothese 3.6.40, il s’agit bien d’un isomorphisme de systémes de spécialisation pseudo-monoidaux.
C.Q.F.D

On va définir un morphisme canonique ¢, : # —> 9 dans H(Gm). Rappelons que O désigne la catégorie 1 x 1 :

(1,1) =—(0,1)

|

(150) ~ (050)

et que ir : - —— [J désigne linclusion de la sous-catégorie pleine ayant pour objets Ob(OJ) — {(0,0)}. On appelle
or :  —— A le foncteur qui :

— envoie l'objet (1,1) € Ob(I™) sur 1 € Ob(A) et les objets (1,0) € Ob(™) et (0,1) € Ob(™) sur 0 € Ob(A),

— envoie la fleche (0,1) — (1,1) sur 'application 0 — 1 qui pointe 0 € 1,

— envoie la fleche (1,0) — (1,1) sur 'application 0 — 1 qui pointe 1 € 1.
étant donné un dérivateur triangulé de domaine Dia contenant la catégorie A, on déduit immédiatement une trans-
formation naturelle : (pr)x(dr)* —— (pa)z en prenant la composée :

(pr)#(0r )" ~ (Pa)#(0r ) (6r )" —— (pa)#
En appliquant ceci a 'objet 6,1 € Ob(H(Gm, A)), on déduit un morphisme dans H(Gm) :
(pr)#(5r)*9*]l—> Y

Pour obtenir le morphisme ¢; recherché, on va identifier (pr ) (6 )*6,.Ia ¢ . Calculons d’abord le squelette de (6 )*6,I.
Remarquons pour cela que le diagramme de schémas o/ o §r- est donné par :

Gm Xt Gm <2— Gm

Tidxl

Gm
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Il vient immédiatement que le squelette de (6r)*6.I est donné par :

id,ex
Lom ® Lam (—1)[-1] 2% 1,

id,Ol

TG
avec eg la fleche de Kummer. Il existe alors une unique (& isomorphisme prés) fleche a : Q@ —— (6-)*0.I de
H(Gm, ") ayant pour squelette :

Tem (—1)[-1] — = Tgy

0 (=D[-1] ——Iem

Tom © lgm (id,e)
(id,O)l

Igm

Le morphisme T —— (dr)*60,I induit un isomorphisme aprés passage & (pr)s étant donné que la colimite du cone
de a admet pour squelette :
Ign —0

TG

Enfin de compte, par ’axiome 6 de la définition2.1.34, on dispose d’un triangle distingué :
Lgm (=1)[-1] —= Ign — (pr)#Q — lan(-1)
Il vient par le lemme 3.6.28 que (pr )@ est canoniquement isomorphe & J¢.

Muni du morphisme ¢y : ¢ ——11f, on applique le corollaire 3.6.19 pour obtenir un morphisme canonique

d’algebres associatives, commutatives et unitaires £ : Log¥ — ¥

DEFINITION 3.6.42 — On définit un morphisme de systéme de spécialisation £ : log ——= Y en prenant la
composée :

log = X(— ® Log") — > x(-®U) <"—1T

C’est un morphisme de systéeme de spécialisation pseudo-monoidauz.

LEMME 3.6.43 — On a un triangle commutatif de systémes de spécialisation :

X—=7

e

Sp[log

THEOREME 3.6.44 — Lorsque le corps k est de caractéristique nulle, le morphisme £ est un isomorphisme de
systémes de spécialisation pseudo-monoidaux.

DEMONSTRATION Les deux systémes de spécialisations sp©?? et T commutent aux petites sommes. Etant donné que
H est engendré par la base, on peut alors appliquer le critére 3.3.46. Le résultat découle alors des propositions 3.4.9 et
3.6.34 et des corollaires 3.4.15 et 3.6.35 (ainsi que le lemme précédent). C.Q.F.D

Remarque 3.6.45 — Lorsque H est le 2-foncteur homotopique stable DMg, M. Levine [Lev05] a apporté une
simplification notable & la preuve du théoréme précédent. En effet, il démontre directement que le morphisme £ :
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ZLog¥ — 9 est un isomorphisme. Pour cela, il utilise un modéle particuliairement simple du dual de Zog qu’il
arrive & identifier avec le complexe normalisé associé au schéma cosimplicial 7. En particulier, le théoréme précédent
est valable sans hypothése sur le corps de base (du moins lorsqu’on travaille dans DMg).

On obtient donc le résultat suivant :

THEOREME 3.6.46 — Supposons que le corps k est de caractéristique nulle et que les hypothéses 3.6.26 et 3.6.40.
il existe un 2-triangle distingué canonique :

Ty(-1)[-1] X7 Ty s 1(-1)

appelé triangle de monodromie. De plus, ce triangle est compatible a la dualité dans le sens que le diagramme suivant :

YsoDy(=1)[-1] ————xys oD, T4Dy, TD,(-1)

| | | |

D, (T £ (1)[1]) —— D, (xs (1)[1]) —= D,(*;) —=F p_(v,(1))

est un morphisme de triangles distingués qui devient un isomorphisme lorsqu’il est évalué en des objets de HS (X))
pour toute classe A C Ob(H(k)).

On termine avec quelques conditions assurant la nilpotence des opérateurs de monodromie. Ces conditions sont
vraies pour le 2-foncteur homotopique stable DM et sont conséquences du théoréme de simplification de Voevodsky
(voir pour cela [VSF00] et [Voe02]).

HYPOTHESE 3.6.47 — Pour tout k-schéma lisse U, le groupe abélien homyry) (I, Ir(n)[m]) est nul dés que n est
strictement négatif.

On a le lemme suivant :

LEMME 3.6.48 — Supposons lhypothése 3.6.47 satisfaite. Soit 1(Z) C Ob(H(k)) ’ensemble des objets de la forme
I(r) avec r € Z. Soit X un k-schéma de type fini et A et B deux objets de Hyz)(X). Il existe alors un entier ng € Z
tel que les groupes homy(x) (A, B(n)[m]) sont nuls pour n < ne.

DEMONSTRATION On a un isomorphisme canonique :
homy(x) (A, B(n)[m]) ~ homy(x) (I, Hom(A, B)(n)[m])

Comme A et B sont I(Z)-constructibles, il en est de méme de Hom(A, B). Il vient qu’on peut supposer que A = 1.
La conclusion de lemme étant clairement stable par extensions, suspensions et cosuspensions, on se raméne facilement
a supposer que B varie dans un ensemble de générateurs de HY(X). On peut donc supposer que B est de la forme
f«ly(—no) pour un certain f: ¥ —— X projectif et lisse. Mais alors, par adjonction on a :

homy(x) (I, B(n)[m]) = homyx) (I, fl(—ne + n)[m]) = hompy (I, I(—=ne + n)[m])
Comme Y est lisse, on voit que pour n < ng, les groupes ci-dessus sont bien nuls. C.Q.F.D

COROLLAIRE 3.6.49 — Gardons les hypothéses du théoréeme 3.6.46 Lorsque Uhypothése 3.6.47 est vérifiée, l'opé-
rateur de monodromie :
N: Y s(4) —= Y (4)(-1)

est nilpotent lorsque A est dans HEEZ)(X).
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